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1. (2,5)

a Determine uma expressao geral para a covariancia cov(X,Y) de duas varidveis aleatérias
quaisquer X e Y (nao necessariamente independentes) em termos das médias (X), (V)
e (X.Y). E preciso partir da definicao, que nao envolve essas quantidades, e obter uma
expressao final que as exiba explicitamente. Quanto vale cov(X,Y) se X e Y forem
independentes?

b Determine a variancia var(X +Y') da soma de duas varidveis aleatdrias quaisquer, X e
Y, em termos de cov(X,Y) e das variancias das parcelas da soma.

Resolugao:

cov(X,Y) = (X = (X)) (Y = (V))) = (XY = V(X)) — X(V) + (X)(V)) =
= (XY) = (V){X) = (X){Y) + (X)(Y) .| cov(X, Y) = (XV) — (X)(V)

Se X e Y forem independentes, pxy(z,y) = px(z) - py(y) e

vy = [ayosstendsdr= | [ coxas] [ [voran) = xom),

de modo que [cov(X,Y) =0
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var(X +Y) = ([(X+Y) — <X+Y>
(




2. (4,0) Considere a variavel aleatdria 7 (letra grega “tau”), que é o “tempo de es-
pera até um sucesso”, onde p € [0,1] é a probabilidade de sucesso. Sua distribui¢ao de

n—1

probabilidade é dada por |p, =P(r =n) = (1 — p) pl,comn=12,---.

a Mostre que a distribui¢ao de probabilidade {p,} estd devidamente normalizada, como
deveria.

b Calcule (1), a média de 7.
¢ Calcule var(7), a variancia de 7.

d Calcule a funcao geradora de T,

g:-(2) = Z 2"

TLGST
onde S; é o espago de realizagoes de T.

e (apenas explicativo) Agora considere a variavel aleatéria Ty, que é o “tempo de espera
até o k-ésimo sucesso”. E possivel mostrar (mas vocé nao deve fazer isso!) que sua
distribuicao de probabilidade é dada por

Gm =P(T), =m) = (?:f)pk(l —p)" |

comm =k, k+1,k+2,---. A variavel T é mais complexa do que 7 e, comparativamente,
seu estudo a partir de {g,,} poderia exigir muito mais esfor¢os do que o caso anterior.
Porém, ha um ponto de vista que pode simplificar muito o cdlculo da média e da
variancia de 7' sem utilizar {¢,,}! Note que 77 é exatamente uma varidvel como 7.
Além disso, apos cada “sucesso”, o “tempo aleatorio de espera” também é uma variavel
aleatéria que pode ser facilmente reconhecida.

f Expresse Ty como algum tipo de combinagao de varidveis aleatérias mais simples (que
devem ser adequadamente identificadas/indexadas) e determine (T}) e var(T}) a partir
de caracteristicas dessas componentes mais simples.



Resolugao: A funcao geradora, pedida no item d, serd, antes de tudo, discutida para
uma variavel aleatéria geral X e obtida para a particular variavel aleatéria do inicio deste
problema, 7, pois rapidamente fornece as respostas dos itens a, b e c.

Normalizacao: se a distribuicao estiver devidamente normalizada,

gx()= Y pue = gx(1) =

neSx

Além disso,

0x(2)= Y pu" = ()= Y npoa

neSx neSx

e

gx(2)= ) p" = gx(z)= Y nln—1)p,="

neSx neSx

Neste problema,

j{: Pn =1

neSx

b= gk = ) npa

neSx

" gx (1) = (X)

= gk(1)= > nn—1)p,

neSx

Lox (D) = (X(X —1))

gr(2) =) pg" 2t =pz Y (¢2)" =pz ) (g2)"

e valem as derivadas

m=0
_ b=
gT(Z) - 1 —qz
2pq
e /" =
gr(z) (1 _ (]Z)S

_ b= / _ p
gT(Z)'_'l — gz gT(Z)'_ (1 —'QZ)2
Assim,
p
l)=———=1
/ p p
T)=9.(1 = —
M) =g ()= =




varT = (12) — (1) = [(7(7 = 1)) + ()] = (1) = [¢/(1) + ¢. (V)] = [¢.(V)]* =
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O tempo de espera até o k-ésimo sucesso é a soma de k v.a.’s independentes 7;, T, =
k ;. . . . , N ., ., 2 ps e
> i Ti, onde cada 7; é identicamente distribuida & varidvel 7 ja estudada. E facil calcular

diretamente a média e a variancia de Tj: pela independéncia estatistica, (Ty) = k- (1;) =
k/pevarTy, =k -vart; = kq/p*.



3. (3,5) Distribui¢ao de Mazwell 1D e 2D - Vamos recordar a dedugao da distribuigao
de velocidades (em médulo, v > 0) de Maxwell de um gas tridimensional termalizado
a temperatura T' e adapta-la aos casos unidimensional e bidimensional. Tudo comeca
com um problema unidimensional e um fator de Boltzmann, e #¥ onde 8 = (kgT)~!,
kg é a constante de Boltzmann e E é a energia de uma particula do fluido sob analise.
A densidade de probabilidade p;(v,) de uma particula de velocidade v, (que pode ser
negativa, —oo < v, < +00) deve ser proporcional ao seu fator de Boltzmann.

a. Qual é a energia E = E(m,v,) de uma particula livre de massa m que se move
em uma dimensdo com velocidade v,? Dado que p;(v,) = C - e ?F onde C é uma
constante de normalizacao, determine C'.

b. Este item nao pede respostas, é apenas explicativo! A famosa distribuicao de veloci-
dades de Maxwell para o médulo da velocidade de uma particula em 3 dimensoes,
v > 0, é dada por

f3(v) = 4mv? - C2 - exp {—ﬁvaz} ,

onde C' ¢ a mesma constante do item anterior. Ela é obtida em dois passos.

Primeiro, adota-se uma hipétese de independéncia estatistica, que leva a construcao
da distribuicao conjunta

P3(Vz, vy, 0:) = C% - exp {—Bvai} - exp {—%nvi} - exp {—%nvf} =

tal que p3(vy, vy, v,)dv,du,dv, é a probabilidade de ocorréncia/observagao de um
vetor velocidade bem definido, de componentes cartesianas (v, vy, v.),

—00 < Uy, Uy, v, < +00. Segundo, para eliminar a desnecesséria informagao sobre a
direcao do vetor velocidade, a “probabilidade por unidade de volume” ps(v,, vy, v,) é
multiplicada pelo volume infinitesimal 47v%dv de uma casca esférica onde o médulo
da velocidade é bem definido, v, e impoe-se que

f3(v)dv = p3(v,, vy, v, )dmvdo.

c. Determine expressoes f1(v) e f2(v) para as distribuigoes de probabilidade dos médulos
das velocidades das particulas de gases termalizados em uma dimensao e duas di-
mensoes, respectivamente. Por exemplo,

fa(v)dv = pa(vy, vy) - (drea infinitesimal de um anel circular).

Por outro lado, no caso 1D, v é simplesmente o médulo de v,, v = |v,|. Determine
(v) e (v?) nos casos 1D e 2D.



Resolucao:

" mu?
2
. m , .- , . . r
Seja|a = 55T Essa constante serd utilizada nos célculos a seguir, para simplifica-
B
los.

o0 +oo ) T
1= / p1(vg) dv, = C/ e e du, = O\/;
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e 1D: Em uma dimensao, como o mesmo mddulo v pode ser obtido com v < v, < v+dv
e —v—dv < v, <—vep éuma funcao par, o “termo geométrico” corresponde a
“dois intervalos dv”:

fi(w)dv = pr(+v) dv + pr(=v) dv = p1(v) - (2dv)

e 2D:

fo(v)dv = pa(vs, vy) - (270 dv)
| fo(v) = 270 C% e = 2qve™ " |
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