Selecao de exercicios

Preparativos para a P2 (Matematica III)

3.1.6

1. Prove que cada uma das transformacoes abaixo ¢ linear.
(a) F : Po(R) — P»(R) dada por F(p(t)) = t*p"(t)
(b) F: My(R) — My(R) dada por F(X) = MX — XM onde

w3

(¢) T: P3(R) = P4(R) dada por (T'p)(z) = xp(z + 1).

2. Consideremos uma transformacao linear T' : U — V onde U e V sao K-espagos
vetoriais tais que dimg V' < dimg U < 00.

(a) Prove que existe um elemento nao nulo u € U tal que T'(u) = 0.

(b) Se B é uma base arbitrdria de U, existe sempre um vetor u € B tal que
T'(u) = 0?7 Prove ou dé um contraexemplo.

3.2.6

3. Considere R?* e seus subespacos V. W C R* V = [(1,0,1,1),(0,—1,—1, —1)]
e W = {(z,y,2,t) ER*:2+y=0et+2z=0} Determine uma transformagao
linear 7 : R* — R* tal que ker T =V e ImT = W.

OBS: V = [v1,v3] é o subespago gerado pela combinagao linear dos vetores v; e
vo. kerT" é o kernel ou ntcleo de T' e ImT" é o conjunto imagem de T'.

4. Determine o nicleo e a imagem das seguintes transformacoes lineares:
(a) T :R? - R? dada por T(x,y) = (z —y,x + y)

(b) T :C? — R? dada por T'(z + yi, z + ti) = (x + 2z, —x + 2t).



10. Sejam V um espago vetorial sobre K e 7 : V' — V uma transformacao linear.
Prove que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) kerTNImT = {0}
(b) Se (T'oT)(v) =0 para v € V, entao T'(v) = 0.

3.1.6

1. Mostre que a transformacao linear F' : R® — R? a seguir é invertivel e
determine a transformacao linear inversa.

o F(z,y,2) = (x —3y —2z,y — 4z, —2)

2. Sejam K um corpoe T : K? — K? o operador dado por T'(zy, xs) = (z1+2, 71)
para todo (z1,z2) € K2. Prove que T' é um isomorfismo e exiba T

4. Seja T : C* — C3 a transformacio linear definida por 7'(1,0,0) = (1,0,1),
7(0,1,0) = (0,1,1), T(0,0,1) = (4,1,0). Decida se T é invertivel.

5. Sejam T :R?® — R% e S : R? — R3 transformacoes lineares. Prove que S o T
nao ¢é invertivel.

3.4.7
4. Seja T : My(C) — My(C) uma transformacao linear dada por

z w z—w 0
Determine a matriz de T' com relacao a base canonica.

3. Sejam T :R> — P, (R) e G : P, (R) — R? transformagoes lineares tais que

12 -1 11 2
[T]B,C = 1 0 —1 e [G](C,IB = 1 -1 0
01 0 -1 1 2

onde B e C sdo as bases B = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)} e C = {1,1 +z,1 + 2?}.
(a) Determine bases para kerT" e ImT'.

(b) Determine bases para ker(G oT) e Im(G o T).



(c) Determine a matriz de H = 3(T o G) + Iy, ®) com relagao & base {1, z, 2%}

de g)g (R) .

OBS: Iy,®) ¢ a transformacao identidade em #»(R), Lp,®)(p) = p.

6.1.10
2. Mostre que a fungao (, ) : R* x R* — R dada por

((a,b,c,d), (z,y,z,w)) = 2azx + by + cz + dw

é um produto interno de R*.

3. Use a desigualdade de Schwartz em R? para provar que dados valores reais
positivos ay, as, a3 € R, vale

1 1 1
(a1+a2+a3) — 4+ — + — 29
aq a9 as

6.2.10

2. Seja S ={[(1+14,3i,2—1),(2—3i,10 + 2i,5 — 1)] C C®. Determine uma base
ortogonal para S, considerando em C3 o produto interno canonico.

4. Considere o C-espago vetorial V' = C([0, 1], C) com produto interno dado por

(f.g) = /O Or0)

dt para f,g € V. Prove que

@ 11 s0501 < (fror) " (1 sor) "

(b) Sejam f,(z) = V2cos(2mnz) e g,(xr) = 2sin(2mnz). Prove que S =
{1, f2, g1, f2, g2, ... } é um conjunto ortonormal em V.

(c) Prove que S = {h,} onde h,, = €*™® paran = 0,+1,42,... é um conjunto
ortonormal em V.



Exercicios do Poole ” Algebra Linear”

Exemplo 4.25 Mostre que nao é possivel diagonalizar a matriz

0 1
A=1(0 0
2 =5

== O

Exemplo 4.26 Encontre a matriz P que diagonaliza a matriz

-1 0 1
A=13 0 -3
1 0 -1

Exercicios da Secao 11.3 do Bartle ”Introduction to Real
Analysis”
OBS: Atencao! Dizer que um conjunto "nao é aberto” é diferente de dizer que

um conjunto é "fechado”. Fechado significa que o complementar do conjunto é
aberto. Por exemplo, R e R® = () sao simultaneamente abertos e fechados.

1. Seja f:R — R definido em f(x) = z* para z € R.

(a) Mostre que a imagem inversa f~(I) de um intervalo aberto I = (a,b) é
um intervalo aberto, ou uma uniao de dois intervalos abertos, ou vazia,
dependendo de a e b.

(b) Mostre que se I é um intervalo aberto contendo O, entao a imagem direta
f(I) nao é aberta.

5. Mostre que se f: R — R é continuo, entdao o conjunto {z € R: f(z) < a} é
aberto em R para cada o € R.

6. Mostre que se f : R — R é continuo, entao o conjunto {z € R: f(z) < a} é
fechado em R para cada o € R.

8. Dé um exemplo de funcao f : R — R tal que o conjunto {x € R: f(x) =1}
nao é nem aberto e nem fechado em R.



