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PROCESSOS ALEATORIOS

Até o presente momento admitiu-se que os sistemas eram deterministicos,
isto €, dado uma entrada conhecida, o sinal de saida poderia ser conhecida
precisamente, sem erros. E quando consideramos variaveis exogenas, admitidos
que eram " deterministicos”. No entanto, isto é irreal, pois 08 proprios processos
sofrem perturbacoes de natureza aleatéria, bem como os sinais dos sensores que
sao corrompidos pelos ruidos. Desta forma, para incorporar estes processos
aleatorios na dinamica do sistema, serao consideradas se sepuintes equacoes no
espaco de estados:

T = Ar+ Bu+ Fv (1)

y=Cz+w (2)
onde v e w sao processos aleatdrios.

Observe que neste caso, como as perturbacoes e o3 erros de medicao sao
processos estocasticos, a saida do sistema também serda um processo estocastico.




Modelo conceitual de processos aleatorios

Admita que, para cada instante t, existam N medicoes de algum processo
aleatorio. Para este caso as seguintes definicoes estatisticas empiricas podem
ser aplicadas:

Meédia
1 N
2(t) = 5 2_wilt) 3)
Meédia gquadratica
1 N
() = 5> _=i(0) (4)
Variancia
v(t) = 22(t) — [2(1)] (5)

Funcao de correlacao

1 N
r(t,7) = ~ Z i(t)z;(7) (6)
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Caracteristicas estatisticas de processos aleatorios

Sob o ponto de vista tedrico, as propriedades estatisticas dos processos aleatdrios

SA0

definidas a partir da funcao de densidade de probabilidade conjunta (prob-

ahility density function - pdf) que é expressa, por exemplo, como:

pdf |

pdf
pdf

T; 1]

:Th T, f1 5 tﬂ]

_Tl*.-Tﬂ'.- o I"1: t‘ﬂ: I"E]

Esta funcao é 1itil para determinar a probabilidade de obter r em algun in-
stante. Como exemplo tem-se:

pdf[T1, Ta, Ta;ty, ta] Az Az Axy = Prob[ry < z(ty) < 1 + Az,
Ta =< I’[I‘g} < Ta + AT, T3 < I{tgj < Tz + ﬂi‘g] I:T]
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(Us parametros estatisticos decorrentes do pdf sao:

e MNadia
u(6) = B0} = [ apdfla, iz ®)
o Média quadritica
B0} - [ epiin e ()
e Variancia
7 = B{la(t) - (0]} = [ [z~ (o) Ppaslz, (10)

¢ Funcao de correlacao

pr) = B} = [ [ mparizastranas,
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As Eqs. (8) a (11) podem ser aplicados a um vetor de processos. Seja

E2 (t}_
z(t)=| (12)
| Zn(t)
A média entao € dada por:
[E{z,(t)}]
p(t) = E{z(t)} = (13)
| E{zn(t)} ]
A funcao de correlacao, por sua vez, pode ser estendida para matriz de cor-

relacao:
E{z,(t)r:(7)} . . E{zi(t)z.(7)}

R(t,7) = E{z(t)z" (1)} = : . :
E{zn(t)ai ()} . . E{za(t)za(7)}

(14)
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A huncao de correlacao, por sua vez, pode ser estendida para matriz de cor-
relacao:

E{zy(t)z, ()} . . E{z(t)z,(7)}
E{zat)i(r)} . . E{za(t)a(r))

Os elementos da diagonal principal da matriz de correlacao sao as funcoes de
auto-correlacao de x;(t) com x;(7). Obviamente, pode-se perceber facilmente a

partir da Eq. (14) que

R(t,7) = E{z(t)z’ (1)} = (14)

R(t,7) = RT(7.1) (15)
E para um caso especial tem-se:
R(t,t) = E{z(t)z” (t)} = R (t,) (16)

A matriz R(t,t) é chamada de matriz de covaridancia do vetor de processo x(t).
Eventualmente esta matriz pode conter somente os termos da diagonal principal.
Neste caso, tem-se E{z;(t)z;(7)} =0
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In all of the foregoing analysis, statistics were defined by averaging over the
ensemble of members (sample functions) of the random process. Often it is not
possible to get such statistics. If we wanted meteorological statistics for, say,
New York we would have to conceive of an ensemble of infinitely many New
Yorks and accumulate averages over this ensemble. But there is only one New
York, so this experiment is inconceivable. Averages over hime, however, can
be obtained. We can get the average temperature of New York on January first
at, say, 2 p.m. by measuring the temperature each January first at 2 p.m. for
many years and calculating the average. How does an average of this type rclate
to an ensemble average? In general, there is no relationship. But, in a special
subset of stationary processes, these time averages are the same as the ensemble
averages. Such processes are called “ergodic.” As with many other statistical
properties, there is no practical way of verifying that a stationary process is
ergodic. So, by another leap of faith, when it suits our needs, we assume that a
process 15 ergodic. If a process is ergodic, a single sample function is rep-
resentative of the ensemble. To get the ensemble statistics for the outputs for 10°
radios tuned to no station, we can take time averages of the output of one radio!
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Processos estacionarios e ergodicos

Em geral as funcoes de densidade de probabilidade sao funcoes do tempo.
No entanto, se a funcao for invariante com a translacao no tempo, isto é:

pdf[z;t + 7] = pdf[z;1]
Pdf[II:IZ;El +T1:nt'2 +T2] — pdf[II:IZ;tlatZ]

para qualquer 7 o processo € chamado de estacionario.



Uma outra hipotese normalmente adotada ¢ que a meédias das amostras coin-
cide com a média ao longo do tempo de uma 1inica amostra e ela é estacionaria.
Processos deste tipo sao chamados de ergédicos. Para este tipo de funcao a sua

média, variancia e a funcao de correlacao podem ser calculadas como:
Meédia

1 T2
t) = lim — x(t)dt
p(t) = lim — s (t)
Varanca
1 T/2
o*(t) = lim 2(t) — () dt

t—oo T ~-T/2
Funcao de correlacao
T 2

1
plt)= lim = r(t)x(t + 7)dt
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Funcao densidade espectral de poténcia
A funcao densidade espectral de poténcia é definida como sendo a transfor
mada de Fourier da fungao de correlagao:

S(w) f 7 p(r)e— i dr (17)

— {0
Admita agora que x(t) seja corrente ou tensao elétrica. Neste caso a poténcia
média entregue a um resistor ¢ proporcional ao valor quadratico médio de x(t),
isto é:

T/2)
IE(L)_% f (t)dt (18)

T/2

Como z(t) pode nao ter a transformada de Fourier, define-se a funcao trun-

cada, isto ¢:
z(t) |t =1
Xp(t) = 19
r(t) {U [t| =T (19)

A transformada de Fourier de X (t) é dada por:

T2

Xr(jw) f z(t)e tdt (20)

T2
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A transformada de Fourier de X(t) é dada por:

T2

Xr(jw) = f o(t)e Tt (20)
~T2
Com isso tem-se:
T/2
Xr ()l = | f t]f:_j“""'dtl (21)
T/2
Ou
T/2 T/2 |
XrG)? = Xr(iw)Xr(—jw) = f (t)e Tt [ z(r)etdr
—Tf2 T/2
/2 pT/2
= f f z(t)z(r)e T dtdr (22)
T2 d—1/2

Inserindo a mudanca de variavel A = t — 7 na Eq. (22) tem-se

1 T/2 1 A+T/2 .
X (juf? = f {? f; I(T+A}1t[f]d1'}e_-”"“‘]‘d.h (23)

T2 T2
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Inserindo a mudanca de varidavel A = £ — 7 na Eq. (22) tem-se:

1 T/2 (| pAET/2 |
X (jf? = f {? f o(r + A)..":I:T]d'r}e_-"“"]‘dl (23)
T2 A-Ty2
Para um processo ergadico tem-se:
| [AT/2
p(A) = lim — (T + A)x(T)dT (24)

Com isso tem-se que:
T2 _
lim |[Xr(jw))? = lim pr(A)e 72 A = S(w) (25)

T—ron T—oo J_p /2

2023
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S@) = [ ptmear (17) S

A Eq. 17 mostra que a funcio de correlacao é a transformada de Fourier
inversa, isto é,

o) - 5= [ : S(w) e do (26)
Para 7 = 0 obtem-se:
o0 = o [ : S(w)deo (27)

Mas, ao mesmo tempo, tem-se:

T2
p(0) = lim f a?(t)dt

que ¢ a média quadrdtica do sinal de x. Ou seja, a drea sob a densidade espectral

de poténcia é 27 vezes o valor médio quadraitico do processo aleatdrio.
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Ruido branco

O ruido branco se caracteriza por ter média nula e espectro de poténcia

constante, isto é:

S(w)=W
com W constante para todas frequencias. Neste caso a funcao de correlacao é

dada por:
p(T) = Wi(r)

onde § é a "funcao” delta de Dirac.

=18

Foi visto que p(0) é a média quadratica do sinal. Mas como este valor
obtido através da integral do espectro, como mostrada na Eq. (26), e este
constante ao longo de todas as frequencias tem-se que o seu valor é infinito:

=1

p(0) = lim p(7) = o0

T—0

Obviamente, nao existe este tipo de sinal de natureza, e ruido branco é uma,
abstracao matematica. Mas ela é usada porque agrega uma série de vantagens
matematicas porque o seu espectro é constante ao longo de todas as frequéncias.

Para 7 = 0 obtem-se:

p(0) = % /_ S(w)dw (26)
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Resposta de um sistema linear a um ruido branco

Considere a resposta de um sistema multivariavel linear e causal com entrada
u(t) e resposta y(t). A relacao entre as duas varidveis é dada por:

y(t) = fu H(t, Nu(N)dA

onde H(f, A) ¢ a resposta matricial do sistema a um impulso.
A matriz de correlagao para a saida y(t) é dada por:

R,(t,7) = E{y(t)y" (1)} —h{[ H(t, XMu(X)dA /T YO H" (7,€)dE}
E{[ j H(t, Nu(N)u” (&) H (1,£)dAde}

Lembrando que a entrada é ruido branco tem-se:

E{u(Mu" ()} = Q8(A —£)

onde () é uma constante. Admitindo que o processo € invariante com o tempo
e que ele atinge um estado estacionaro para t — oo e trocando 7 por ¢ + 7

Jim By (t,+7) By (r) — [ HEOQHT(€ +7)de (28)
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O valor médio da saida por ser calculada como:

t t
E{y(1)} = ] fu H(t (XA} = fu H(t, ) E{u())}dA
Como E{u(t)} = 0 tem-se E{y(t)} =0
O espectro do sinal de saida é dado por:
s = [ [ HOQH €+ nyde]eirar (20)
A partir da Eq. (29) e lembrando que H(jw) = H(5)|s—ju pode-se mostrar

que:

Sy(w) = H(—jw)QHT (jw) (30)
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() valor médio da saida por ser calculada como:

: :
(1)} = £ fu H(t Nu(A)dA} = fu H(t, ) E{u(\)}dA
Como E{u(t)} — 0 tem-se E{y(t)} — 0
O espectro do sinal de saida é dado por:
s, = [ [ [ H©OQE €+ ag]ear (29)
A partir da Eq. (29) e lembrando que H(jw) = H(s)|s—j pode-se mostrar

que:

Sy(w) = H(— jw)QHT (jw) (30)
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Relacao entre os espectros dos sinais de saida e de entrada
Considere um sistema linear, causal, invariante com o tempo e escalar, isto é,
uma entrada e uma saida. A funcao de transferéncia do sistema é H(S) e, X(s)
e Y(5) sio, respectivamente, as transformadas de Laplace dos sinais de entrada
e de saida. Neste caso, admitindo s — jw obtem-se:

Y (jw)[* = |H (jw) | X (el (31)

Considerando a Eq. (25) conclui-se que:

Sy(w) = |H(jw)|*Ss(w) (32)

2023
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Fatoracgao espectral

A Eq. (30) sugere que, se o espectro de um sinal for conhecido, pode-se tentar
reproduzi-lo através da alimentacao de um sistema linear com ruido branco.
Obviamente, o espectro do seu sisnal de saida devera ser igual ao espectro dado.
Na secao 10.6 do livro-texto esta discutido e apresentado um procedimento para
efetuar a fatoragao espectral. Ou seja, dado um espectro S(w) obter uma funcao
de transferéncia H(s) (no caso escalar) tal que:

S(w) = H(—jw)QH (+jw) (33)

onde () ¢ nma constante.

Sy(w) = H(—jw)QH" (jw) (30)
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Neste texto serd mostrada a aplicacao deste conceito em um caso particular
envolvendo sistemas ocednicos.

Considere que o mar é caracterizado pelo seu espectro S, (w). A idéia é obter
uma fun¢ao de transferéncia H(s) tal que ao ser alimentado por um ruido branco
reproduza a altura de onda cujo espectro seja S,,(w). Ou seja,

y(s) = H(s)wl(s) (341)

Onde w(s) é a transformada de Laplace do ruido branco Gaussiano de média
zero e com densidade espectral valendo S, — 1
Desta forma, o espectro do sinal de saida é dado por:

Sy(w) = |H(jw)|*S, = |H (jw)[* (35)

O que se deseja é obter H(s) tal que:

[H (jw)]* = Sy(w) (36)
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Exemplo “‘&\—\\ é/‘ﬁ

Como exemplo, considere o espectro de onda conhecido como Pierson-Moskowitz
Modificado, que é dado por:

S(w) = Aw e~ B (37)
onde
43 H? 167®
A=TS= B = T T, =0.711, (38)
4 &

Os dados considerados foram: T}, = 10s e H, = 5,4m
Uma fun¢ao de transferéncia sugerida em Fossen (2011) (ver apresentacao
do curso) é:
K, s
82 + 2(wps + wi

onde ¢ é um coeficiente de amortecimento, wy é a frequéncia dominante da
onda e K, é a variavel que depende da intensidade da onda.

H(s) = (39)
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K,s
52 + 20wps + wi
onde ¢ é um coeficiente de amortecimento, wy é a frequéncia dominante da

onda e K, ¢ a variavel que depende da intensidade da onda.
Os dados adotados para esta funcao foram:

H(s) =

(39)

Ky =0,65, wy=0,6283rad/s e (=0,2577

As equagoes de estado referente & Eq. (39) sdo dadas por:

I B |3 B P CC

y=1[0 1][2] (11)
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Sistemas com representacao no espaco de estados com ruido branco
Considere as seguintes equacoes no espago de estado:

&= Az + Fu (12)
y=Czr (43)
onde v € um ruido branco.

A idéia é estudar o impacto na saida quando hda um ruido na equacao de estado.

Considerando a matriz de transicao a resposta da Eq. 42 é dada por:

L

x(t) = ®(t, tp)x(t, o) + [ B(t, A)F(A)v(A)dA (44)

ty
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A partir da correlagio R.(t,7) = E{x(t)z' (1)} obtém-se que (ver livro texto)
R.(t,7) = P(t)®"(1,1)

para T > t e onde P(f) é a matriz de covariancia do estado x(t) no instante t e
& obtida como:

‘P{f] - R:l:(f:a t} — q][h fﬂ}IJ(tD)‘DT{fa tﬂ} t /-L q:'{i: A}PT(A}QvPﬁI{A]'bT{L ‘l}d}"
iy
(45)

E interessante obter a evolucao da matriz P ao longo do tempo. Para isto,
pode-se valer, inicialmente, da Eqs. 9.17 do livro texto mostrada abaixo ¢ que
foi obtida no capitulo referente ao controle Otimo:

M(t,T) f U B () L() B (1 ) (46)

A integral definida pela Eq. 46 é a solugio da seguinte equacéio:

M=MA.+A"M + L (47)
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L

P(t) = R.(t,t) = ®(t, t0) P(to)®" (¢, 10) + L B, N F(NQ FT(A)®T (£, X)dA
(45)

M(t,T) = ft " O ()L (OB, (46)

Comparando as Eqs. 45 e 406 tem-se:
e a) dI'(t,7) da Eq. 46 substitui ®(,7);

e b) L(7) da Eq. 46 substitui F(7)Q,F* (1);

e ¢) Os limites da integracio da Eq 46 é [t,T| em vez de [ty, 1].



~M=MA.+ ATM + L (47)

Agora, considere a Eq. 47 com as seguintes alteracoes:

e A matriz A corresponde a ® substinindo AT que corresponde a ®7;
e A matriz F'Q,F7T substituindo L;

e Trocar o sinal do membro esquerdo da Eq. 47 porque a ordem das integrais
que determinam M (t,T) e P(t) estao invertidas

Com essas alteracoes obtém-se que a evolucio da matriz P ao longo do tempo
pode se obtida a partir da seguinte equacao diferencial:

P=AP 4 PA" 4 FQ, F" (48)
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Se o sistema for invariante com o tempo e as matrizes F' e (), forem con-
stantes tem-se:

P(t) — P — constante
e a Eq. 48 reduz-se a:
0=AP + PAT + FQ,FT (19)
Ja a matriz de covariancia do sinal de saida é dada por:
Ry(t,7) = B{y(t)y" (1)} = C(t)E{=(t)z"}C" (1)
Em particular a matriz de covariancia da saida, no instante t, é dada por:

Py(t) = Ry (t,t) = C)P)CT (1) (50)
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