Simulado 5 - SMA304

Questio 1. SejaT: R? — R3 transformacio linear tal que

1 3 3
[T]B - -3 -5 -3 )
3 3 1

em que B ¢ a base canonica de R3. Entao

a() V(1) =
b() V(-2)=[(1,-1,0)],
c() V(1) =1[(-1,1,-1)]e
d@ V(1) =[(-1,1,-1)]e
e() V(1) =[(—-1,1,-1)]e

[(1,1,1)]eV(-2) =[(1,1,0),(0,1,1)] e T é diagonalizéavel.

V(0)=[(1,-1,0)]e V(1) = [(—1,1,—1)] e T é diagonalizavel.
V(-2) =[(1,—1,0)] e T nao é diagonalizavel.
V(-2) =[(1,-1,0), (0, —1,1)] e T é diagonalizavel.
V(-2) =[(0,—1,1)] e T nao é diagonalizavel.

Solucio: Polindmio caracteristico de 1™:

1-x 3 3
pr(\) =det([T)]p —Md)=| -3 -5-X -3

3 3 1-2X
=(1=A)(=5-AN1=A)—2T—27—9(=5—-X\) +9(1 — X)) +9(1 - )
=(1=A)(=5—=AN)(1—=X\) —27T—27+454+ 9\ + 18(1 — \)
=(1=A)(=5-XN)1 =X —9+9\+18(1 -\
=(1=A)(=5-=A)(1 =X —9(1—X\)+18(1 -\
=1 =A)(=5-XN1 =X +91-X)
=1 =) ((=5-XN1-X)+9)
=(1=N(=5+5A—=A+A2+9)
=(1=NE+A+X)=1-N 2+

Logo, a multiplicidade algébrica m, (1) do autovalor 1 é 1 e a multiplicidade algébrica m,(—2) do autovalor

—2¢é2.
Determinemos o autoespaco V(1) associadoa A = 1.
a
u € N(T — 11d) se, e somente se, [T' — Id] g(u) p = 0. Suponha que (u)g = | b |.Entdo
c
0o 3 3 a 0
[T—Id]B(u)B:O<:> -3 —6 -3 b = 0
3 3 0 c 0
3b+3c=0 c— b
<1 —3a—6b—3c=0 <:>{ a:—b
3a+3b=0 o

Como B ¢ base canonica de R? temos que v = (—b,b, —b) = b(—1,1,—1), em que b € R. Portanto,
V(1) =[(—1,1,—1)] e a multiplicidade geométrica my(1) do autovalor 1 é 1.



Determinemos o autoespaco V' (—2) associado a A = —2.

a
u € N(T + 2Id) se, e somente se, [T" + 2Id] g(u) p = 0. Suponha que (u)g = | b |.Entdo
3 3 3 a 0
[T + QId]B(u)B =0 -3 -3 -3 b = 0
3 3 3 c 0

3a+3b+3c=0
“— —3a—3b—3c=0 <= 3a+3b+3c=0<=b=—-a—c
3a+3b+3c=0

Como B ébase canonica de R? temos que u = (a, —a—c,¢) = a(1,—1,0), +¢(0, —1,1),em quea,c € R.
Portanto, V' (—2) = [(1,—1,0), (0, —1,1)] e a multiplicidade geométrica my(—2) do autovalor —2 é 2.

Ateoria implica que a sequéncia C' = ((—1,1, —1), (1, —1,0), (0, —1, 1)) é L. Como a dimensao de R®
é 3 segue que C' é uma base de R?. Como cada vetor de C é um autovetor de T, segue que 7' é diagonalizavel.

Questio 2. Observacio: Esta questao é uma aplicacdo da teoria de autovalor/autovetor e diagonalizacio.
Considere a matriz
11
A= .
-2 4

Entio A292! ¢ igual a

1 1
a0) | _g2021 1002 |-

22021 4 32022 22021 _ 32021
22021 +92. 32022 22021 —9. 32022

92021
c() ( 32021 >

22021 32021 _22021 + 32021
22021 32021 22021 —92. 32021

b()

d()

92022 _ 32021 92021 | 32021
e (x) ( 92022 _ 9 32021 92021 | o 32021 >

Solugio: Seja T: R? — R? uma transformacio linear tal que [T]p = A, em que B é a base canonica
de R?. Polindmio caracteristico de 7:

pr(\) = det([T)g — Md) = ‘ I-x 1 ‘

—2  4-)
=(1=-NA=-N+2=4—-XA—4A+ X2 +2=X12—-51+6

A € R é um autovalor de 7 se, e somente se, pr(A) = 0 se, somente se, \ = 2 e A\ = 3. Determinemos
o autoespaco V'(2) associadoa A = 2.

u € N(T — 21Id) se, e somente se, [T' — 2Id] g(u) p = 0. Suponha que (u)p = ( Z ) Entao

[T_zld]B(u)B=0<=><:; i)(gj):(8>

—a+b=0 _
<:>{ 90 42 =0 <= a ="



Como B é base canonica de R? temos que u = (a, a) = a(1,1), em que a € R. Portanto, V' (2) = [(1,1)].
Determinemos o autoespaco V'(3) associado a A = 3.

u € N(T — 3Id) se, e somente se, [T' — 3Id] g(u) g = 0. Suponha que (u)p = ( Z ) Entao

[T—ﬂﬂﬂ@B=0¢:<:j 1)(;):(8>

{ —2a+b=0

ot b—0 <= b= 2a.

Como B é base canonica de R? temos que u = (a, 2a) = a(1,2), em que a € R. Portanto, V' (3) = [(1,2)].

A teoria implica que a sequéncia C' = ((1,1),(1,2)) é LL. Como a dimensio de R? ¢ 23 segue que C ¢
uma base de R?3. Como cada vetor de C' é um autovetor de T, segue que T é diagonalizavel e

[T]c=<(2) g)

A teoria de matrizes de uma transformacéo linear implica que
[T]5 = MG[TlcME = Mg[T]e(Mg) ™,

em que Mg ¢ a matriz de mudanca da base B para a base C'. Note que

wisyt=( 5 1)
a=(an-0neae
r=(13)eo=(55)

Logo,

Defina

n
. Logo, A = PDP~!. Recorde que A" = PD"P~!eque D" = ( 20 3(31 >, paran € N. Portanto, se
neN
A — 11 2" 0 2 -1\ (2" 3" 2 -1

U1 2 0o 3" -1 1) \\2n 2.3" -1 1

_ 2.2m—3" —2" 4+ 3"

S\ 2-2"—2.3" 2" 42.3"

antl—3n  —n 4 3n
- < ontl .37 _9n 4 2.3n )

Em particular, se n = 2021 obtemos

42021 _ 22022 _ 32021 92021 | 32021
= | 9202 9 32021 92021 , o 32021



Questao 3. Considere as seguintes matrizes:

a=[38] m=[d 2] e=[2 3] e=[2 )

Considere, também, as seguintes afirmacdes:

(I) A é diagonalizavel.

(I) B é diagonalizavel.

(IT) C nio é diagonalizavel.

(IV) D é diagonalizével sobre C.

Assinale a alternativa correta. Na sua resolugéo, justifique claramente sua escolha.

a( ) Somente uma afirmacio é verdadeira
b (x) Todas sdo verdadeiras.
¢ () Todas sio falsas.
d () Somente duas afirmacdes sdo verdadeiras.
e () Somente trés afirmacdes sio verdadeiras.
Solu¢ao:
3—A 1 T - < .
@M p(A) = 9 9\ |T = (A — 1)(\ — 4) é polindomio caracteristico de A. Entao A é
diagonalizéavel, ja que todas as suas raizes sao simples, ou equivalentemente, ja que as multiplicidades
algébricas dos seus autovalores sdo 1 (e, portanto, igual as multiplicidades geométricas destes autova-
lores).
4—-A 2 e (o < .
I p(\) = s 1| (A — 5)(A + 2) é polindomio caracteristico de B. Entao B ¢é
diagonalizavel, ja que todas as suas raizes sdo simples, ou equivalentemente, ja que as multiplicidades
algébricas dos seus autovalores sdo 1 (e, portanto, igual as multiplicidades geométricas destes autova-
lores).
5—-A -1 2 A - < o
(1) p(A\) = 1 3y |= = (A — 4)® é polindomio caracteristico de C. Entdo C' sera di-
1 —
agonalizavel se e somente se dim V' (4) = 2. Mas (B — 4]) = [ 1 -1 } o que implica que
dim Im(B — 4I) = 1. Logo, dim N (B — 4I) = 1 (pelo Teorema do Nucleo e da Imagem). As-
sim, dim V' (4) = dim N (B — 4I) = 1 # 2, ou seja, C ndo é diagonalizavel.
3—A -5 . N e - <
Iv) p(\) = 9 _a_\|T = (A — 4)(A + 4) é polindmio caracteristico de D. Entdao D

é diagonalizavel sobre C), ja que todas as suas raizes (complexas) sdo simples, ou equivalentemente,
ja que as multiplicidades algébricas dos seus autovalores sdo 1 (e, portanto, igual as multiplicidades
geométricas destes autovalores).



Questio 4. Sejam u = (1/1/2,0,1/v/2) ev = (a,1/+/2, —b) vetores em R? e consideremos nesse espaco
vetorial o produto interno usual. Entdo é incorreto afirmar que:

a( ) wewsdoortogonais paraa = leb = 1.

b( ) v éum vetor com norma igual a 1 se, e somente se, a?+bv? = 1/2.

c () Existe uma base ortogonal de R? contendo u e v sempre que a = b.

d() {(1/v/2,0,1/3/2),(1/2,1/v/2,-1/2),(—1,v/2,1)} é uma base ortogonal de R>.
e(x) {(1/v2,0,1/v/2),(1/2,1/v/2,—1/2),(—1,+/2,1)} é uma base ortonormal de R?,
Solucao: Vejamos que u e v sdo vetores ortogonais se, e somente se,

1 L,
L
V2§ V2

0 que ocorre se, e somente se, a = b. Assim, as letras a e ¢ sdo verdadeiras. Além disso, temos que

1, 1/v2,=0)|| = V/a? +1/2 + 12,

0 que mostra que o item b esta correto. Por dltimo, é possivel verificarmos que o conjunto apresentado nas

0,

letras d e e é um conjunto ortogonal, mas nio é ortonormal, pois ||(—1,v/2,1)|| = 2 # 1. Portanto a
afirmativa da letra e é falsa. |
Questao 5. Seja V um espaco vetorial com produto interno (-, -) e seja || - || a norma associada a esse produto

interno. Sobre V, fazemos as seguintes afirmacoes:
1. Seu,v € V sio vetores ortogonais, entio ||u + v||?> = ||u||® + ||v||%.
2. Sellul| =1, ||v|| = 2e||u+v|| =1, entdo ||u — v|| = 3.
Entéo, é verdade que:
a(x) As duas afirmacoes sao verdadeiras.
b () As duas afirmacdes sao falsas.
c () Apenas a primeira afirmacio é verdadeira.
d () Apenas a segunda afirmacéo é verdadeira.
Solucao:

1. Como u e v sdo vetores ortogonais, temos que (u,v) = (v, u) = 0. Assim,

lu+v|? = (u+v,u+0)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)

= (u,u) + (v,v)

[Jul[* 4 []o]|?.

2. Pela identidade do paralelogramo temos que
[l +0f[? + [Ju = o] = 2(][ul* + ||v][?),

de modo que com os dados fornecidos, temos que ||[u — v||> = 2(12 + 22) — 12 = 9, e assim
e — o]l = 3.



Questao 6. Considere o espaco vetorial M35 2(R) munido do produto interno usual:

(A, B) = a11b11 + a12b12 + a21b21 + agzbaa,

para A = < @ i ) ,B = < bii bio ) € Mjyx2(R). Seja W o subespaco de Max2(R) dado por:
as1 G99 bo1 b2

v=[(o V). (5]

Sejam a, b, c,d € R. Se a projecio ortogonal de ( Z Z ) sobre W for iguala% ( 1 _1 >,poderemos
afirmar que:
a() a—d—1=0eb—-—c—1=0.
b()a+d—1=0eb+c—1=0.
c®x) at+d—1=0eb—c+1=0.
d()a+d+1=0eb+c—1=0.

e()a+d+1=0eb—c+1=0.

1 0 0 1 a b
(o V) m=( 2 o)t 0):

(A1, A2) =1-04+0-14+0-(-1)+1-0=0
(A1,A1)=1-140-04+0-0+1-1=2
(A2, A2y =0-04+1-1+(-1)-(-1)+0-0=2.

Solucdo: Defina

Temos

Logo, A1 e Ag sio ortogonais e || A1|| = v/2 e ||A2|| = /2. Portanto,

po(L (10} L(o 1
S \yv2\0 1)\ -1 0
é uma base ortonormal de W. Seja projy;, A a projecao ortogonal de A sobre W. Segue que

pI‘OjWA = <A, A1>A1 + <A, A2>A2

:%(a—Fd)\}i(é (1)> \}g(b_c)\z(_% (1)>
1
2

Portanto

L1 SN 11 -1\ _Lfa+d boc
Prow2=511 1 o\ 1 1) 2\ c—b a+d

<~ at+d=1leb—c=—-1<= a+d—1=0eb—c+1=0.



Questio 7. Consideremos os operadores lineares S : R? — R? dado por

S(x7y) = (_yvm)>

eT : R3 — R3 dado por
T(z,y,2) = (z,x+y,x+y+2).

Entéo, podemos afirmar que:

a( ) SeT sioisometrias.

b() S eT nio sdo isometrias.
¢ (x) Apenas S é uma isometria.
d () Apenas T é uma isometria.

Solucio: Vejamos que para todos (1, y1), (72, y2) € R?, temos que

(S(z1,91), S(w2,2)) = ((—y1,21), (—y2,72)) = (—y1)(—¥y2)+T122 = T102+Y1Y2 = (71, Y1), (T2, Y2))-

Portanto, S é uma isometria. Por outro lado, se considerarmos por exemplo (1,1,1) e (0,1,1) € R3, vemos
que

(T(1,1,1),7(0,1,1)) =((1,2,3),(0,1,2)) =2+ 6=8#2=1+1=((1,1,1),(0,1,1)).
Portanto 7' nio é uma isometria. [ |

Questio 8. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R com produto internoesejaZ’: V. — V
um operador linear autoadjunto. Considere as seguintes afirmacdes:

(I) Se A ey sdo autovalores distintos de 7" e u, v, w sdo vetores de V tais que V' (A) = [u, v] e V(u) = [w],
entao (w, u) = (w,v) = 0.

(IT) Quaisquer dois autovetores de T" distintos sdo ortogonais.

(I1) Se (T'(u),u) > 0, para todo vetor ndo nulo u € V, entdo os autovalores de 7" sdo todos positivos.
Assinale a alternativa correta. Na sua resolucdo, justifique claramente sua escolha.

a( ) (I) é verdadeira e (I) e (I1I) sdo falsas.

b () (II) é verdadeira e (I) e (II) sdo falsas.

c () (III) é verdadeira e (I) e (II) sdo falsas.

d () () e (II) sio verdadeiras e (III) é falsa.

e (x) (I) e (ITI) sao verdadeiras e (II) é falsa.

f() (II) e (II1) sdo verdadeiras e (I) é falsa.

g () (), dI) e (III) sao verdadeiras.

h () (D), D) e (III) sao falsas.

Solucio: (I) Recordemos o seguinte resultado da teoria de operadores autoadjuntos:

Teorema 1. Seja V' um espaco euclidiano de dimensdo finita e seja I': V' — V um operador linear autoadjunto.
Se A1 e Ao sdo autovalores distintos de T, os autovetores correspem quentes U1 e V2 SGo ortogonais.

Como 1 é um autovalor de 7' e V(1) = [w], segue que w # 0 e w é um autovetor de 7" associado ao
autovalor p.



Suponha que u = 0. Logo, (w, u) = 0. Como A é um autovalorde e V' (\) = [u, v], segue que v # O e
v é um autovetor de T associado ao autovalor A. Logo, Teorema 1 implica que w e v sdo ortogonais. Portanto,
também obtemos que (w, v) = 0.

Suponha que u # 0. Neste caso, u é um autovetor de T" associado ao autovalor A. Segue do Teorema 1
que w e w S0 ortogonais e w e v sdo ortogonais. Portanto, (w, u) = (w,v) = 0.

A afirmacio (I) é verdadeira.

(IT) Observamos que o Teorema 1 nido garante nada sobre a ortogonalidade dos autovetores associados a
um mesmo autovalor. Por exemplo, se T': V' — V um operador linear autoadjunto, em que V' é um espaco
vetorial de dimensdo finita sobre R e )\ é um autovalor de T, entdo existe um vetor u € V com u # 0 tal
que u é um autovetor de 7" associado ao autovalor \. Segue que 2u também é um autovetor de 1" associado
ao autovalor \. Note que u e 2u sdo autovetores distintos e

(u,2u) = 2(u,u) > 0.

Portanto, u e 2u ndo ortogonais.
Para um exemplo de operador autoadjunto nas condi¢des acima considere em R? o produto interno usual
esejaT: R? — R? o operador linear dado por

[T]BZ(g (1))7

em que B é a base canonica de R%2. Como B é uma base ortonormal de R? e [T'] 5 é uma matriz simétrica
segue que 7' é um operador autoadjunto. E facil mostrar que A = 5 é um autovalor de T associado ao
autovetor u = (1, 0). Portanto, u e 2u sdo autovetores distintos e u e 2u nao ortogonais.

A afirmacao (II) é falsa.

(I) Seja Se A um autovalor de 7. Logo, existe um vetor v € V ndo nulo tal que 7'(v) = Av. Em
particular temos

(T'(v),v) = (Av,v) = X(v,v)

e portanto

v, v) > 0. (1)

Como v # 0, segue que (v, v) > 0. Portanto, (1) implica que A > 0.
A afirmacao (III) é verdadeira.

Questdao 9. Uma matriz B é equivalente a uma matriz A, se B puder ser obtida de A por uma sequéncia de
operacdes de linha e coluna. Alternativamente, BB é equivalente a A, se houver matrizes nio singulares P e )
tais que B = P AQ). Dito isso, considere as seguintes matrizes de Jordan (nas entradas em que ndo ha nada,
considera-se o valor 0):

F 41 - -
0 4

O =~
=
o N
N
O O
S = =
== O
S =
B~ =

O O W
[l RN
N = O

Considere, também, as seguintes afirmacdes:
(I) As matrizes A e B sdo equivalentes.
(I) As matrizes A e B tém os mesmos polindmios caracteristicos.
(ITT) A multiplicidade geométrica do autovalor A = 2 é 2 para a matriz A.

(IV) A multiplicidade geométrica do autovalor A = 4 é 3 para a matriz B.



Assinale a alternativa correta. Na sua resolucao, justifique claramente sua escolha.

a( ) Somente (I) é falsa.

b () (D) e (II) sao falsas.

¢ (x) Todas sao verdadeiras.
d () Todas sio falsas.

e () Somente (III) e (IV) sao verdadeiras.

Solu¢ao:

(I) As matrizes A e B sdo equivalentes. De fato. Seja L; a linha ¢ da matriz B

S O =~

1
4
0

s = O
o
=

S O N

1
2
0

N = O

Troque Lo por Ly — %Lg, troque L4 por Ly — %Lg, e troque L7 por Ly — %Lg e obtenha

4 10 T
04 0
0 0 4
4 0
0 4
2 10
0 2 0
i 0 0 2 ]
Troque L3 por L3 + %L4 e obtenha
(4 1 0 1
0 4 0
0 0 4 1
4 0
0 4 = A.
2 10
0 2 0
L 0 0 2 ]

(I) Temos pa(A) = pp(A) = (A —2)3(\ — 4)5, pois, de acordo com as matrizes dadas, a multiplicidade
algébrica do autovalor A = 2 é 3 e a multiplicidade algébrica do autovalor A = 4 é 5, ou seja, existem
3 2's e 5 4’s nas diagonais de cada uma das matrizes A e B.

(ITT) A multiplicidade geométrica do autovalor A = 2 na matriz A é 2, pois ha 2 blocos de Jordan associados
a este autovalor na matriz A.

(IV) Amultiplicidade geométrica do autovalor A = 4 na matriz B é 2, pois ha 2 blocos de Jordan associados
a este autovalor na matriz B.



Questio 10. Considere as seguintes matrizes de Jordan (nas entradas em que ndo ha nada, considera-se o
valor 0):

5 1 510 510
05 05 1 05 1
A= 5 B=|0 05 C=1005
-1 1 ~1 -1 1
i 0 -1 i —1 | i 0 -1
[ 5 T (5 1 T [ 5 T
5 0 5
D= 5 E= 5 F= 5
-1 1 ~1 ~1
i 0 -1 i —1 | I —1 |

Considere, também, as seguintes afirmagoes:
(I) Todas as matrizes acima tém o mesmo polindmio caracteristico que é p(t) = (t — 5)3(t + 1)
(I) As multiplicidades algébricas e geométricas de cada um dos autovalores da matriz F' sdo iguais.

(ITT) As multiplicidades algébricas e geométricas de cada um dos autovalores das matrizes B, D e E sdo
iguais.

(IV) As multiplicidades geométricas de cada um dos autovalores das matrizes A e C' sdo estritamente me-
nores do que suas respectivas multiplicidades algébricas.

Assinale a alternativa correta. Na sua resolucao, justifique claramente sua escolha.
a( ) (I) e (ITI) sao verdadeiras.
b () Todas sdo verdadeiras.
c () Todas sdo falsas.
d () Somente (II) e (IV) sdo verdadeiras.
e (x) Somente (I), (IT) e (IV) sdo verdadeiras.

Solucao:

(D p(t) = (t — 5)3(t + 1)2 é polindmio caracteristico de todas as matrizes, pois todas tém 3 nimeros 5
e 2 nimeros —1, ou seja, a multiplicidade algébrica do autovalor ¢ = 5 é 3 e a multiplicidade algébrica
do autovalor ¢ = —1 é 2 para cada uma das matrizes.

(I) F' é uma matriz diagonal e, por isso, as multiplicidades algébricas e geométricas coincidem.

(ITIT) Na matriz B, por exemplo, a multiplicidade geométrica do autovalor ¢ = 5 é 1 que é menor do que
sua multiplicidade algébrica que é 3.

(IV) Na matriz A, a multiplicidade geométrica do autovalor t = 5 é 2 (pois ha 2 blocos de Jordan para
o autovalor t = 5) que é menor do que sua multiplicidade algébrica que é 3. Ainda na matriz A,
a multiplicidade geométrica do autovalor ¢ = —1 é 1 (pois ha 1 bloco de Jordan para o autovalor
t = —1) que é menor do que sua multiplicidade algébrica que é 2. Um raciocinio andlogo pode ser
feito para a matriz C.
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