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Questao 1. Considerando-se o produto interno usual em R*, faca o que se pede:

1. Determine a norma dos vetores u = (4,2, —1,1,9) e v = (2,4, 5,3,7) e calcule a distancia entre
eles.

2. Encontre uma base ortonormal para o subespaco V = [(—1,—1,1,0),(—1,1,0,1)].

Solugao: Para o item 1, relembre que a distancia entre os vetores com relagao ao produto interno
usual é o modulo do vetor u — v. Temos entao que:

lull = (42 + 22 + (-1)* + 12 + 9%)/* = V103,
lol = (22 + 42 + 5% + 32+ 7%)/* = V103
lu =l = [1(2,-2,-6,-2,2)] = (4 + 4436 + 4 + 4)"/* = /52
Para o item 2, denotemos u = (—1,—1,1,0) e v = (—1,1,0,1). Entao:
(u,v) = (=1)(=1) + (=1)(1) +0 =0

Assim, os vetores sao ortogonais e é suficiente normalizd-los para obter a base normal. Como ||u| =
|v|| = /3, entdo a base desejada é formada por:

()

Questao 2. No espaco de matrizes quadradas podemos definir os seguintes produtos internos: dadas
A = (a;j) e B = (b;;) € M,, definimos:

o (A, B)1 =), > 5 aijby; ou
e (A, B), = tr(BTA)

Note que o primeiro produto ¢ a soma dos produtos dos elementos de mesma posi¢cao. Relembre que
tr é a soma dos elementos da diagonal principal.

Para as matrizes A e B abaixo, calcule as normas e o angulo entre elas com relacao a ambos os
produtos internos:

-3 0 0 -2 2

1
A=[0 1 —2|.,B=|1 -6 2
1 2 -1 2 0 0



Solucao:
Relembre que o angulo 6 entre dois vetores u, v em um espaco com produto interno (.,.) e norma
associada ||.|| é dado por:

cosf =

Assim precisamos calcular o produto interno entre as matrizes e também as normas.
Vamos denotar as normas associadas por ||.||; e ||.||2, respectivamente. Com rela¢ao a primeira
norma, temos que:

<AaB>1 :6_6—44—2:—27
IAlL = ((=1)2 + 12+ 22 + 12+ (—1)2 + 32 + 4%) '/ = V21,
|Bll = (12 + 22+ (-1)* + 3 +1%) " = V53,
2
V2153

_ —2 PPN :
logo, 6 = arccos T3 Com relagao a segunda norma, teremos:

cosf =

(A,B)y =tr(BTA) =2+0—-4=-2
1Al = (tr(ATA)? = 2+ 14+ 5)2 = V2l

B2 = (tr(BYB) " = (5+ 40 + 8) = V/53.
—2

V21.53

1/2

cosf =

_ —2
Logo, 0 = arcos<m>.

Questao 3. No espaco de polinomios P3(R) temos os seguintes produtos internos: sejam
f = asx® + axx® + a1z + ag
g = b3l’3 + b21’2 + bll’ + bo
Definimos:
o (figh = Z?:o a;b;; ou
1

1. Calcule as normas e o angulo entre os polinomios p(x) = 2z — 1 e ¢(z) = 622 — 6z + 1 com
relagao aos dois produtos internos.

2. Seja p(x) = x+ 1. Encontre um polinémio ¢(z) tal que (g(x), p(x)); = 0 mas (g(x), p(x))2 # 0.

Solucao:
Como na questao anterior, denotaremos as normas por ||.||; e ||.||2. Com relagao a primeira norma,
teremos que:

(p,g)1 = 0.0+ 0.6 + 2.(—6) + 1.(~1) = —13
Iplh = (22 + (-1)%)* = V5
lall = (6 + (=6)* +1%)"* = V73
-13  -13

V573 /365

cosf =



Com relagao a segunda norma, temos que:

1 1
(p,q)e = / p(x).q(x)dr = / (120 —182° + 87— 1) =3 —-6+4— 1 =0.
0 0

ey 1p<x>2da:) . (/ (et 1)@;)5 -
lall> = (/01 Q(x)2>1/2 = (/01 3(62" — 722% + 482% — 122 + 1)dx); -

Sl

0
cosf = — = 0.
V15
Logo, # = 7. Para o segundo item, note que o primeiro produto interno ¢ exatamente o produto

Euclideano se vermos cada polinémio como um vetor em R* onde os coeficientes sao as coordenadas.
Assim, como as coordenadas de p(x) = x + 1 relacionadas aos monomios z° e x? sao nulas, podemos
tomar ¢(z) com tais coordenadas diferentes de zero e as demais iguais a zero. Por exemplo, ¢(z) =
z* + 23. Entao:

(p(x),q(x))1 =0.140.14+1.04+1.0=0.

Por outro lado:

(p(x),q(x))s = /o (z* + 2°)(z + 1)dx = /0 (2° + 22 + 2°)dx = % # 0.



