MATO0121 - Célculo Diferencial e Integral II - 2023
Lista 8

1. Multiplicadores de Lagrange em Subconjuntos Compactos de R”

1. Determine o valor méximo e o valor minimo da funcao f em D, onde:
a) f(x,y)=xyeD={(x,y) €R?:5x> +5x* +6xy—64=0}
b) f(x,y,2)=xyze D={(x,y,2) eR3: x? +2y* +32% = 6}
0 fx,y2)=xy’ZeD={(xy2€eR: ?+y*+z>=1}
d fx,y,2)=x+y+zeD={(x, 5,2 eR*: x*+y* =1ledx+4y =2z}
e) fx,y,2=x*+y*+2eD={(x,y,2) eR¥: x> +y*+Z*=lex+y+z=1}
f) flx,y,2)=x*-2x+y*—4y+z°—6ze D={(x,,2) €eR3: x* + y* + 2> < 56}
g f(x,y,2)=x>+y*+2z°—4xy—4z+3xeD={(x,5,2) €eR®:x+y+2<4,x20,y>0ez >0}

2. Determine o valor méximo e o valor minimo de f(x,y,z) =2x+y— z? em D, onde:
a) D={(x,y,2) €R®:4x*+y* -2 +1=0,z2>0e2x+y+4 =2z}
b) D={(x,y,2 eR®:4x*+y* -2 +1=0,z>0e2x+y+4>2z}
3. Determine o valor méximo e o valor minimo de f(x, y, z) = x%+ y2 =2z%— 4xy—4zem D, onde:

a) D={(x,y,2) €R®:x* + y* + 2% = 4}
b) D={(x,y,2) eR®: x* + y* + 2 <4}
o D={(xy2) R :x*+y* +2° =dez= 3}
d) D={(x.y, 2 eR*:x*+ )+ 2 <4ez> 3}

e) D={(x,y,2 eR3:x*>+y*+z°=dex+y=<z}
2. Multiplicadores de Lagrange em Subconjuntos Arbitrarios de R"
Cada problema desta se¢do admite solugdo; encontre-a e justifique sua existéncia.

1. Encontre o ponto do plano x + 2y — z+4 = 0 mais préximo de (1,1,1).

2. Encontre os pontos da superficie y*> — xz = 4 que estdo mais préximos de (0,0,0) e determine a
distancia minima. Existe distancia maxima? Justifique.

3. Encontre os pontos da superficie xyz = 8 mais préoximos de (0,0, 0).

4. Encontre os pontos da interseccdo das superficies xyz = 8 e z°> = 4x? + 4y*> mais préximos de
(0,0,0).

5. Determine o maior produto de 3 ntimeros reais positivos cuja soma é 100.
6. Determine o valor méximo de sina + sin 8+ siny, onde «, 8 e ¥ sdo os angulos de um triangulo.

7. Determine as dimensdes do paralelepipedo de volume méaximo, com faces paralelas aos planos
coordenados, inscrito no elipsoide 9x? + 36y + 42> = 36.

8. Determine as dimensdes do paralelepipedo de volume méximo, com faces paralelas aos planos
coordenados, de modo que uma das faces estd contida no plano z = 0 e a correspondente face
oposta tem os seus vértices no paraboloide z = 4 — x> — y?, z> 0.



9. (MATO0121 - Sub 2021) Determine as dimensdes do paralelepipedo de volume maximo que possui
faces paralelas aos planos coordenados, uma das quais estd contida na regido

K={(xy2€eR:9x* +16y* <8ez =0},
e tal que a respectiva face oposta tem vértices no paraboloide de equacio z = —9x> — 16y2.

10. Um pentdgono de 12 cm de perimetro é construido colocando-se um tridngulo isésceles sobre
um retangulo. Dentre esses pentdgonos, determine as medidas dos lados daquele que tem &rea
maxima.

11. Determine uma equacgdo do plano que passa por (2,2,1) e que delimita no primeiro octante o
tetraedro de menor volume.

12. Encontre os planos tangentes a superficie xy?z? = 1 que estdo mais distantes de (0,0,0).

13. Determine as dimensdes da caixa retangular sem tampa de maior volume que pode ser construida
com 27 cm? de papelio.

14. (MAT2454 - Sub 2020) Considere o elipsoide S : x*> + 4y + 92> = 1. Seja (a, b, ¢) um ponto deste
elipsoide pertencente ao primeiro octante.
a) Determine, em termos de (a, b, ¢), uma equacao do plano tangente a S em (a, b, ¢).

b) Considere o tetraedro formado pelo plano do item anterior e pelos planos coordenados. De-
termine (a, b, ¢) de modo que o tetraedro obtido tenha volume minimo.

3. Multiplicadores de Lagrange e Diagonalizacao em Bases Ortonormais

Seja M uma matriz n x n simétrica (com coeficientes reais). O objetivo desta secdo é apresentar
um roteiro para provar, usando o Método dos Multiplicadores de Lagrange, que existe uma base orto-
normal de R” formada por autovetores de M. Considere, nos enunciados a seguir, a forma quadrética
Q:R" — R associada a M definida por Q(x) = (Mx, x).

1. Mostre que (Mx,y) = (My,x) para todos x, y € R". (Sugestdo: escreva M = (a;j)1<i,j<n € desen-
volva os dois membros da igualdade acima, lembrando que a;; = a;;.)

2. Seja{ey,...,e,} a base canonica de R”.

0
a) Mostre que a—Q(x) =2(Mzx,e;) paratodos 1 <i < ne x€R" Conclua que Q é de classe ¢l.
Xi

(Sugestdo: note que Q(x+te;) = (Mx, x)+t{Mx,e;)+t{Me;, x)+ 12 (Me;, e;) e use a definicdo
de derivada parcial.)

b) Mostre que VQ(x) = 2Mx para todo x € R". (Sugestdo: compare esses dois vetores coorde-
nada a coordenada usando o item anterior.)

n
3. Considere a fung¢do f :R" — R dada por f(x) = (x,x) = )_ xl?. A superficie de nivel c=1de f é a
i=1
esfera unitdria de R", denotada por S;.

a) Mostre que Q admite maximo e minimo globais em S;.

b) Usando o Método dos Multiplicadores de Lagrange, mostre que os pontos de méaximo locais
e os pontos de minimo locais de Q em S; sdo autovetores de M.

¢) Conclua que os valores maximo e minimo de Q em S; sdo, respectivamente, o0 maior e o
menor autovalor de M.
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4. Neste exercicio, vamos provar, por inducdo em n = 1, que existe uma base ortonormal de R"
formada por autovetores de M.

a) Proveocason=1.

Suponha, agora, que o resultado seja vélido para algum n = 1.

b) Use o exercicio anterior para provar que M possui um autovalor 1,4, e fixe um autovetor
unitario v,4; de M associado a tal autovalor.

c) Fixe uma base ortonormal {uy, ..., u,, Vy+1} de R**! e considere a matriz (simétrica) n x n

(Muy,uy) (Muz,uy) - (Mupy,uy)
(Muy,uz) (Mug,up) -+ (Muy, up)
(Muy, up) (Mup,up) -+ (Muy, up)
Use a Hip6tese de Inducio para obter uma base ortonormal {wy, ..., wy,} de R” formada por

autovetores de N, associados aos autovalores 11,...,1;.

d) Escrevendo w; = (ai, . ail) e igualando as coordenadas de Nw; e 1;w;, mostre que
. n .
/lia;-zkz (Mug, uj)a; m
=1

paratodol < j<n.

n
e) Paracadal<i<n,definav;=)_ a;. u; € R™'. Mostre que cada v; é autovetor de M e que
j=1
{v1,...,Vn, Uny1} € ortonormal. (Sugestdo: como {uy,..., Uy, Vy+1} é ortonormal, cada vetor
x € R"*! se escreve de forma tinica como

n
X = Z (x, uj> uj+ (X, Vn+1) Vn+1-
j=1

Use a decomposicdo acima para mostrar que

n
Mug =) (Muy,uj)uj,1<k<n. )
j=1

n
Substituindo as expressdes (1) e (2) em Mv; = Z @) Muy, conclua que Mv; = A;v;. Para
k=1
provar que {vy,..., U, Up+1} € ortonormal, observe que

(vi,vj)y= atad (up,u) =Y atal ={(w;,w;)=08;;
kl

e que

n
k
(Ui, Uns1) = ) @ Uk, Uns1) =0
k=1

paratodos1<i,j<n.
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