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Capitulo 5 — A Equacéao de Schrodinger

5.1 — A Equacéao de Schrodinger e seu Significado

Conforme vimos nos capitulos anteriores, a nocéo ddalidade mudou
dramaticamente nossa maneira de encarar as ideigglidcdo e matéria. No entanto,
ainda havia “muita coisa no ar” apos o trabalhcEdestein sobre o féton e o de de
Broglie acerca das “ondas-guia”. Faltava um foremat que fosse suficientemente
abrangente, um pilar semelhante ao que sédo adddiewton para a mecanica ou as
equacgOes de Maxwell para o eletromagnetismo.

Werner Heisenberg formulou, em 1925, uma abordageenficou conhecida
comomecanica das matrizg¢Born, 1986]. Nessa abordagem, de cujo desenvelvim
também participaram Max Born e Pascual Jordanaweis como posicdo e momento
linear sdo representadas através de matrizes, dgpesa ndo-comutativos. Essa
caracteristica da suporte a existéncia de aspgqufo#icos como as proprias incertezas
que discutimos no capitulo anterior.

Uma outra formulagéo foi proposta por um fisiceteaco, Erwin Schrédinger.
Sua abordagem, que é mais acessivel matematicarteanteor esséncia uma equacgao
diferencial cuja solucéo € a famosa funcédo de &¥dpsi). Tal funcédo €, em termos
simples, uma expressao matematica do carater dddalde uma particula, algo que se
buscava, como vimos, desde a proposta de de Broglie

A partir da equacdo de Schrodinger, é possivétrafiolucdes capazes de
fornecer informacgfes fundamentais sobre o comperémde uma particula-onda.
Nela, sdo contempladas até mesmo as influéncidgrcles externas, o que marca um
nitido avanco em relacdo a proposta de de BroGieno afirma Krane em [Krane
1983], a equacdo de Schrodinger tem um papel amalty Mecanica Quantica, ao
desempenhado na Fisica Classica pela segundaNawd®n, que relaciona, através de
uma equacao diferencial, forca e posicao de untécpkr. No contexto newtoniano, a
aplicacdo da segunda lei descortina o futuro esegup de uma particula ou mesmo de
um sistema de particulas. Analogamente, resoleguacao de Schrédinger conduz ao
conhecimento da evolugdo temporal e espacial daafale onda associada a uma
particula qualquer. No entanto, a func®nado permite, em conformidade com o
principio da incerteza, que se determine com gEecerbitraria qualquer grandeza
associada a particula. O estudo da funcéo de ond® veremos, € uma grande fonte
de informacdo estatistica.

Para que cheguemos a equacdo de Schrodinger, grtamie que facamos
algumas hipoteses. Primeiramente, analisaremosgspena particula ndo-relativistica,
Ou seja, suporemos que sdo validas as express@sicas do momento e da energia
cinética. Além disso, exigiremos que a equacaolggjar, ou seja, que s#; e W, sdo
solucdes, entda® = a.W; + a.W, também é solucdo. Nesse caso, permite-se uma
superposicdo de funcbes de onda que fornece umbcaggo para padroes de
interferéncia como os observados nos experimemd3agisson-Germer, por exemplo.
E de se esperar também que a funcdo de onda seje-cbmportada”
matematicamente, ou seja, ndo apresente um commemta descontinuo [Krane,
1983]. Por fim, como lidamos com ondas, também éomazoavel buscar uma

! Como mostrou o préprio Schrédinger, sua formulag&quivalente aquela contida na mecanica das
matrizes. Essa concluséo p&e em evidéncia a inmuistélos esforcos tedricos dos pioneiros dos quanta
Doravante, ater-nos-emos exclusivamente a equagaodh.



equacao que forneca solugées com componentes aenaiapazes de fazer emergir um
“carater ondulatério”.

Esquecamos as dimensdes y e z e pensemos aperdimersao X e na
dimensdo temporal t. Com base em todas essas emggids (e mais algumas que
veremos depois), pode ser postulada a seguintg¢&uod#erencial:

—h* 0*W(x,1)
2m  0xX?

oW (x,1)

+V(X, )W(x, 1) =ik (5.1)

sendoi = h/277 ma massa da particula, V(x,t) a energia potericéataiz de -1 &(x,t)
a desejada funcéo de onda. A equacdo mostra qoeheadmento de V(x,t) € o ponto
crucial: a partir dele, recorremos a (5.1) paraohtfuncdo de onda, da mesma forma
gue na mecanica classica precisavamos conhecegaadrercida sobre a particula para
que fosse determinada sua posi¢cao em todos 0s rusnen

Se supusermos que a funcéo de onda tem uma dependé tipo:

W(x,1) = W(x).¢1) (5.2)

e que a energia potencial depende apenag, dmode-se mostrar qug(t) devera
obedecer, a partir de (5.1), a uma equacao de ipaimelem do tipo:

|LM:
2t dt

Caq(t) (5.3)
sendo C um valor a determinar. A equagéo tem caitugdo fungdes do tipo:

@t) = exp(-2iCt/h) (5.4)
A equacao (5.4) revela que a func@p) apresenta uma dependéncia simples com

relacdo ao tempo. Falta ainda determipér), o que fazemos através da equacdo de
Schrédinger independente do tempo:

—1? d2y(x)
2m d¥

+V(X)W(x) =EY(x) (5.5)

sendo E a energia total da particula (cinética Z2nv potencial). E possivel mostrar
ainda que a constante C de (5.3) e (5.4) devaisempente igual a E.

A suposicéao feita em (5.2) é muito usual na regsaude equacdes diferenciais
parciais, de modo que, nos exemplos que discutseommcentrar-nos-emos na solucao
de (5.5), e ndo de (5.1). Com isso, trabalharemos ambiente dotado de maior
simplicidade matemética.

Podemos afirmar que a primeira etapa de analisespmnde basicamente ao
trabalho de “quantificar” V(x). O préoximo passo, obtencdo dey, é puramente
matematico. Resta a questao final: como interpretasultado obtido?

Max Born, em 1926, propds uma interpretacdo dadod¢ que ganhou ampla
aceitacdo no meio cientifico e é da maior relevdaté os dias de hoje. Basicamente,
ele afirmou que [Eisberg, 1961]:



Num instante t qualquer, a probabilidade de queegticula associada a funcao
de onda¥(x,t) esteja numa posicéo qualquer entre x e x+ dx € geala

P(x,)dx =¥ (x,))®P(x,t)dx = B(x,t)fdx (5.6)

Eis uma visdo das ondas associadas a uma partjgelanum primeiro momento, é
sobremaneira perturbadora: o0 médulo ao quadradimrdz@o WY € uma densidade de
probabilidade relacionada a posicdo de uma paaticul

Uma vez que se assume que o médulo ao quadradbé&lema densidade de
probabilidade, ele deve obedecer a condi¢cao usual

j_‘:|w(x,t)|2dx= 1 (5.7)

Como @(t) tem maodulo unitario (¢ uma exponencial compjexe caso da equacao
independente do tempo, a condi¢do se reduz a

[ Jweofdx=1 (5.8)

como indica (5.2). Ja temos uma primeira condigdoesnossa funcéo de onda.
Suponhamos agora que estejamos lidando com a &muadependente do

tempo e queiramos conhecer a probabilidade de té&cydar estar localizada entre as

posicdes X = xe X = %. Pela prépria definicdo de densidade de probaiédteremos:

p(x) = WX)P = P (a< x<x9) = [ Jw(x)[" dx (5.9)
Se quisermos conhecer a posicdo meédia da partiadts fazer:
E[x] = j"; X.p(X)dx=> j_";x|qJ(x)|2 dx (5.10)

Paremos para refletir um pouco, apds tantos sestgt Buscamos obter uma
equacdo que descrevesse adequadamente o caratdat@mu associado a uma
particula qualquer. Construimos essa equacao éntemmos por chegar também a uma
interpretacdo estatistica muito forte para a furd@i@nda obtida, interpretacdo, alias,
crucial dentro da “visdo de mundo” quéntica. Ereésante notar o que nos fornece a
equacéao de Schrodinger: podemos conhecer, em tstdate de tempo, a densidade de
probabilidade relacionada a localizagdo de umaqodat (e poderiamos deduzir também
a densidade de outra grandeza, como 0 momenta)liné@o temos mais, como na
Fisica Classica um conhecimento completo e detéstitio, mas sim um conhecimento
de natureza randémica. Comprovacfes experimeragipivisdes obtidas a partir de
(5.1) podem envolver, por exemplo, multiplas reglies de um experimento, que
conduziriam, em tese, a uma distribuicdo de redodtacomparavel ao modulo ao
quadrado da fungao de onda.

Uma lei fundamentalmente estatistica, uma visaubaiilistica de mundo.
Einstein jamais se sentiu a vontade com essa &iiyagmo atesta a célebre frase “Deus
nao joga dados”. O grande fisico acreditava quisiagFQuantica era apenas uma teoria
de transicdo, um modelo que seria suplantado partaaria mais completa em que néo




haveria lugar para as indesejaveis restricbesigftat ao conhecimento do mundo
[Pais, 1995]. Tal teoria, até agora, € apenas lcsda alguns.

5.2 — Aplicacbes da Equacado de Schrodinger

Apoés esta discussao introdutéria, passemos aagfbicda equacédo a algumas
situacoes representativas.

5.2.1 — A Particula Livre

O primeiro desafio é obtap(x) para uma “particula livre”, ou seja, alheia a
influéncia de forcas externas (F=0) . Como temwsyuma dimensao:

F = -dV(x)/dt (5.11)

devemos ter V(x) = constante. Podemos entao fazer:

V(x) =0 (5.12)
0 gque nos leva, a partir de (5.5) a:

AW AP _ o

o e EQ(X)= > kY (X) (5.13)

sendo k= 2mE/h % A solucdo geral para (5.13) é do tipo:
Y(x) = A.sen(kx) + B.cos(kx) (5.14)

uma onda senoidal pura. A energia, de (5.13), vale:

h’k?
2m
Como nao ha restricdes para o valor de k, a enex@d € quantizada. Como
V(x) = 0, E é simplesmente a energia cinética. isiad classica, a relacdo entre energia
cinética e momento linear é simplesmenge=B/2m, o0 que nos permite inferir que o
momento linear da particula sera:

(5.15)

p=hk=—"=" (5.16)

Ora, isso é o que esperavamos a luz da proposta Beoglie! Nao obstante, surge um
problema: como aplicar (5.8) a (5.14)? A integrab rpode ser determinada, 0 que
significa que perde o sentido a prépria idéia dematizacdd. Esse impasse
desapareceria se supuséssemos a superposicacagefre@iéncias, que produziria um
pacote de onda como o mostrado na Fig. 4.8 doutajiterior.

% De certa maneira, a suposicéo de que a partidideeéos conduziu a uma solucdo em que 0 momento
€ bem-determinado e a posicao é totalmente ing@taha potenciais que a restrinjam).
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Figura 4.8 (Reproduzida neste capitulo por singidide)
5.2.2 — O Poco de Potencial Infinito
Voltemo-nos agora para um caso mais interessamte:uma particula confinada

em um poco de potencial com paredes de “alturaiitaf A Fig. 5.1 traz um diagrama
esquematico:

Y tende a infinito % tende a infinito
A A

e
w=0 #=L "

Figura 5.1: Poco de Potencial Infinito
Temos, portanto:
V(X)=0,paraG& x<LeV(X) - o, para x0ex=L (5.17)

Pela altura infinita dos “muros”, podemos afirmaegqndo ha nenhuma chance de a
particula estar fora do poco entre x = 0 e X = §sif,

P(x) =0, parax0ex=L (5.18)

Dentro do poco, temos V(x) = 0 e a mesma solughoado da particula livre,
vide equacdes (5.14) e (5.15). No entanto, temganas condicbes a aplicar. A
primeira € que a funcap(x) seja nula nos limites do poco, para evitar desouidades
em relagcéo a (5.18). Dessa maneira, temos de iagpoondigdes [Krane, 1983]



Y(0) = A.sen(0) + B.cos(0) =B =0 (5.19)

P(L) = A.sen(kL) + B.cos(kL) =0 (5.20)
Aplicando a condicao B = 0, obtida em (5.19), 2@%.chegamos a
A.sen (kL) =0 (5.21)
Para fugir de uma solugéo trivial, resta-nos fazer:
sen(kL) =0 (5.22)

Portanto, temos que kL deve assumir os valgre®m, 3t e assim por diante.
Matematicamente

KL=nmn=1,2,3, .. (5.23)
O que temos em (5.23)? Basicamente, que a sotia&cgdquacao de Schrodinger

para um poco infinito nos fornece uma série de &gnestacionarias de de Broglie”,
cujos comprimentos de onda devem obedecer a relagédo

A=2L/n,n=1,2,3, .. (5.24)

Ha, portanto, uma curiosa analogia enjire, por exemplo, as ondas produzidas pela
corda de um violdo. Interessante, sem davida!
A partir de (5.23) e de (5.15), obtemos:

n’k* _n*mn?

E= =
2m 2mlL

(5.25)

Neste caso, a energia é quantizada, ou seja, ®inpselr assumidos valores de energia
pertencentes a um repertorio discreto [Ohanian5]J19%omo a energia € puramente
cinética,_ha um conjunto discreto de velocidademielas para a particula (no entanto,
cada velocidade pode ter ambos sentidos, 0 qua aiadtém uma incerteza)! Isso quer
dizer que nossa particula confinada ndo pode semoown uma velocidade qualquer, o
que ndo tem paralelo no mundo classico. O niumedatopo n indica, por assim dizer,
em gue estado estacionario esta a particula. @ceestan n = 1 € chamado dstado
fundamenta(ground stat® e os demais s@stados excitados (excited states)

Ja fizemos bastante, mas ainda falta determineonstante A. Para tanto,
facamos uso da condicao (5.8):

I:o|m(X)|2 dx=1:>A2J'OL serf(nTT[ xj d= A=\/% (5.26)

% Note o leitor que o valor nulo e valores negatis@s desprezados.



Finalmente, temos a solucao definitiva:

(5.27)

xj,Osst

2 r( Tt
L L
obtemos as fungfes e |p(X)|

W(x) =

’ mostradas na Fig. 5.2.
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Para n = 2, temos:
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Para n = 3, temos:
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Alguns aspectos muito interessantes merecem nésseaa. Vemos nitidamente nos
graficos que as func¢des de onda séo “ondas eséaicish) como j& antecipara a andlise
matematica previamente empreendida. Vemos também pmra cada estado de
energia, hd uma configuracéo probabilistica dstiatque também n&o é surpreendente.
Algo interessante pode ser visto nas duas Ultifitasas. Na Fig. 5.3, por

exemplo, vemos que a probabilidade de a particslar eem uma vizinhanca
infinitesimal de x = 0.5 € nula. No entanto, ela t@ma probabilidade ndo-nula de estar
nas regioes x < 0,5 e x > 0,5. Ora, somos obrigadmseitar que, de certa maneira, ela
“pode transitar” entre as duas regides sem jansé@ em uma vizinhanca infinitesimal
de x = 0.5! [Krane, 1983] Isso parece muito estoaniias precisamos nos lembrar que a
estranheza do mundo guantico decorre da naturegassa intuicdo, moldada segundo
a concepcdo classica de particula.

5.3 — O Efeito Tunel

Algumas vezes, ouvimos falar que a Fisica Quargrex€ que as particulas
podem se comportar como fantasmas, atravessancirgsade potencial” mais altas do
gue sua propria energia. A classica analogia € woa pessoa que corre contra uma
parede e, miraculosamente, consegue atravess@4$ta Necdo, procuraremos discutir
de maneira mais formal esse curioso cenario, quelagona com o denominaéfeito
tunel

Até agora, supusemos que a fungdo V(x) era iafioit nula. Apesar disso, em
muitos casos de interesse, devemos considerar Spaefencdo tem a forma de uma
“barreira”, como mostra a Fig. 5.5.

Energia
9

vk = =2

Sentido de Incidénciada Efp = = — — =4+ — = — = -

FParticula-Onda :

Figura 5.5: Barreira Finita de Potencial

Na figura, E é a energia da particula e V a engrgiancial da barreiraentre x =a e x =
b. Como vemos, a particula ndo tem energia sufecigara romper a barreira e chegar a
regiao x > b.

Porém, se resolvermos a equacéo de SchrédingeMg&y como na Fig. 5.5, é
possivel mostrar que_ha uma probabilidade ndodrula particula, mesmo com E <V,
estar na regiao x > b. Novamente, temos uma rupturao mundo classico, onde isso
ndo poderia acontecer em hipétese alguma. Como pode particula com energia
menor que V ultrapassar a barreira? Ora, todand&ira esta justamente no emprego do
conceito de “particula”. Caso pensemos em uma andaisa nao € tao estranha assim,
como tentaremos mostrar adiante.




A probabilidade de uma particula onda com endggidtrapassar a barreira é
dada, aproximadamente, por [Halliday e Resnick4]f99

T = exp(-2KL) (5.28)

sendo L a largura da barreira (L = b-a) e

K:/@ﬂ%¥;@ (5.29)

Podemos fazer uma analogia entre T e o coeficidatéransmissdo de uma “onda
classica” que incide sobre um meio qualquer. Esstogia condiz exatamente com a
abordagem da mecanica ondulatéria, para a quatiaya nada mais é que um pacote
de ondas que incide sobre uma barreira e podgmnostser transmitido.

Percebemos que é tdo mais facil “tunelar” por baraeira quanto menor for a
diferenca de energia V — E e a largura L, 0o queagtante intuitivo. Resta entdo
perguntar: a Fisica Quantica burlou a conservagdengrgia? Uma resposta bastante
engenhosa pode ser dada com base na segunda agag&erteza estudada no capitulo
4, a saber:

AEAt=h (4.11)

Assim, é possivel, no efeito tunel, que se burleoaservacdo da energia por uma
guantidadeAE =V — E, desde que o tempo decorrido nesta tragsg§io ndo exceda o
intervaloAt esperado de (4.11) [Halliday e Resnick, 1994].tEqmos simples, mesmo
a nocao de conservacao da energia esta sujeitdetsriminacdes de Heisenberg.

Para que n&o nos sintamos completamente perdekse movo mundo, vale
lembrar que o efeito tanel ocorre também para ordasnosas. Analisemos o
experimento descrito na Fig. 5.6.
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Figura 5.6: “Efeito Tunel” em Ondas Classicas

Temos um prisma de vidro imerso no ar. No prim&aso, um raio incidente na
interface vidro-ar sofre reflexdo total, ou sejada é transmitido pela interface.
Entretanto, quando um segundo prisma de vidro @éapado, fazendo com quegap
entre as duas interfaces vidro-ar seja pequenap entonfiguracdo de reflexao total é
destruida, havendo a transmissdo de uma parcelazdpela interface do primeiro
prisma, ao contrario do que ocorria antes. [HalliddResnick, 1994, Krane, 1983] Isso

4 A aproximac&o é sélida para pequenos valores de T.



guer dizer que, quando se impds uma barrgap) (finita, houve um coeficiente de
transmissao nao-nulo. Parece-nos estranho, poisst@mimpressao que o raio, de
alguma forma, “percebe” se podera ou ndo atravessarreira, como que sentindo a
presenca do prisma. Na realidade, uma andlise gaac&es do eletromagnetismo
explicam o ocorrido sem sobressaltos.

Halliday e Resnick [Halliday e Resnick, 1994] siege um experimento simples
para verificar a ocorréncia de tunelamento em owtfssicas. O que eles propdem é
que se incline um copo cheio de agua até que os d& luz que chegam aos nossos
olhos sejam provenientes de reflexao total naslpardo copo. Nesta situacao, veremos
a parede prateada. Devemos entdo umedecer um dagertd-lo contra a parede do
copo, pelo lado de fora. Neste caso, iremos vemfrgoo fundo prateado, nossas
impressdes digitais, com as regides de ranhurado dinda prateadas. Isto quer dizer
que vemos as regides do dedo que estavam mais jmarede do copo (mergap),
enquanto as regides mais distantes (ranhuras)iegmueum gap ainda muito grande,
permanecem invisiveis.

O efeito tunel tem muitas aplicacbes praticas,trdeas quais destacamos o
microscoépio de tunelamento de varrederadiodo tinel
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