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Introducao a Analise Estrutural de Materiais Compdsitos —
Parte Il

1. Andlise de um laminado: hipdteses;

2. Analise de um laminado: formulacao.
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1. Andlise de um laminado: hipoteses

O laminado consiste de l|aminas perfeitamente coladas (ou seja, ndo ha
deslizamento relativo entre as laminas ou descolamento das laminas);

O material de cada camada (lamina) pode ser considerado homogéneo, ortétropo
e transversalmente isotropo;

A camada de resina usada para unir as laminas é infinitesimalmente fina e nao
deformavel por cisalhamento de forma que os deslocamentos sao continuos
através das laminas;

O laminado é delgado (ou seja, H/L < 1, onde H é a espessura total do
laminado e L é um comprimento caracteristico do mesmo);

O laminado nao esta sujeito a carregamentos transversais (ou seja, g, = 0, tanto
para o laminado quanto para cada uma de suas camadas);

Uma linha originalmente reta e ortogonal a superficie de referéncia permanece
reta e ortogonal a essa superficie quando o laminado é estendido e fletido;
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7. Os segmentos normais a superficie de referéncia sdo considerados inextensiveis
(ou seja, £, = 0 em todos os pontos do laminado);

8. Considera-se vdlida a hipotese de linearidade geométrica (pequenos
deslocamentos, pequenas rotacdes e pequenas deformacdes);

9. As relacdes tensao-deformacao de cada camada (lamina) do laminado sao
lineares;

10. O laminado é simétrico em relacao ao plano de meia-espessura.
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2. Andlise de um laminado: formulag¢do

Plano Oxy: plano de meia
espessura do laminado = plano

, —

07/12/2023

ou superficie de referéncia.
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Sejam P, A e B pontos pertencentes ao plano de meia espessura do laminado na
configuracao inicial (ndo deformada) do mesmo, tais que:

P = (xp,yp,0) A= (x4,¥4,0) = B = (xp,y5,0) =
= (xp + dx, yp,0) = (xp,yp +dy,0)

Seja também o ponto Q de coordenadas: Q = (xQ,yQ,zQ) = (xp,yp,dz)
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Desta forma, resultam:

(A—P) =(dx,0,0) (B—P)=1(0,dy,0) (Q—-P)=1(0,0,dz)

Como disposto na hipdtese (6), vemos que o elemento linear (Q — P) é, de fato,
ortogonal ao plano de meia espessura na configuracao de referéncia:

(Q-P)-(A—P)=0 Q@-P)-(B-P)=0

Apds a deformacgao, os pontos P,A,B e Q assumem novas posi¢cdes no espago e suas
coordenadas passam a ser dadas por:
/
P" = (xp + up,yp + vp,wp)

A = (xg +uy,ys+v4,wy) = (Xp +dx+uy, yp + v4,Wy)

B' = (xg + ug,yg + vg,wg) = (xp + ug,yp + dy + vg,wg)

Q, = (XQ + Up, Yo + Vg, Zg + WQ) = (Xp + Ug,Yp + vQ,dZ + WQ)
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Desta forma, resultam:
(A'=P") =(dx+uy —up, vy — Vp,Ws —Wp)
(B"=P') = (ug —up,dy + vg — vp,wg — wp)
(Q"—P") = (ug —up,vg — vp,dz + wy — wp)
Porém, da expansdo em série de Taylor de fung¢des de vdrias varidveis, podemos

considerar que sao validas as seguintes aproximacdes (desde que se tomem pontos
relativamente préximos uns dos outros):

ou ou ou
uAEup+adx uBEup+@dy uQEuP'l'EdZ

v v ov
VAEVP‘FadX UBEUP"l'@dy vQEvp+Edz
WAEWP'l'_ade W = w +6—Wd Wy = w +6—Wdz

Ox B P 6yy Q PT o
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Combinando as relacdes indicadas no slide anterior, temos:
@ —-p=d +6ud avd awd B 1+0u v ow P
A\ T M e ) T ox "ox ox |
(B — P") = Ju o g +0vd awd au 1+0v ow p
p aud avd p +6Wd Ju Jdv 14 ow P
@ -P)= “ L8z T 5, ¥ 0z 0z’ 9z |

"0z

Retomando a hipdtese (6) segundo a qual “.. uma linha originalmente reta e
ortogonal a superficie de referéncia permanece reta e ortogonal a essa superficie

quando o laminado é estendido e fletido”, teremos.

(/ P’) (A, P’)—()@ Ju 6v1+6w 1+ Ju 0v dw
¢ B 0z’ 0z’ 0z dx '0x’ ox

(Q'—P)-(B'—P') =0 & Ju av1+aw ou ov ow _ 0
¢ B 0z’ 0z’ 0z -
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Fazendo os dois produtos escalares e desprezando os infinitésimos de ordem
superior (vide hipdtese (8), de linearidade geométrica), vira:

ou v ow du dv ow au ow
ou oy, w), _o & =0
(az’az'1+ az) <1+6x '6x'6x> 0 o " ox

ou 0v ow ou ov ow Jov Jdw
<E,£,1+E> <@,1 ) 0 +—=0

ay’ dy

Considerando que w = w(x, y), o que é equivalente a admitir que e, = dw/dz =0

para todo o laminado, teremos, ap6ds a integracao das relagdes acima com relacao a z:

B ow(x,y)
u(x,y,z) - uO(x:y) A ax

ow(x,y)

v(x,y,z) — vO(x:y) - ZT
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Onde, nas relagdes anteriores, as fungdes uy(x,y) e vy(x,y) correspondem aos
deslocamentos (nas dire¢des x e y) dos pontos do laminado (independentemente
de sua posicio z). Como veremos, tais deslocamentos estardo associados aos
esforcos de membrana Ny, N,, e Ny, = N,,, atuantes no laminado.

Considerando novamente, a hipdtese de LG (hipdtese (8)), e utilizando as relacdes
deformagdes-deslocamentos, teremos para os alongamentos &y, €y, € Vyy:

ou  duy(x,y)  9%w(x,y)
= —Z

Ex =

dx dx dx2
_0v_ 0ve(x,y) 2w(x,y)
= dy 0y z dy?
ou ov dug(x,y) 0vy(x,y) d°w(x,y)
yxy = + = -+ — 27—
dy Ox dy dx d0x0y

07/12/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #23

11



Escola Politécnica da Universidade de Sédo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Na forma matricial: {e} = {eo} — 2z{x}

Onde:

{e}={&x & VYuoy}t

ouy, 0vy, Oug avo}t

0y — (¢ & Y t —
{°} ={&x0 Eyo Vxyo} {ax, 3y ay+ax

22w 0%w Ozw}t

= {K, Ky 2Ky} = 2
{}={xx Ky xy} {axz' 3y?’ 9x0y
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Relagées Tensdo-Deformacgdo:

Como visto na aula anterior, as relagbes entre o campo de tensdes planas (o, 0y € Tyy)
e as componentes de deformacdo no plano (&, €, € Yyxy), para laminas
transversalmente isdtropas, sao dadas por:

Ox §11 §12 §16 Ex
TUy = 821 gzz 826 ]fy
xy Q1 Qo2 U >
Ou, na forma matricial: {0} = [6]{5}
Oy B ?11 ?12 ?16 Ex
{o} = TJy [Q] = 821 gzz 826 le} = ySy
> Qe1 Csz U ~
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{0} =[]t} —> {0} = [Q){eo} - z[Q]{x}
(e} = (g0} — 2{x}

Utilizando o subscrito ‘X’ para lembrar que as componentes de tensdes (e de
deformacdes) se referem a base b’ = (§x, §y, 52), e o subscrito ‘k” para lembrar que
as tensoes, deformacgdes e as constantes da matriz [Q] se referem a k-ésima lamina,

teremos:

{J}x,k = [E]x’k{go}x - Z[E]x,k{‘(}x
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Distribuicéo de tensées em um laminado simétrico:

Seja o laminado simétrico definido por:

[64,hy /0y hy ) o 18, hyls = [01, hy /00y By | o 18y, Ay / O, Ay /o] B2, hy 1 01, Byl

[ERCHN)
6,,h
H/Z ( 2 2)
(On, hn) R
(9N+1: hy+1) =(0N; hN) X
H/z e
(O2n—1, hon—1) = (03, h3)
v | (Ban,hon) = (61, h4)
Laminado simétrico definido por 2N Idminas,
\

V4 definidas pelo material, orientagdo (Gngulo

de laminagdo) e espessura.
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Como vimos, a distribuicao de tensdes em cada lamina é:

{G}x,k = [E]x,k{go}x - Z[E]x,k{‘(}x

Deve-se observar que:
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Tanto {&y}, quanto {x}, sdo constantes ao longo da espessura do laminado,
sendo os mesmos para todas as [daminas que o compoem (dai ndo ser utilizado o
subscrito ‘4’ para estes vetores);

As deformacdes variam de forma continua e linear ao longo da coordenada z,
conforme indicam as relacdes dadas no slide #12;

As tensoes, contudo, podem ser descontinuas quando passamos de uma lamina
para a lamina seguinte (ou seja, ha saltos de tensdes nas interfaces), devido as

diferentes propriedades eldsticas de cada lamina (diferentes matrizes [Q]xk,

decorrentes da mudanca do angulo de orientacao, das propriedades das fibras e
da matriz de cada lamina, ou mesmo do teor de fibras de cada lamina).
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De posse da distribuicdo de tensdes em cada lamina, podemos determinar os
esforcos solicitantes no laminado (todos por unidade de comprimento), a
semelhanca do que foi estudado na teoria de placas. Assim, definimos os esforcos de

membrana Ny, N, e Ny, = N,,, como:
H/2
_ :; For¢a de membrana (devida a g,,) por unidade de
Ny = J Oxdz comprimento do laminado na direcdo y.
—H/2
H/2
_ : Forca de membrana (devida a ay,) por unidade de
Ny = J aydz comprimento do laminado na direc3o x.
~H/2
& F d b (devid ) idad
B orga de membrana (devida a 7,,,) por unidade
Ny = f Txydz : de comprimento do laminado na direcao y.
—H/2
H/2
_ : Forca de membrana (devida a 7,,,) por unidade
Nyx = J Tyxdz de comprimento do laminado na direc3o x.
~H/2
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De forma analoga, definimos os momentos fletores (M,, e M,,) e os momentos de torgdo
(M, e My, ) atuantes no laminado como:
H/2 Momento fletor (devido a o), que flete o laminado em

M, = f 0,zdz I:> torno da direcao y, e expresso em unidades de momento
_H/2 por unidade de comprimento do laminado na direcdo y.

H/2 Momento fletor (devido a g;,), que flete o laminado em

M, = j oyzdz :> torno da direcdo x, e expresso em unidades de momento
—-H/2 por unidade de comprimento do laminado na direcdo x.

H/2 . .
[ Momento torgor (devido a 7,,,), que torce o laminado em

M,, = j TyxZdz :> torno da direcao y, e expresso em unidades de momento

—H/2 por unidade de comprimento do laminado na direcao x.
H/2 . :
Momento torgor (devido a 7, ), que torce o laminado em
Myy = — j TyyZzdz :> torno da direcdo x, e expresso em unidades de momento

—H/2 por unidade de comprimento do laminado na diregao y.
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Naturalmente, todos estes esforcos solicitantes também podem ser expressos da seguinte
forma (ja utilizando a forma matricial para simplificar):

Nx 2N Zk ( Oy i Mx 2N Zk Ox k
Ny } = z Oyk ¢dz M, ¢ = Oyk v zdz
-
H/?2
\ N
‘ X
Zye_
H/z k—1
Zy (k-ésima Idmina)
\
7 \'4
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Utilizando a notagdo matricial, podemos criar os vetores coluna {N}, e {M},
gue fornecem os seis esforcos solicitantes ja descritos. Assim:

N, M,
{N}x = NZV {M}x = My
ny Myx

Deve-se observar que o subscrito ‘x’ utilizado nos vetores {N}, e {M}, indica que os
esforcos solicitantes sdo referentes ao sistema de coordenadas Oxy.

Utilizando, agora, as definicOes e relacdes vistas nos slides #16 e #21, teremos:

2N Zk
{N}, = Z f {[a]x'k{go}x N Z[E]x,k{K}x} dz
k=1 zp_4

2N Zk
{M}, = Z f {Z[E]x'k{go}x -z’ [a]x,k{K}x} dz
k=1

- Zk—-1
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2N [ Zk Zk
{N}, = -Q-x,k {eo}x jdz_{K}x jZdZ‘

Zk-1 Zk-1

—

(M}, = ,2[5]""‘ :{eo}x j zdz — (i}, f 72dz

(N}, = Z[Q] [{eo}x(zk )~ (1 Z" 1)]

—

2

2N B 3 .3
3= ) [al,,, [{eo}x G si) g, 32"‘1)]
k=1
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Podemos, por fim, definir as matrizes [A], [B] e [D], todas 3x3, dadas por:

2N 2N
[A] = z(zk - Zk—1)[6]x,k = z hi [a]xk
k=1 k=1

2N 2N

2 2
(Zk — Zk—l) — =
[B] = - y LG == maal,,
k=1 k=1
2N |, 5 3 2N 3
(Zk _Zk—l) — _ hic\ (=
o= -3 IR, =) (e + ) ),
k=1 k=1
Onde: hy, = z;, — Zj_1 (espessura da k-ésima lamina)
7 = (2 +22k_1) (cota da superficie média da k-ésima lamina)
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Desta forma, resulta, na forma abreviada:
lon) =l )

Ou na forma estendida:

( Nx [A11 A1z A1 Bi1 Biz Bie] [ Ex0
Ny A1 Ayy Aze By1 Bz Bag|| &y

) ny , — Ag1 Aez Aes Bo1 Bez Bee ) Vxy,0 \
M, Bi1 Biz Big D11 Diz Dig|| X«
My By1 Byz Bisg Dz Dy Dag Ky

M, ) Bgi Bsz Bge Dei Doz Degl \*xv
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Observacoes:

1.

07/12/2023

Como as matrizes [a]xk (de cada lamina) sdo simétricas, as matrizes [A],[B] e [D]
também s3do simétricas;

Como a matriz [A] depende apenas das espessuras de cada ldmina e das matrizes
[a]xk (também de cada ldmina), conclui-se que a matriz [A] independe da ordem em
gue as laminas estao dispostas no laminado;

Como as matrizes [B] e [D] dependem das cotas Z, de cada ldmina, a ordem em que
as laminas estao dispostas no laminado interfere nos valores dos elementos destas
matrizes;

A matriz [A] é a matriz de rigidez do laminado no que tange aos esforcos de membrana
e deformacdes no plano médio;

A matriz [B] é denominada matriz de acoplamento entre os esforcos de membrana no
laminado e as curvaturas no plano médio do mesmo, ou ainda, entre os momentos
atuantes no laminado e as deformacdes médias do mesmo;

A matriz [D] é a matriz de rigidez do laminado no que tange a flexo-torgao,
relacionando os momentos atuantes no laminado com as curvaturas no plano médio
do mesmo.
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Se quisermos determinar as deformacoes e curvaturas, uma vez fornecidos os
esforcos solicitantes no laminado, é preciso inverter a relacao antes obtida:

od=l5 ol

<

{{eo}x} _ [[A] [B]]‘1 {{N}x}

{xhJ) LBl [DIl UM},

{{{?}}f } - [[[ba]]t {3“ {%j
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Observacoes:

1. Para se calcular as matrizes [a], [b] e [d] é preciso inverter a matriz 6x6 formada
pelas sub-matrizes [4], [B] e [D] completa;

2. Emgeral: [a] = [A]7%, [b] = [B] Y e[d] # [D]7%;

3. Paralaminados em que a matriz de acoplamento [B] é nula (ndo ha acoplamento),

07/12/2023

entao valem as relagdes:
[a] = [A]7%, [b] = [0] e [d] = [D]™*
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