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Instrucdes gerais

1. As respostas deverao ser entregues até o dia 15/12/2023.

2. Todas as respostas deverdao ser acompanhadas por justificativas e deta-
lhamentos matematicos cabiveis. A falta de justificativas implicara na
nao integralidade da questao.

3. A prova pode ser feita com consulta a livros, artigos, notas de aula e
materiais adicionais, porém as respostas sao individuais.

1) Abordagem linear para poténcia, eficiéncia e
dissipacao. (2,5)

Conforme vimos em sala de aula, sistemas descritos por equacao de Fokker-
Planck ou equacao mestra (nas proximidades do equilibrio) apresentam uma
forma biquadrética para a poténcia, eficiéncia e dissipagao, quando expres-
sas em termos das forcas termodinamica. Mais especificamente dadas as
expressdes oo = —(W, + W1)/T, onde W, = =T (L1 X1 Xz + Loy X3) e Wy =
—T(L12X1X> + L1X}), obtém-se o = L1 X; + (Li2 + La)X1Xo + Ly X5.
Supondo X; fixo nos itens a seguir,

(a) Encontre a expressao Xj,,s em que a dissipa¢ao € minima, somente em
fungao de L;;’s e X».

(b) Considerando P = Wy, encontre X;yp em que P é maxima. Encontre
P up, somente em fungdo de L;;’s e X».

(¢c) Sendo np = —P/Wz, encontre nyp € 0 yp, somente em fungdo de L;;’s e
X,.

(d) Encontre X1)r em que 7 € maxima, somente em fungdo de L;;’s e X»,
bem como 1ye, Pue € O ume.



(e) Mostre que
_ Pyp
2Pyp — Pyue

Em seguida, obtenha as quantidades acima no regime ideal de operagao.
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(f) Mostre que quando Lj; = L,;, obtém-se mais duas relagdes entre as
quantidades optimizadas:
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2) Poténcia e eficiéncia para um sistema de duas
particulas brownianas interagentes (2,5)

Considere um sistema formado por duas particulas brownianas interagentes
de massas iguais m, cada sujeita a uma forca externa e estando em contato
com um reservatorio de temperatura 7;, i = {1,2}. Suas posicoes e veloci-
dades, x; and v;, evoluem de acordo com as equagdes abaixo

% = #FT(XI’XZ) + %Fl(f) —yvi + &1(0)
jd— = LFj(x1,00) + LE2(0) — yva + () 5
& =y,

onde F(xy, x2) = —0Vi(x1, x2)/0x;, F (1) = X; cos(wt) e Fa(t) = X, cos(wt)
e
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(a) Considere m = 1. Em sua P1, a poténcia instantanea associada a particula
i, dada por W; = —Fi(f) (v;) () e média (temporal) dada por

5,"j6(t — t/)

w

_ 27/ w
T f Foo (ot )
27T 0

fora calculada. Em seguida, vocé encontrou W, e W, e mostrou que
podem ser escritas da seguinte forma W, =-Jifie Wo = =Jrf>, onde
fi = X;/T. Considerando T = T, = T, encontre os coeficientes de

Onsager Ly, L1, Ly e Ly; e mostrem que eles satisfazem as relagoes
de reciprocidade.



(b) Considere a eficiéncia n = —P/W,, onde P = W,. Faca graficos de
P e n versus X| para diferentes valores de interacao k. Compare seus
valores de P;p € ny e com 0s mesmos obtidos a partir da Q1, expressos
em termos dos coeficientes de Onsager.

(c) Obtenha a producdo de entropia calculada sob um ciclo o e mostre que
o >0.

(d) Obtenha a expressdo para Xj,,s em que o € minima e compare com o
valor Xi,,p em que = 0.

3) Abordagem sequencial para maquinas Brown-
ianas (caso overdamped)(3,0)

Conforme discutimos em sala de aula, um protétipo simplficado de maquina
térmica nanoscopica, consiste numa particula browniana em contato com
dois estagios, ambos de duracdo 7; e T — 1y, respectivamente, onde a cada
estagio, ela € colocada em contato com um reservatorio térmico e sujeita a
uma forga externa f;(¢) diferente. Em cada estagio, o sistema, descrito pela
equacao de Langevin

% = —ywvi + fit) + £i(0), (5)
com
(Gi(@®) =0, (6)
e
(G (1)) = 2yiTi0,:6(t — 1'). (7

tem equagdo equacdo de Fokker-Planck associada (discutida em sala de
aula)

OP; 0J; OP;
= —-—— — fi(t)—, 8
ot ov Ji®) ov ®)
where J; 1s the probability current
ikpT; OP;
Ji = —yivP; - AL 9
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(a) Mostre que, em cada estagio, a velocidade média (v;)(¢) e variancia
bi(t) = (v)(1) — (v;)*(r) tém equagdes dadas por

d
E("D(Z) = —yivi)(®) + fi(0), (10)



d
Ebi([) = =2ybi(t) + I, (11)
respectivamente, onde I'; = 2y;k,T;/m.

(b) Utilizando as condicdes de contorno apropriadas, o obtenha as expressoes
para (vi)(t) e {(vp)(t) para uma forca constante, isto €, fi(t) = X; e
fo(t) = X, para0 <t < 1) e 1) <t < T, respectivamente.

(c) Considerando o caso anterior (forca constante), obtenha o trabalho (poténcia)
em cada estagio

§.
Il

1 71
1 f DO fi (0, (12)
T Jo
1 T
Wy = - f (O (1)t (13)

(d) Compare suas expressoes com aquelas obtidas por meio das expressoes
abaixo para g () = g2(t) = 1
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(e) Faca graficos de P = Wz en = —?/Wl versus X, para diferentes
assimetrias k = 71 /(t — 1) supondor =1, X; =ley=m=1.

4) Linear thermodynamics of a quantum dot un-
der periodic drivings (4,0)

Um “quantum-dot” corresponde a um sistema simplificado no qual um nivel
de energia pode estar vazio ou ocupado por uma unica particula. Neste
caso, a energia vale €(¢). Ele estd em contato com um reservatorio térmico
a uma temperatura 7'(¢) e de particulas com potencial quimico u(t). As
taxas de transi¢ao associadas a ocupacao e desocupagio, Wiy e Wy, repro-
duzem a estatistica de Fermi-Dirac e sdo dadas por Wiy = I'y(r) e Wy =
I'(1 — y(¢)), respectivamente, sendo y(¢) a distribui¢ao de Fermi-Dirac y(¢) =
[1+exp((e(t) — u(1))/T(£))]"' e T descreve a interagio entre o “quantum-dot”



e o reservatorio. A matriz de transi¢ao W(r) pode entdo ser escrita como

W < [ "0 TA =) )

Iy -I'(1 =y@)

Suporemos de agora em diante que

1 1
m = FO + Frgr(o), (16)
u@) = po+ ToF,gu(2), (17)
c
€(t) = e + ToFcyege(t), (18)

onde Fr << 1 e F, << 1, de forma que podemos utilizar a aproximacao
linear discutida em sala de aula. As fungdes g.(¢) e gr(¢) correspondem aos
“drivings” na energia, temperatura e potencial quimico dados por g.(t) =
\/isin(a)t +¢) e gr(t) = \/Esin(wt), respectivamente € ¢ corresponde a
uma defasagem entre os “drivings na energia e temperatura. Adote, por
simplicidade, F, = 0.

(a) Considere primeiramente o caso “sem driving”, isto €, quando o sistema
estd em equilibrio termodindmico, com temperatura, potencial quimico
e energia dados por Ty, 1y € €. Encontre os autovalores e autovetores
da matriz de transicdo. Obtenha as probabilidades associadas ao caso
. . eq eq _ eq
de equilibrio p," e p;" = 1 = p,'.

(b) Encontre a contribui¢ao linear para a distribuicio de probabilidades
po(®) e p1(t) = 1 = po(?).

(c) Encontre as expressoes para os fluxos J¢ e Jr.

(d) Encontre a expressdao para a poténcia média Wd sobre um periodo 7~
dado por w = 2n1/T .

(e) Encontre a expressao para a produ¢do de entropia o sobre um periodo
7 e mostre que o > 0 .

(f) Obtenha os coeficientes de Onsager Lce, L7, L7 € L7 € mostre que
4L6,6LT,T - (Le,T + LT,E)Z > 0.



