SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

1. FLUXO E ORIENTACAO DE SUPERFICIES

Seja ' : U C R? — R? uma superficie parametrizada lisa e F (x,y,2)
um campo vetorial continuo definido em um dominio contendo a im-
agem de Im(T) = I(U). Supondo que F é o campo de velocidades
de um fluido e que N (x,y,z) é um campo normal unitario continuo

definido em cada ponto (x,y,2) € Im(I'), é natural definir o fluxo
através da superficie pela integral

oC

Para isto, porém, é necessario garantir a existéncia do campo N (x,y, z).

Definicao 1.1. Dizemos que a superficie S C R? é orientdvel se
existir um campo de vetores normal unitdrio e continuo N(x,y, 2)
definido para todo (x,y,z) € Im(I'). Um tal campo, caso exista

¢ denominado uma orientacao de S. (E claro que uma outra
orientagdo € entao dada por —N(x,y, 2)).

Date: December 5, 2023.


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir


alpereir



2 SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

Exemplo 1.2. O cilindro de raio a > 0, °> + y> = a?, pode ser
parametrizado por

x(u,v) = acosu
[': < ylu,v) =a senu
Z(u,v) =v, wue€l0,2r],vek.

X(u, V) = acos wi+a sen uf+vl§ e o produto vetorial fundamental
é dado por

X, (u,v) A X, (u,v) = (acosu,a senu,0),

||Xu(u7 U) A Xv(ua U)H =a # 0.

Definindo N(I'(u,v)) = ”%EZZ;Q%EZBH = (cosu, senu,0), obtemos

um campo normal unitdrio continuo definido no cilindro, ou seja,
uma orientacao no cilindro.

Observemos que I nao ¢é injetora: 1'(0,v) = I'(2m,v), mas isto
nao causa nenhum problema na definicao do campo, pois N(F(O, v)) =

N(T(2m,v)) = (1,0,0).

Em geral, se I' é superficie regular e )Zu(ul, vl)A)Zv(ul, V1) = XU(UQ, V9) A\
Xy (g, v9) sempre que I'(uy, v1) = ['(ug, v9), podemos definir um campo
vetorial unitario nos pontos (x,y, z) = I'(u,v) na Imagem de I' como

no exemplo [1.2] :
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SUPERFICIES PARAMETRIZADAS 3

N(F(u, ’U)) _ )fu(ua U) /\ ‘)SU(U’7 /U) )
[ X, v) A X (u, v)]
Uma superficie nao orientavel famosa ¢ a faixa de Moebius, esbocada
abaixo.

Exercicio 1.3. Parametrize a faixa de Moebius e verifique que

nao € possivel obter um campo vetorial normal unitario usando o
procedimento do exemplo [1.2.

x(r,0) = cosd +r sen(1/2 0)cosd
Solugao: I': S y(r,0) = senf+1r sen(1/2 0) senb
z(r,0) =rcosf, 0€l0,2n],re|-1/2,1/2].

2. INTEGRAL DE SUPERFICIE DE CAMPOS VETORIAIS

Definicao 2.1. Seja ' : U C R? — R? uma superficie parametrizada
lisa, orientada pelo campo de vetores normal unitdrio N(x,y, z).

e ﬁ(az,y, z) um campo vetorial continuo definido em um dominio
contendo a imagem de Im(I') = T'(U). Definimos entdao a integral

de superficie do campo vetorial F (x,y,z) sobre ' (ou fluxo através
da superficie '), pela integral

//Fﬁ.ﬁds—//U F(D(u,0) - N(T(w,0) |, A Xo(u,0)| dudo.
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4 SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

Observando que o campo de vetores normal unitario N(x,y, z) sat-

1sfaz

N7 )Z'u(u 'U)/\)?v(u ) N7 _ Xou(u0)AXy(u,0)
N{(w,v) = ot O VW v) = =2 S ol

expressao para a integral de superficie de F (x,y, z) sobre I' é dada por

[ Fwas == [| A £ X o) dudo

O sinal 4 ocorre caso a orientacao escolhida seja no sentido do vetor
Xu(u, v) A Xy(u,v) e osinal —, se a orientacao escolhida seja a oposta.

Exemplos 2.2. (Ez. 4 da lista 5)
Calcule a integral de superficie // F-idS para cada um dos
S

campos de vetores F e superficies orientadas S indicadas abaizxo.
Em outras palavras, calcule o fluxo de F' através de S.

(a) ﬁ(:f;, y,z) = 2y 7 — 3ay’ 7+ 43k e S € a parte do paraboldide
z=9—2>—4? com z >0, orientada de modo que a normal no
ponto (0,0,9) é k;

b) Flz,y,2) = 27+ yT+ 2k e S é a esfera 2° + y> + 22 = 9
( Y, yJ y :
orientada pela normal exterior.

2.1. Notacao de formas.
Suponhamos que ﬁ(x, y,z) = P(x,y, 2)7
e X(u,v) = x(u, v) + y(u,v)) + z(u, v)k.
Entao temos

Qz,y, 2)7+ R(z,y, 2)k

it Oy, z)-  O(z,x)- Oz,y)
SAK, = o by oo |2 0W2)r, 0z a)e Oy);
: Qu Gu Gu a(u,v)2+@(u,v)]+8(u,v) ’

gy 0z
Oov Ov Ov
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onde usamos as notacoes:

Oy z) _ %% (9(2756):‘%%% 3(x,y):‘§—§ G—Z‘
Ou,v) | g 5 [70wv) |5 5[ 0wv) |5 3

Temos entao

//ﬁ-]\?dé’—i// F(T(u,v) - Xy A Xp(u,v)dudv
r U

= U, v oy, ) U, v 0z, 2) U, v v
~ & [ PO0) G+ QU ) T+ QU 0)

e usamos a notacao

//de/\dz—l—@dz/\d:chRde’/\dy
r
para indicar a integral de superficie de F sobre I,

Exemplo 2.3. Calcular // —xdy Ndz —ydz ANdx + 22 dx A dy
S

sendo S a parte do cone z = /x> + y? entre os planos z = 1 e
z = 2, orientada de modo que sua normal N satisfaca n -k < 0.
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