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(Note a influência da 
força norma na força 
cortante!)
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• Para material elástico-linear:

𝑀 = 𝐸𝐼 𝜅 = 𝐸𝐼
𝑑𝜃

𝑑𝑠

• Para pequenos ângulos:

𝜃 =
𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑑𝜃

𝑑𝑠
=
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2

⇒ 𝑀 = 𝐸𝐼
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2

(linearização da curvatura)
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𝑑2𝑀

𝑑𝑥2
+ 𝑃

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= −𝑞 𝑥

𝑑2

𝑑𝑥2
𝐸𝐼

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
+ 𝑃

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= −𝑞 𝑥• Material elástico linear:

• Barra prismática: 𝐸𝐼
𝑑4𝑣

𝑑𝑥4
+ 𝑃

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= −𝑞 𝑥

• Na notação de Lagrange: 𝐸𝐼𝑣𝑖𝑣 + 𝑃𝑣′′ = −𝑞 𝑥

• Equação homogênea: 𝐸𝐼𝑣𝑖𝑣 + 𝑃𝑣′′ = 0

• Definindo-se 𝑘2 =
𝑃

𝐸𝐼
: 𝑣𝑖𝑣 + 𝑘2 𝑣′′ = 0
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𝑉 =
𝑑𝑀

𝑑𝑥
+ 𝑃

𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑉 =
𝑑

𝑑𝑥
𝐸𝐼

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
+ 𝑃

𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑉 = 𝐸𝐼
𝑑3𝑣

𝑑𝑥3
+ 𝑃

𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑉 = 𝐸𝐼𝑣′′′ + 𝑃𝑣′

• Material elástico linear:

• Barra prismática:

• Na notação de Lagrange:

• Definindo-se 𝑘2 =
𝑃

𝐸𝐼
:

𝑉

𝐸𝐼
= 𝑣′′′ + 𝑘2 𝑣′
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𝑣𝑖𝑣 + 𝑘2 𝑣′′ = 0

𝑣 𝑥 = 𝐴 sen 𝑘𝑥 + 𝐵 cos 𝑘𝑥 + 𝐶𝑥 + 𝐷

𝜃 𝑥 = 𝑣′ = 𝑘𝐴 cos 𝑘𝑥 − 𝑘𝐵 sen 𝑘𝑥 + 𝐶

𝑀 𝑥

𝐸𝐼
= 𝑣′′= −𝑘2 𝐴 sen 𝑘𝑥 − 𝑘2 𝐵 cos 𝑘𝑥

= 𝑘2 𝐶
𝑉 𝑥

𝐸𝐼
= 𝑣′′′ + 𝑘2𝑣′
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𝑣 𝑥 = 𝐴 sen 𝑘𝑥 + 𝐵 cos 𝑘𝑥 + 𝐶𝑥 + 𝐷

𝜃 𝑥 = 𝑣′ = 𝑘𝐴 cos 𝑘𝑥 − 𝑘𝐵 sen 𝑘𝑥 + 𝐶

𝑀 𝑥

𝐸𝐼
= 𝑣′′= −𝑘2 𝐴 sen 𝑘𝑥 − 𝑘2 𝐵 cos 𝑘𝑥

= 𝑘2 𝐶
𝑉 𝑥

𝐸𝐼
= 𝑣′′′ + 𝑘2𝑣′

𝑣 0 = 0 ⇒ 𝐵 + 𝐷 = 0

𝑣 𝐿 = 0 ⇒ 𝐴 sen 𝑘𝐿 + 𝐵 cos𝑘𝐿 + 𝐶𝐿 + 𝐷 = 0

𝑀 0 = 0 ⇒ 𝐵 = 0

𝑀 𝐿 = 0 ⇒ 𝐴 sen 𝑘𝐿 + 𝐵 cos 𝑘𝐿 = 0

⇒ 𝐶 = 0

⇒ 𝐷 = 0

⇒ 𝐴 sen 𝑘𝐿 = 0

• Equação característica:

𝐴 sen 𝑘𝐿 = 0

𝐴 = 0

ou

sen 𝑘𝐿 = 0

(solução trivial)
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sen 𝑘𝐿 = 0 ⇒ 𝑘𝐿 = 𝑛𝜋 para 𝑛 = 1, 2,…

como 𝑘2 =
𝑃

𝐸𝐼
⇒ 𝑃𝑛= 𝑛2

𝜋2 𝐸𝐼

𝐿2

• Carga crítica ou carga de Euler:

𝑃𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

𝐿2

• Curva de deflexão:

𝑣 𝑥 = 𝐴 sen 𝑘𝑥

𝑣𝑛 𝑥 = 𝐴 sen 𝑛𝜋
𝑥

𝐿

• Modos de flambagem:

1º modo 2º modo 3º modo
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𝑣 𝑥 = 𝐴 sen 𝑘𝑥 + 𝐵 cos 𝑘𝑥 + 𝐶𝑥 + 𝐷

𝜃 𝑥 = 𝑣′ = 𝑘𝐴 cos 𝑘𝑥 − 𝑘𝐵 sen 𝑘𝑥 + 𝐶

𝑀 𝑥

𝐸𝐼
= 𝑣′′= −𝑘2 𝐴 sen 𝑘𝑥 − 𝑘2 𝐵 cos 𝑘𝑥

= 𝑘2 𝐶
𝑉 𝑥

𝐸𝐼
= 𝑣′′′ + 𝑘2𝑣′

𝑣 0 = 0 ⇒ 𝐵 + 𝐷 = 0

⇒ 𝑘𝐴 + 𝐶 = 0𝜃 0 = 0

𝑀 𝐿 = 0 ⇒ 𝐴 sen 𝑘𝐿 + 𝐵 cos𝑘𝐿 = 0

𝑉 𝐿 = 0 ⇒ 𝑉 𝐿 = 0⇒ 𝐶 = 0

⇒ 𝐴 = 0

⇒ 𝐵 = −𝐷

⇒ 𝐵 cos 𝑘𝐿 = 0

• Equação característica:

𝐵 cos 𝑘𝐿 = 0

𝐵 = 0

ou

cos 𝑘𝐿 = 0

(solução trivial)
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cos 𝑘𝐿 = 0 ⇒ 𝑘𝐿 = 2n − 1
𝜋

2
para 𝑛 = 1, 2,…

como 𝑘2 =
𝑃

𝐸𝐼
⇒ 𝑃𝑛= 2𝑛 − 1 2

𝜋2 𝐸𝐼

4𝐿2

• Carga crítica ou carga de Euler:

𝑃𝑐𝑟 =
𝜋2𝐸𝐼

4𝐿2

• Curva de deflexão:

𝑣 𝑥 = 𝐷(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥)

• Modos de flambagem:

𝑣𝑛 𝑥 = 𝐷 1 − cos 2𝑛 − 1
𝜋

2

𝑥

𝐿

1º modo 2º modo 3º modo
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𝑣 𝑥 = 𝐴 sen 𝑘𝑥 + 𝐵 cos 𝑘𝑥 + 𝐶𝑥 + 𝐷

𝜃 𝑥 = 𝑣′ = 𝑘𝐴 cos 𝑘𝑥 − 𝑘𝐵 sen 𝑘𝑥 + 𝐶

𝑀 𝑥

𝐸𝐼
= 𝑣′′= −𝑘2 𝐴 sen 𝑘𝑥 − 𝑘2 𝐵 cos 𝑘𝑥

= 𝑘2 𝐶
𝑉 𝑥

𝐸𝐼
= 𝑣′′′ + 𝑘2𝑣′

𝑣 0 = 0 ⇒ 𝐵 + 𝐷 = 0

⇒ 𝑘𝐴 + 𝐶 = 0𝜃 0 = 0

⇒ 𝐴 sen 𝑘𝐿 + 𝐵 cos𝑘𝐿 + 𝐶𝐿 + 𝐷 = 0𝑣 𝐿 = 0

𝜃 𝐿 = 0 ⇒ 𝑘𝐴 cos𝑘𝐿 − 𝑘𝐵 sen 𝑘𝐿 + 𝐶 = 0

0 1 0 1
𝑘 0 1 0

sen 𝑘𝐿 cos 𝑘𝐿 𝐿 1
𝑘 cos𝑘𝐿 −𝑘 sen 𝑘𝐿 1 0

𝐴
𝐵
𝐶
𝐷

=

0
0
0
0

• Na forma matricial:
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0 1 0 1
𝑘 0 1 0

sen 𝑘𝐿 cos 𝑘𝐿 𝐿 1
𝑘 cos 𝑘𝐿 −𝑘 sen 𝑘𝐿 1 0

𝐴
𝐵
𝐶
𝐷

=

0
0
0
0

• É imediato ver que o sistema admite a solução trivial 𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = 𝐷 = 0

• Para que exista uma outra solução é necessário que:

0 1 0 1
𝑘 0 1 0

sen 𝑘𝐿 cos𝑘𝐿 𝐿 1
𝑘 cos𝑘𝐿 −𝑘 sen 𝑘𝐿 1 0

= 0

• Equação característica:

2 − 2 cos 𝑘𝐿 − 𝑘𝐿 sen 𝑘𝐿 = 0



Escola Politécnica da Universidade de São Paulo
Departamento de Engenharia Mecânica

Coluna biengastada

05/12/2023 PME 3211 - Mecânica dos Sólidos II - Aula #26 13

• Usando as relações trigonométricas:

cos 𝑘𝐿 = 1 − 2 𝑠en2
𝑘𝐿

2
e sen 𝑘𝐿 = 2 sen

𝑘𝐿

2
cos

𝑘𝐿

2

• A equação característica pode ser colocada na forma:

sen
𝑘𝐿

2

𝑘𝐿

2
cos

𝑘𝐿

2
− sen

𝑘𝐿

2
= 0

• Soluções:

sen
𝑘𝐿

2
= 0i)

ii) 𝑘𝐿

2
= tan

𝑘𝐿

2

⇒
𝑘𝐿

2
= 𝜋

⇒
𝑘𝐿

2
> 𝜋

• Carga crítica:

𝑃𝑐𝑟 =
4𝜋2𝐸𝐼

𝐿2
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• Primeiro modo natural:

𝐵 + 𝐷 = 0

𝑘𝐴 + 𝐶 = 0

𝐴 sen 𝑘𝐿 + 𝐵 cos 𝑘𝐿 + 𝐶𝐿 + 𝐷 = 0

𝑘𝐴 cos𝑘𝐿 − 𝑘𝐵 sen 𝑘𝐿 + 𝐶 = 0

𝑘𝐿 = 2𝜋

⇒ 𝐵 + 𝐶𝐿 + 𝐷 = 0

⇒ 𝑘𝐴 + 𝐶 = 0

⇒ 𝐶 = 0

⇒ 𝐴 = 0

⇒ 𝐵 = −𝐷

𝑣1 𝑥 = 𝐷 1 − cos2𝜋
𝑥

𝐿

1º Modo
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Martins, C.A. Introdução ao Estudo da Flambagem de Barras. Disponível no 
Moodle
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