
Método Variacional

𝐻Ψo = 𝐸oΨo

estado fundamental

Uma função teste  com parâmetros a serem otimizados.

  não é auto-função de 𝐻 

𝐸𝜙 =
 𝜙∗ 𝐻𝜙𝑑𝜏

 𝜙∗𝜙𝑑𝜏
Princípio variacional 
              E    Eo

depende de parâmetros variacionais



Aplicação do Método Variacional em LCAO-MO 

Ψ = 𝑐1𝜓1 + 𝑐2𝜓2Por exemplo,

𝐸 =
 Ψ∗ 𝐻Ψ𝑑𝜏

 Ψ∗Ψ𝑑𝜏
𝐸 =

 𝑐1𝜓1 + 𝑐2𝜓2
∗ 𝐻(𝑐1𝜓1 + 𝑐2𝜓2)𝑑𝜏

 𝑐1𝜓1 + 𝑐2𝜓2
∗(𝑐1𝜓1 + 𝑐2𝜓2)𝑑𝜏

𝐻𝑖𝑗 ≡ න𝜓𝑖
∗ 𝐻𝜓𝑗𝑑𝜏Notação com elementos matriciais: 𝑆𝑖𝑗 ≡ න𝜓𝑖

∗𝜓𝑗𝑑𝜏

𝐸 =
𝑐1

2𝐻11 + 2𝑐1𝑐2𝐻12 + 𝑐2
2𝐻22

𝑐1
2𝑆11 + 2𝑐1𝑐2𝑆12 + 𝑐2

2𝑆22

𝐸(𝑐1
2𝑆11 + 2𝑐1𝑐2𝑆12 + 𝑐2

2𝑆22) = 𝑐1
2𝐻11 + 2𝑐1𝑐2𝐻12 + 𝑐2

2𝐻22 



𝐸(𝑐1
2𝑆11 + 2𝑐1𝑐2𝑆12 + 𝑐2

2𝑆22) = 𝑐1
2𝐻11 + 2𝑐1𝑐2𝐻12 + 𝑐2

2𝐻22 
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Método variacional: 
𝜕𝐸

𝜕𝑐1
= 0

𝜕𝐸

𝜕𝑐2
= 0

𝜕𝐸

𝜕𝑐1
… + 𝐸

)𝜕(…

𝜕𝑐1
= 𝐸

𝜕

𝜕𝑐1
𝑐1

2𝑆11 + 2𝑐1𝑐2𝑆12 + 𝑐2
2𝑆22  

0

𝐸
𝜕

𝜕𝑐1
𝑐1

2𝑆11 + 2𝑐1𝑐2𝑆12 + 𝑐2
2𝑆22 =

𝜕

𝜕𝑐1
𝑐1

2𝐻11 + 2𝑐1𝑐2𝐻12 + 𝑐2
2𝐻22
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𝐸
𝜕

𝜕𝑐1
𝑐1

2𝑆11 + 2𝑐1𝑐2𝑆12 + 𝑐2
2𝑆22 =

𝜕

𝜕𝑐1
𝑐1

2𝐻11 + 2𝑐1𝑐2𝐻12 + 𝑐2
2𝐻22

𝐸 2𝑐1𝑆11 + 2𝑐2𝑆12 = 2𝑐1𝐻11 + 2𝑐2𝐻12

𝑐1 𝐻11 − 𝐸𝑆11 + 𝑐2 𝐻12 − 𝐸𝑆12 = 0

𝐸 𝑐1𝑆11 + 𝑐2𝑆12 = 𝑐1𝐻11 + 𝑐2𝐻12

𝑐1 𝐻12 − 𝐸𝑆12 + 𝑐2 𝐻22 − 𝐸𝑆22 = 0
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𝑐1 𝐻11 − 𝐸𝑆11 + 𝑐2 𝐻12 − 𝐸𝑆12 = 0

𝑐1 𝐻12 − 𝐸𝑆12 + 𝑐2 𝐻22 − 𝐸𝑆22 = 0

ቊ
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 0
𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 = 0

Solução não trivial quando 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

= 0

𝐻11 − 𝐸𝑆11 𝐻12 − 𝐸𝑆12

𝐻12 − 𝐸𝑆12 𝐻22 − 𝐸𝑆22
= 0

Equações Seculares:

equação de segundo grau em E

duas raízes: E1 e E2

Substitui E1 no sistema de equação e obtém os parâmetros (c1, c2) do orbital molecular 1.

Depois substitui E2 para obter (c1, c2) do orbital molecular 2.



Ψ = 

𝑖=1

𝑁

𝑐𝑖𝜓𝑖

Combinação linear de N orbitais atômicos

N orbitais moleculares de energias E1, E2,...EN.  Cada MO descrito pelo seu conjunto de parâmetros.

Ψ𝑚 = 

𝑖=1

𝑁

𝑐𝑖𝑚𝜓𝑖



Aplicação do Método Variacional em Sistemas Conjugados
               Aproximação de elétrons-: Teoria de Hückel

butadieno

benzeno
eteno



Aproximação de elétrons-: Teoria de Hückel

𝐻𝑖𝑗 ≡ න𝜓𝑖
∗ 𝐻𝜓𝑗𝑑𝜏 𝑆𝑖𝑗 ≡ න𝜓𝑖

∗𝜓𝑗𝑑𝜏

Aproximações: Sij = 0 , Sii = 1

H11 = H22 =    (energia de 2pz isolado) 

H12 =    (parâmetro empírico,   -75 kJ/mol) 

H12 = 0  se (i,j) não são vizinhos

Determinante secular:



Aproximação de elétrons-: Teoria de Hückel

𝛼 − 𝐸 2 − 𝛽2 = 0

𝛼 − 𝐸 2 = 𝛽2

𝐸± = 𝛼 ± 𝛽

  -75 kJ/mol 



Aproximação de elétrons-: Teoria de Hückel

𝐸± = 𝛼 ± 𝛽

Substituir nas equações seculares E+ =  +  ቊ
−𝑐1𝛽 + 𝑐2𝛽 = 0
 𝑐1𝛽 − 𝑐2𝛽 = 0

Substituir nas equações seculares E- =  -  ቊ
𝑐1𝛽 + 𝑐2𝛽 = 0
 𝑐1𝛽 + 𝑐2𝛽 = 0

c1 = c2

c1 = -c2



Aproximação de elétrons-: Teoria de Hückel

orbital molecular  (ligante)

orbital molecular * (anti-ligante)

 = 2pzA + 2pzB

* = 2pzA – 2pzB

HOMO, highest occupied molecular orbital

LUMO, lowest unoccupied molecular orbital



butadieno

E1, E2, E3, E4

  -75 kJ/mol 





partícula na caixaorbitais moleculares do butadieno na aproximação de elétrons 



Eeteno = 2( + ) Ebutadieno = 2( + 1,62) + 2( + 0,62) 

= 4 + 4,48

Energia de deslocalização

Edesloc.= Ebutadieno – 2.Eeteno 

Edesloc.= 0,48

  -75 kJ/mol 

Edesloc. -36 kJ/mol



Benzeno Sij = 0 , Sii = 1

Hii =          Hij = 

Hij = 0  se (i,j) não são vizinhos





Benzeno



Benzeno



Eeteno = 2( + )

Ebenzeno = 2( + 2) + 4( + ) 

= 6 + 8

Energia de deslocalização

Edesloc.= Ebenzeno – 3.Eeteno 

Edesloc.= 2

  -75 kJ/mol 

Edesloc. -150 kJ/mol



ciclobutadieno

butadieno





E1 =  + 2

E2 = 

E3 = 

E4 =  - 2



Eeteno = 2( + )

 + 2

 - 2



Eciclobutadieno = 4 + 4

Energia de deslocalização

Edesloc.= Eciclobutadieno – 2.Eeteno 

Edesloc.= 0



piridina

Sij = 0 , Sii = 1

Hii =          (C ,N)         Hij =          (CC , CN) 

Hij = 0  se (i,j) não são vizinhos
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