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Introducao a Analise Estrutural de Materiais Compdsitos —
Parte Il

1. Macromecanica de uma lamina;
2. SimplificacOes para laminas sob estado plano de tensdes;

3. Relagdes tensao-deformacao no sistema cartesiano Oxy.
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1. Macromec@nica de uma ladmina
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Consideremos um elemento infinitesimal retirado de uma lamina direcional, submetida
unicamente a tensdes normais de intensidade o; aplicadas na diregao 1, como ilustra a
figura abaixo:
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Observamos que a tensao g; causa deformagdes tanto na direcao 1 (a qual denotaremos
1¢,), quanto deformagdes na dire¢do 2 (a qual denotaremos 1&,). Note que o subscrito a
direita do simbolo indica a direcio em que a deformacao esta sendo medida, ao passo
gue o sobrescrito a esquerda do simbolo indica a direcao em que a tensao foi aplicada
(no caso, na diregao 1 apenas). Definimos o mddulo de elasticidade longitudinal (E;) e o
coeficiente de Poisson maior da lamina (v;,) pelas relagdes:

01 &2

El e Vig = —7— E também: Viz = —57—
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De forma analoga, considerando que atue agora, sobre o elemento infinitesimal,
apenas a tensao g,, definimos as constantes elasticas E, (mddulo de elasticidade na
dire¢ao 2) e v,4 (coeficiente de Poisson menor) por:

2
0> 281 &3

E, o Vg = —5— Etambém: v,3 =—5—
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Por ultimo, e para completar a andlise, consideremos que sobre a lamina atue agora
apenas uma tensao normal ao plano da mesma (ou seja, uma tensao o), definimos as
constantes elasticas E; (mddulo de elasticidade na direcdao 3) e os coeficientes de

Poisson v3; e v3, por:

E 03 3 3,
37 V31 = V3 = — 3
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Considerando que atuem simultaneamente as trés tensdes (segundo as direcdes
principais de elasticidade 1, 2 e 3 da lamina), teremos as seguintes deformacodes

finais (obtidas pela superposicao dos efeitos):

_ 1 2 3 91 3
 Nadirecdol: &= & 1+ 7&+7°&6 = A —v21(Pe2) — v31(Ce3)
1

01 02 03
&1 = E — V21 E — V31 E
1 2 3

P
* Nadiregao 2: g, = ley + %6, +3e; = —vip(Mey) +— £ —v32(%e3)
2
J1 N %) 03
£, = —V — — Vo, | —
2 12 E1 E, 32 E,
e Nadirecdo 3: &3 = leg + 265+ 3e5 = —vi3(te)) — vys(Pey) + — E
3

€3 = —V o -V %2 +2
3 = ~Vi3 E1 23 E2 E,
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Neste caso (em que o material possui trés planos de simetria eldstica, ou seja, o
material é ortotrdpico), a lei de Hooke fica dada por:

(o1 ) [ Cpp Cpip Ciz 0 0 0 ] ( =1 )
Tq ng ng 0 0 0 Eg

) o3 - Clae D 0 0 ) £3 }
Toz Cy O 0 a3
T3l Cs; 0 Y31

( 712 ) | som Cee | \ 712 J

Ou, alternativamente:

[ = ) [ S S12 Sz 0 0 0 ] ( o1 )
E9 Saa Sog 0 0 0 Tg

) Eg L 533 0 0 0 ) g |
Yoz Sy 0 0 T23
Y31 Ss5 0 T31

Ty | st See | L T12 )

Ou seja, temos apenas 9 constantes elasticas a serem determinadas.
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Utilizando as relagdes e constantes de Engenharia apresentadas nos slides #4 a #7,
teremos:

1 E-1 1 Ez 2 E3 3 2 = E1 1 Ez 2 E3 3

s=—£0—£0+ia
3 E11 EZZ E33

[ 1 191 3] 1
L. Y.< Y
- E; %  Fa (o)
: . L e A
Eg E, E Ej g2
L1g ag 1
= it R N I I T
! 3 - E E, E; 4 ]
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fa3 == 0 o T3
23
T3 1, T
- &
. 112 * L T12 J
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Observem que:

1. Tensdes normais aplicadas nas direcOes principais de elasticidade (1, 2 e 3)
provocam apenas alongamentos nestas dire¢des (sem provocar distorgdes
entre as dire¢des 1-2, 2-3 ou 3-1. Dai: Y1, = V23 = y31 = 0);

2. Tensodes cisalhantes puras aplicadas nos planos 1-2 (ou seja, 71,), 2-3 (ou seja,
T,3) ou 3-1 (ou seja, T31), provocam apenas distor¢des segundo as diregdes
correlatas. Os modulos de cisalhamento G4,, G,3 e G341 ficam definidos pelas
relagdes:

Tij

Gij -

Vij

3. Como a matriz de elasticidade é simétrica, temos que:

E,  E
01/12/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #22

10



Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

4. Se o plano 2-3 for considerado um plano de isotropia (material transversalmente

isétropo), entdo:

3 A
o 00 0(0OCOOO
Q 00 0|00 0 0O

‘ 2
Vo3 = V32 o G = ECI(Z)
V23 _ V32 227 2(1 + va3)
E, Ej3
Vo = Vaq Eq.(3) Deste modo, das 9 constantes elasticas independentes,

restam apenas 5:

Gsy = Gy Eq.(4) Ei, E,, G153, V12 € Va3 (por exemplo).
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2. Simplificagdes para laminas sob estado plano de tensées

Se uma lamina estiver sob estado plano de tensdes (ou seja, sob a acao das
tensdes planas g4, 0, e T1, = 7,1, entao podemos expressar as relagdes tensao-

deformacao na seguinte forma simplificada :

. m }
£1] S“ S]g 0 &1 E]Iz _-IEE e g
29 ¢ = | 591 S22 O g2 = | — — 0 o9
E, E
Y12 0 0 Ses T12 0 0 1 T12
i Gia |
Ou, de forma equivalente:
oy Q11 Q2 0 £]
a2 = | Q@ Q2 0 29
T12 0 0 Ree Y12
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onde as constantes Q11, 022, Q12 = Q,1, € Qg sao dadas por (verifique!):

011 = (E;)? B
H Ei — (v12)?E; 1 —viyvy
0., = vi2E1 E; _ va1E
12 Ei — (vi2)?E; 1 —=vi,vyy
ELE, E;
Q22 = — 2 1 _
E1 — (vi2)?E; 1 —vypvyy
Qe = G12
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3. Relagoes tensdo-deformacgdo no sistema cartesiano Oxy

Ainda considerando o caso em que a lamina esta sob estado plano de tensdes,
vamos agora determinar como obter as relacdes tensao-deformacao em um
sistema de coordenadas Oxy. Em outras palavras: como relacionar as tensoes
planas ay, 0y, e Ty, as deformagdes &y, €y, € Yy, as constantes elasticas da lamina
(Ey, E5, v12 € G1,) e ao angulo de rotagao 6 entre os dois sistemas.

ol

HE
é ii, ,,%T;
) Ty T

\'4 VY V.V V
0 Oy
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12 Passo:
Relacionar o estado tensional descrito na nova base by, = (éx, éy) ao estado

tensional descrito na base anterior b, = (€, €,). Para tanto, precisamos obter a
matriz de mudanca de base, escrevendo os versores da nova base em funcao dos

versores da base anterior:

e, = (cosf)e; — (senb)e,

y
g, . . é, = (senf)é; + (cosh)e,
62 el/ <"
- \\ 0
S cosd  senf
= > M| =
o e, X [M] —senf cosf

[Ty, = [MIE[T],,, [M]
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[Ux Txy] [cos@ —senH” T12] cosf senf
T12

Txy sen6 cos@ —senf cos6

o, = (cos?0)o; + (sen?0)o, — (sen(20))14,

ﬁ oy = (sen?6)a; + (cos*0)o, + (sen(20))1,

Ty = (senfcos8)o; — (senfcosB)o, + (cos(26))1;

Ou ainda, designando m = cosf en = senf :

Ox m2  n? —2mn (91
Oyt =|n%2 m? 2mn 03
Txy mn —-mn m?—n?l\T12
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Ou ainda:
o 2 2 -1 0
1 m n —2mn x
O2¢=1|n%2 m? 2mn Oy
T12 mn —mn m?—n? Txy
Resultando:
01 m?  n? 2mn | (%«
o2¢=| n® m? =2mn |3%
T12 —mn mn m?—n?l\Txy
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29 Passo:

Relacionar o estado de deformacgdes descrito na nova base by, = (Ex, Ey) ao
estado de deformacdes descrito na base anterior by, = (€, €,).

De forma analoga ao que foi desenvolvido antes, podemos escrever:

[Elp,, = [MIF[E],,, [M]

[Elp,, = [ =

€x Exy] = ny/ 2
€xy €y

Yxy/2 &y

_[€1 €2]_|[| & V12/2]
[Els,, = 1612 62] Clre/2 e

_ [ cos6  senB
[M] = —senf cosH
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€x  Exy cosd —senf €121 cosf  senf
[ ] [SenH cos6 ][612 H—sen@ cos6

e, = (cos?0)e; + (sen?0)e, — (sen(20))e,

ﬁ €, = (sen®0)e; + (cos?*0)e;, + (sen(20))e;,

€xy = (senbcost)e; — (senbcosO)e, + (cos(20))e;

Utilizando novamente a notacdao m = cosf e n = sen#, vira :

€x m2  n? —2mn 1( €1
€y t=1n%? m? 2mn €2
Exy mn —-mn m?—n?2l\€12
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Ou ainda:
€1 m2 n2
€, 4 = | 2 m2
€12 mn —-mn
Resultando:
€1 m2 n2
€12 —mn mn
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—2mn |7 (€x
2mn €y
m? —n?l  \Exy
2mn €x
—2mn |4 €y
m? —n2l \Exy
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Oy 01
0-3’} {O-}bn = {62 }
Txy T12
Ex 1 0 O0](¢€x 1
gy}= [o 1 ol{fy}= [Al€}s,, . [Al=]0
Vxy 0 0 21\&xy 0
&1 1 0 O0](€1 1
{elp,=1&¢=0 1 O {62 } = [Al{e}p,, , [A] = |0
V12 0 0 21\€12 0
m?  n? 2mn Qi1 @iz O
[RI=| n? m? —-2mn [Q] =|Q21 @22 O
—mn mn m?—n? 0 0 Qg
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Temos as relagoes:

=B
a2
T12

}=

Logo:

01/12/2023

[Qn

l Qél

{0}b12

-
3]

[T} 1
AR
"h_,u,_r'
~
Q
e/
[y
=
N
| |
Q
| I—
~
M
e/
[y
=
N

k]

12 0O
PGz 0O
0 Qe

[Ql{e}p,, <= [RH{o}p,, = [Ql[Al{€}p,,
=  lodp,, = [RITQIIAIIRI[A] H{e},,
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1 0 01[ m? n? 2mn 1 0 O
[A] [R] [A]_l =10 1 O n? m?2 —2mn 0 1 0
—-mn mn m?-n2110 0 1/2

m?2 mn
[A][R][A]7Y =[ n2 m?2 —mn ]
2

—2mn 2mn m?-—n

Comparando com: Verifica-se que:

m?  n? 2mn
[Rl=| n2 m?2 —2mn ] [A][R][A]™* = [R]!
—mn mn m?—n?
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Logo: {o}p,, = [RIT[QIIAIIRI[A] {e}p,,
{o}p,, = [RIT'[QIIR] e}y,
Denominando: [Q] 171[Q][R] !

Resulta: {G}bxy — [5]{g}bxy

Na forma estendida:

Oy ?11 212 ?16- Ex
{Gy}: Q1 Q2 Qg {83’}

— — Vxy
—Q61 Q62 Q66—
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Q.. = Q1,c08%0 + 2(Q1, + 2Q¢¢)sen?0cos?6 + Q,,sen*d
11

Q,, = Q115en*0 + 2(Q12 + 2Q46)sen?0c0s20 + Q5c0s*0

666 = (Qq1 + Q22 — 2Q12)senHcos?6 + Q66(005(29))2

512 = (Qq1 + Q3 — 4Q¢c)sen?0cos?0 + Q,(cos*@ + sen*)

616 = (Q11 — Q12 — 2Qg6)5€n0c0536 + (Q12 — Q22 + 2Q46)sEN>HC0S0

526 — (Qll - Q12 — 2Q66)Sen396089 + (le — sz -+ 2Q66)Sen0COS39

01/12/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #22

25



Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Referéncias:

[1] Mendoncga, PT.R., Materiais Compostos & Estruturas-Sanduiche — Projeto e
Andlise, 22 ed., Ed. Orsa Maggiore, 2019.

[2] Megson, T.H.G. Aircraft Structures for Engineering Students. 6t ed.,
Butterworth-Heinemann, 2016. Cap. 25: Laminated composite structures

01/12/2023 PME-3554 / Introdugdo as Estruturas Aeronauticas / Aula #22 26



