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Questao 1. Considere a transformacao linear 7' : R* — R4, T'(z,y, 2,t) = (v +2y,y, 22 + 1,22 +1).
a) Calcule os autovalores de 7.
b) Calcule os autovetores de T

¢) Determine V(A) para cada autovalor A\. A dimensdo de V() é chamada multiplicidade
geométrica de \. Determine a multiplicidade geométrica de cada autovalor .

d) Chamamos multiplicidade algébrica do autovalor A a multiplicidade de A como zero do
determinante da matriz [T — M|, onde I é a matriz identidade e [T — M|z é a matriz de
T — M em relagao a base canonica. Determine a multiplicidade algébrica de cada autovalor do
item a).

e) A multiplicidade algébrica e geométrica de cada autovalor do item a) sdo iguais?
Solugao: Temos que a matriz de T' com relacao a base candnica é:
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[T — \d] =

Escolhendo o elemento (1 — \) das primeiras linha e coluna, o calculo se reduz a calcular o determi-
nante da matriz

Portanto, temos que:

det(T— Ald) = (1 = A) (1 = A)*(2 =) = 2(1 = X))
= (1—X)?(\*=3))

=(1— )\)2)\()\ —3)



Note o cuidado que se deve ter para que o polinémio caracteristico seja obtido ja de forma fatorada.
Assim, os autovalores de T e suas respectivas multiplicidades algébricas sao:

Para encontrar os autoespagos associados, precisamos resolver os sistemas lineares homogéneos defi-
nidos pelas matrizes [T — Ald| para cada um dos autovalores. Para A; = 1, considere:
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cuja solucao é o seguinte subespaco de dimensao 1:
Vi ={(z,0,0,0) : x € R}.

Para Ay = 0, considere:
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cuja solucao ¢é o seguinte subespaco de dimensao 1:
Vo ={(0,0,2,—22) : z € R}.

Para \3 = 3, considere:

2 2 0 0 |0
0 -2 0 0 |0
0o 0 -1 1 | of"
0 0 2 -210

cuja solucao ¢ o seguinte subespaco de dimensao 1:
V3 ={(0,0,t,t) : t € R}.

Para os autovalores 0 e 3 temos multiplicidades algébricas e geométricas iguais, mas para o
autovalor 1 elas sao diferentes.

Questao 2. Repita o estudo feito na Questdo 1, analisando agora o operador T : R? — R3, dado
pela sua matriz em relagdo a base candnica:

3 -3 -1
TS =10 —1 0
0 -3 2

E possivel encontrar uma base B de R3 formada somente por autovetores de 7'? Se sim, como seria
a matriz [T]B? Isto é, a matriz da tranformacdo T nessa base de autovetores.



Solugao: Procedendo como antes, considere a seguinte matriz:

3-A -3 -1
T—MNd=[ 0 —-1-X 0
0 3 2-2)

cujo determinante é (3 — \)(—1 — A)(2 — A). Portanto, todos os autovetores de 7" possuem multipli-
cidade 1 e sao os seguintes:

)\1:3
Xo = —1
Ay =2

Com relacao aos autoespacgos, para A\; = 3, considere:

0 -3 -1 | 0
T—3ld=(0 -4 0 | of,
0 -3 —1 | 0

cuja solucao ¢ o seguinte subespaco de dimensao 1:

Vi ={(z,0,0) : z € R}.

Para Ay = —1, considere:
4 -3 -1 | 0
T —(-1)Idj=(0 0 0 | 0],
0 -3 3 |0

cuja solucao ¢ o seguinte subespaco de dimensao 1:

Vo ={(z,z,z): x € R}.

Para A3 = 2, considere:

1 -3 -1 ] 0
T-2ld=|0 =3 0 | 0],
0 -3 0 | 0

cuja solucao ¢é o seguinte subespaco de dimensao 1:
Vs ={(z,0,2) : x € R}.

Determinando bases para cada um desses espacos, obtemos que o seguinte conjunto B é uma base
de R? consistindo de autovetores de T°:

{(1,0,0),(1,1,1),(1,0,1)}.

Concluimos que:

Em outras palavras, a matriz de T' é diagonalizdvel.



Questao 3. Seja T': P1(R) — P1(R) a transformacao linear dada por T'(p(t)) = —2p'(t) + p(t).
a) Calcule os autovalores e os autovetores 7T'.

b) Qual a multiplicidade geométrica dos autovalores encontrados? E qual a multiplicidade algé-
brica?

¢) E possivel encontrar uma base B de P;(R) formada somente por autovetores de T? Se sim,
como seria a matriz [T]57

Solucgao:
Fixe para P;(R) a base B = {1,t}. Note que T'(1) =1 e T'(t) = —2 +t. Portanto, a matriz de T

com relagao a essa base é:
1 -2

Devemos calcular o determinante da seguinte da matriz:

1-—X =2

o qual é (1 —\)%. Assim, o tinico autovalor de T'é X\ = 1, cuja multiplicidade algébrica é 2. Considere
o polinémio p(t) = a + bt e a matriz
0 -2
[T —1.1d] = (O 0 ) .

oo 13)-0)

cuja solucao nos da b = 0. Dai, obtemos o seguinte subespago de dimensao 1

Temos,

V={p(t)y=a+bt:b=0acR}={acR} =l

Portanto, nao é possivel obter uma base de P;(R) formada somente por autovetores de 7.



