Lista 3 - MAT2352
Calculo para Funcoes de Varias Variaveis 11

Problema 1.

(b) Temos curva
~(t) = (2t,3sint, 3 cost)

com t € [0,7/2].

Desta forma
7' (t) = (2,3 cost,—3sint)

17 ()] = /2% + (3cost)? + (—3sint)? = V13
Uma vez que f(x,y,2) = xyz, temos

f(y(t)) = 2t(3cost)(3sint) = 18t costsint = 9¢ sin 2t

Lfds

donde

/ S @] dt

/2
/ Otsin 2t - V13 dt
0
/2 1
= 9\/@/ t- 5(7 cos2t) dt
0

9/13 . /2
= 7|:—t0082t’0/2—/ —cos 2t dt
0

2
9v13 1
= — {g + Esin2t|

77/2} _ 9v/13m
2 4

0



Problema 2. Temos curva

~v(t) = (tcost,tsint,t)

com t € [0,/2].
Assim
7' (t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1)
donde
IV (#)|? = (cost—tsint)?+ (sint+tcost)? +1

= cos’t—2tcostsint + t>sin®t + sin®t + 2t costsint + t2 cos>t + 1
= 1+t +1=2++¢

portanto, o comprimento da curva serd dado por

V2
/ Lds = / I @1 dt
¥ 0

V2
:/ V2+12dt

0
e utilizando a integral 52 da lista O
V2 / 2\1|v2

t 241
/ V2+t2dt = [t\/2+t2+1n(——|— + )” =2vV2+1In(1+V?2)
0 V2 V2 0

Finalmente
comprimento de vy = 2v2 + In(1 + v/2)



(a)

(b)

Problema 3.

O segmento que liga (—2,0) a (2,0) pelo arco circunferénciay(t) = (t,vV4 — t?)
pode ser reparametrizado por

~(t) = (2cost,2sint)

com t de m até 0.

Logo,

e, finalmente

v (t) = (—=2sint,2cost)

[Far - | HRam)0) a

0
/ ((2sint,2), (—2sint,2cost)) dt

0
/ —4sin®t+4cost dt

0 0
—4/ sin2t+4/ cost dt

_4(£ _ sin2t) 0
2 4

= 27

0
+4sint

™

A elipse pode ser parametrizada por

~(t) = (acost,bsint)

com t € [0,27], uma vez que € percorrida wma vez no sentido anti-hordrio.

Assim,

donde

/?-d?

7' (t) = (—asint,bcost)

((2acost + 2bsint,acost — bsint), (—asint,beost)) dt

2acost + 2bsint)(—asint) + (acost — bsint)bcost dt

/2
-

o

27
/ —2a% costsint — 2absin® t + abcos® t — b% costsint dt

o

27 2
b
/ —a®sin 2t — absin? t + abcos 2t — 55111215 dt

0
ab ab b2 27
(% cos 2t — —t—f— T sin 2t + ?smt—l— ZCOSQt) .
—abm



(a)

(b)

Problema 4.

Como vy € a intersec¢do das superficies

r+y=2, 22+ +22=2(x+y)

temos na segunda equagao

2?2249y -2+ 22=0
= (r-12+@y-1)2+22=2

¢ uma esfera de raio /2 centrada em (1,1,0).

Fazendo uma translagdo da esfera para ter centro em (0,0,0) e raio \/5,
o plano de corte torna-se x +y = 0, induzindo uma angulagdo § = —m /4
em coordenadas polares, desta forma, ficamos com parametriza¢ao

~(t) = (\/5(:05 _TW sint+1, v2sin _TT sint+1, \/icost) = (sint—H, —sint+1, ﬁcost)

com t € [0, 2m].
Desta forma
/ .
~'(t) = (cos t,—cost, —V/2sin t)
donde

Lydx—i—zdy—kxdz = /O%(1—Sint>cost—|—\/icost(—cost)—&—(sint—i—l)(—\/isint) dt

27
= / cost —sintcost — V2cos?t —/2sin’t — /2sint dt
0

2
1
= / cost—isin%—\[—\/ﬁsintdt
0

1
= (Sint—|— ZcosZt— \@t—i-\@cost)

—2mV2

A intersec¢do no plano xy € dada pela elipse

CC2 y2 1.2 y2
oYy
9 i 791

donde, uma parametrizacao da curva serd
y(t) = (3cost,2sint, cos® t)

com t € [0, 27].

Assim,

27

0

~'(t) = (=3sint,2cost,2costsint) = (=3 sint,2 cost,sin 2t)



donde

2m
/xzdm—i—xdy—kzdz = / —27cos? tsint 4 6 cos® t + cos® t sin 2t dt
¥ 0
3 3 . 1 4 27
= (9005 t+ 3t + = sin2t — — cos t)
2 2 0

6m



Problema 5. Dividamos a curva em trés partes donde temos parametrizagoes
* 2

J>
Ta

0.5~
YAY
0 0.5 1
1(t) = (0,t) comte|0,1]
() = (t1) comt e [0,1]
y3(t) = (t,t%) com t de 1 até 0
Note que

() = (0,1)

%) = (1,0)

@) = (1,2t)

donde

/\/ﬂd:v—f—\/idy = /\/gjdx+\/§dy+ \/ﬂdx—k\/ffdy—k/\/@dx—l—\/fdy
2l 71 2 3

e

1
/\/gdx+\/5dy /\/£-0+0dt:0
Y1 0

1 1
Vyde+rdy = /ﬁ.1+0:/ l1dt=1
0 0

Y2
também

0
/\/yder\/gEdy = /t-1+\/£-2tdt
3

1

0 2
2 4,500 13
= t4+ 2632 dt = — + —¢9/? ==
/1 * 5 T 10
donde 13 5
d dy=1—-"-=_"2
L\/Q x4V dy 0= 10



Problema 6.

(a) Temos campo

F = (y,2)
e procuramos campo escalar ¢ tal que
Vo= F
donde 9 5
(5275, = o)
e temos sistema

9
20 =y
o =v

Da primeira equacdo, integrando com respeito a x obtemos

0
/a—xqbda::/ydx

d(z,y) = zy + C(y)

Utilizando a forma de ¢ acima encontrada

donde

0 d
aT;‘b =+ @C(y)

e pela seqgunda equagao devemos ter

d
d—yC(y) =0= C(y) = const

Finalmente, temos fun¢ao potencial

¢(z,y) =xy +k

donde o campo € conservativo.

Calculando a integral obtemos portanto

(272)
[ wdsra=o2.2)- 61,1 =3
(

1,1)

(b) Com campo vetorial

(i)
- x2—|—y2’3:2—|—y2



(c)

e ¢ campo escalar com V¢ = ? devemos ter

9 _ _z
ox ¢ T x24y2
9

dy -

y
z24y?

donde, da primeira equacao
0 T
—¢der= | ——=d
/ 9z / 2+

oa9) = [ o do= 3G +4) +C)

e temos

Agora,
0 y d

—¢p=—"—+—C

Oy 2 +y?  dy )
e como antes, comparando com a sequnda equacao do sistema, C(y) =
const, chegando a forma

Ba,y) = 5 n(a? +97) + &

Considerando como dominio D = R? \ {(0,0?, no qual 0s pontos estdo

definidos, temos que ¢ ¢ de classe €' donde € campo conservativo.

Assim,
(1,0

) F7 = ¢(1,0) — (—1,0) = 0

(=1,0)

Temos campo vetorial

donde sao equacoes de Vo = ?

o)
WP =Yz
Zﬁqﬁ =xz
J
§¢ =Ty

Da primeira equag¢ao
/%qﬁ dx = /yz dx

¢(x,y,2) = 2yz + C(y, 2)

donde

Temos entao

0 d
a—y¢ =xz+ CTyC’(y7 2)



e comparando com a sequnda equagao, necessariamente

L0.2) = 0= Cly,2) = D(2)
dy
i.e., € uma funcao apenas de z.
Logo
o(z,y,2) = zyz + D(z)
donde 9 J
0=yt P

e comparando com a terceira equagao, obtemos

d
2 D()=0= D(z) =
- (2) =0= D(z) = const

Finalmente, temos potencial

o(z,y,2) =xyz +k

Assim, a integral de campo é dada por

(3,5,0)
/ Fod7 = 6(3,5,0) — ¢(1,1,2) = 2
(

1,1,2)



Problema 7.

(a) Temos campo vetorial
F = (P(2,9),Q(@.y)) = (2.2)

Vejamos o rotacional do campo

o _
oy

0Q

1, —=0
" Oz

entao 0P 00
T'Ot? = 67y — aiy = ].

e o campo NA O ¢é conservativo.

(b) Com o campo
F = (2ze¥ +y, %Y + 1 — 2y)

temos que

oP

aiy = 2$€y + 1
‘ )

8—2 =2ze¥ +1
donde

TOt? =0

e como D = R? é dominio simplesmente conexo, temos que o campo E
conservativo.

Para encontrar o campo potencial, resolvemos

Vo= F

donde

g(b = 2ze¥ +y

8% =z2%e¥ + 1 — 2y
logo,

9 Y

%d) de = [ 2zeY +y dx
donde

Pz, y) = a’e? +xy + C(y)

Derivando com respeito a y

Q. 5y d
a—yqﬁ—xe —|—1:+dyC’(y)

10



(c)

e comparando com a sequnda equacgao do sistema, devemos ter

d

@C(y) = -2y

donde
C(y) = —y* + const

e finalmente, temos potencial
d(z,y) = 2%e¥ + oy —y* + k
Temos campo

? = (y*cosx + 2%, 2ysinx — 4, 3227 + 2)

Agora
86—1; =2ycosz , 887 = 322
0Q _ o osw 09 _
%—Zycosx, 2% =0
orR ., OR _
% 3z N aiy =0
Portanto

(R ()7 (2

e como D = R3 ¢ dominio simplesmente conexo, temos que ? E campo
conservativo.

Para encontrar o seu potencial resolvemos

Z¢ =y?cosz+2°
i =2ysinx — 4
Ga'y Y

¢ =3xz2+2

donde

/ﬁqﬁ dx:/yzcosz+z3 dx
or

= d(z,y,2) = y?sinz + 22° Cly, 2)
Derivando com respeito a y

0 . 0
a—ygb = 2ysinz + a—yC(y, z)

11



e comparando com a seqgunda equacao, devemos ter

0
—C =4
oy (y,2)
donde
Cly,2) = —4y + D(2)
obtendo

¢($a y,Z) = y2 sinz + xz° — 4y + D(z)

Derivando com respeito a z

o, . o d
£¢ =3zz* + aD(z)

e comparando com a terceira equagao

d

%D(Z) =2

donde
D(z) = 2z + const

Finalmente, temos potencial

qS(m,y,z) :yQSinx+xz3 — 4y +22+k

(d) Note que D = R?\ {(0,0)} ndo é simplesmente conexo, logo nio vale o
Teorema do Rotacional (reciproca).

Ademais, considere curva fechada ~(t) = (cost,sint), um circulo em
torno da origem, entao

/? s /2“ ( sin ¢ cost ) (—sint,cost) ) dt
. - , - ,(—sint, cos
5 0 cos?t +sin?t’ cos2t + sin® ¢

2
= / ((—sint, cost), (—sint, cost)) dt
0

2w 2
/ sin2t+cos2tdt:/ dt =21 #0
0 0

donde o campo NAO € conservativo.

(e) Neste caso o dominio é simplesmente conezo, ademais rot? =0 donde o
campo E conservativo.

Para encontrar o potencial, temos

Vo=F

12



i.e.,
(3% 5%) = (-t i)

0 Yy

o a2+ y?

0 Yy
T pde= [ - d
8x¢ v / 2 + 92 v

o(x,y) = — arctang +C(y)

Assim,

donde

Da sequnda equagao obtemos C(y) = const.

Assim, a forma geral do potencial é

¢(z,y) = — arctan iy
Y

A principio, —arctan £ ndo € de classe €1 em D = R?\ {(x,0) : z > 0}
uma vez que ndo estd bem definida em y = 0.

Porém, justamente pela constante k, as descontinuidades podem ser con-
certadas.

Note que, para y > 0 e x fizado

. x s
lim —arctan — = ——
y—0 Yy 2

e, para y <0
. r w
lim —arctan — = —
y—0 Y 2

Assim, definindo

—arctaniﬁ—% ,y >0
—arctan% -5 y<0

temos que ¢ € de classe €' e € a funcdo potencial desejada.

(f) Como no Problema 6 (b), o campo E conservativo e temos campo potencial

B,y) = 3 (e + )+

13



