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Introducao

Ola! Este documento tem o objetivo de mostrar uma maneira de escrever as demonstracoes dos
exercicios propostos no projeto Oficinas de Demonstragao, realizado em 2023 pelo CAEM, em
parceria com a professora Daniela Mariz Silva Vieira, na disciplina MAT1514 - A Matematica na
Educacao Basica.

Nao queremos que este documento seja entendido como gabarito dos exercicios, mas sim como
uma das formas de construir as demonstragoes, entre outras possiveis.

Resolucao comentada

Os enunciados dos exercicios a seguir sao propositalmente vagos, e suas resolucoes podem ser muito
subjetivas. Recomendamos que resolva todos os exercicios e discuta-os com seus colegas antes de
ler as resolugdes e comentarios aqui apresentados. Muitas vezes os aprendizados produzidos no
processo investigativo de tentativa e erro valem mais do que o conhecimento da solugao!

Exercicio 1: Leia, reflita e discuta:

Proposigao:
Seja n um numero inteiro positivo.
n + 1 divide n! se, e somente se, n + 1 nao for primo.

Argumentagao:

(=) Se n+ 1 divide n! e n+ 1 é primo, entdo n + 1 divide algum fator de n!, isto é, n + 1 divide
k, para algum 1 < k& < n. Absurdo.

(<=) Se n+1 nao é primo, entao existem inteiros positivos a e b tais quen+1=abe 2 < a,b < n.
Entao a e b figuram na fatoracao de n!. Logo o produto a.b divide n!.

H& algumas melhorias que podem ser feitas para tornar a argumentacdo mais clara, mas ha
uma falha que se sobressai.

E verdade que a e b figuram na fatoragao de n!, e por isso a divide n! e b divide n!. Assim, se
a # b, podemos concluir que a.b divide n!, mas se a = b, o argumento falha.

E o que acontece no caso a = b?

Investigando esse caso, podemos encontrar um contraexemplo para a proposi¢ao: a = b = 2,
ou seja, n = 3. Entao temos que 3+1 nado é primo e 3+1 nao divide 3!.

Ok. Descobrimos que a proposigao é falsa. E agora?

Agora tentaremos corrigir a proposi¢ao. Podemos corrigi-la de muitas formas, que podem ser
mais ou menos abrangentes:

I) n+ 1 divide n! = n + 1 nao é primo.

IT) Se n + 1 ndo é um quadrado perfeito, entdo vale que: n + 1 divide n! <= n + 1 nao é primo.
III) Se n > 3, vale que: n + 1 divide n! <= n + 1 nao é primo.

IV) Se n # 3, vale que: n + 1 divide n! <= n + 1 nao é primo.

Todas essas proposigoes sdo corretas (e sdo, portanto, teoremas), mas a III) e a IV) sdo muito
mais abrangentes que a I) e a IT). Vamos agora demonstrar a proposicao III).

(=) Suponha, por absurdo, que n + 1 divide n! e n + 1 é primo. Entao n + 1 divide algum



fator de n!, isto é, n 4+ 1 divide k, para algum 1 < k& < n. Como n + 1 e k sdo positivos e n + 1
divide k, segue que n + 1 < k. Absurdo.

(<) Se n + 1 nao é primo, entao existem inteiros positivos a e b tais que n +1 = ab e a,b > 2.
Temos entao que a,b < n, e por isso a e b figuram na fatoracao de n!.

Caso 1: Se a # b, temos que a e b sdo dois termos presentes na fatoracdo de n!, e portanto a.b
divide n!.

Caso 2: Se a = b, temos que n + 1 = 2. Como n > 3, temos que n +1 > 4. Logo a > 2 e
2a4 < a®> =n+ 1. Entdo a e 2a sdo nimeros inteiros compreendidos entre 1 e n, e por isso figuram
na fatoracao de n!. Como a e 2a sao distintos, segue que o produto a - 2a divide n!. Portanto, a?
divide n!, como queriamos demonstrar.

Observagao: Mesmo uma argumentacao falha de uma proposicao falsa pode ser corrigida,
culminando na produgéo de uma demonstragao (correta) de um teorema descoberto.

Exercicio 2: Reflita e discuta sobre as proposigoes a seguir, nas quais a e b sao nimeros
inteiros:
Para iniciar a discussao sobre as proposi¢oes, um bom comeco é avaliar se sao verdadeiras ou
falsas. Para demonstré-las, utilizaremos o seguinte lema:

Lema: a + b é par se, e somente se, a e b tém a mesma paridade.!
i) a+bparea-bpar = ae b pares.

Pelo lema, a e b tém a mesma paridade. Se fossem ambos fmpares, teriamos que a - b é impar.
Contradicao. Portanto ambos sao pares.

Comentéario: A proposigao é verdadeira, e para demonstra-la sdo necessarias suas duas hipéGteses.

A reciproca é verdadeira.

i) a + b par e a - b impar = a e b impares.

Se a ou b fosse par, teriamos a - b par. Contradigao. Portanto a e b sao impares.

Comentario: A proposi¢ao é verdadeira, mas a hipdtese “a + b par” é desnecessaria para a
demonstragao.

A reciproca é verdadeira.

iii) a + b fmpar e a - b par = a ou b par.

Pelo lema, como a + b é impar, segue que a e b tém paridades distintas. Logo, a ou b é par.

Outra demonstracao: Se a e b fossem impares, terfamos que a - b é impar, contradizendo a
hip6tese de que a - b é par. Logo a ou b é par.

Comentario: A proposicao é verdadeira, e tanto a hipétese “a + b impar” quanto a hipotese
“a - b par” sao suficientes para a demonstragao. Uma hipétese torna a outra redundante. Para
eliminar a redundancia podemos formular a seguinte proposigao:

Proposigao: a + b impar ou a - b par = a ou b par.
A reciproca dessa nova proposicao é verdadeira, e a reciproca da proposigao original é falsa.
iv) a + b {impar e a - b impar = a e b impares.

Se a + b é impar, entao, pelo lema, a e b tém paridades diferentes, logo a - b é par. Portanto
nao existem a e b inteiros que verifiquem as hipéteses da implicacao. Podemos dizer entao que a
hipétese “a+b impar e a-b impar”, para a e b inteiros, é falsa, e por isso a proposigao é verdadeira
por vacuidade, isto é, nao existem contraexemplos que a refutem e nem exemplos que a verifiquem.

A reciproca é falsa.

Observagao: Veja que todas as proposicoes deste exercicio sao verdadeiras, e por isso podem
ser consideradas teoremas, mas ha muito mais do que “verdadeiro ou falso” para ser levado em con-
sideragdo ao avaliar uma proposicao. Podemos dizer que o teorema i) é o mais elegante de todos.

LA demonstragio do lema serd deixada como exercicio para o leitor ;)



Os teoremas i) e ii¢) tém hipSteses redundantes, e por isso poderiam ser melhor formulados. E o
teorema iv), que é verdadeiro por vacuidade, é praticamente irrelevante, visto que nao ha inteiros
que verifiquem suas hipdteses.



