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FILTRO DE KALMAN
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INTRODUCAO

e Modelo em estados:

x(++1) = A*x(1) + B u(y)
y(1) = C™x(1)

> Process = Y(I)
e(r) +
u(f)— | S
Xm(t+1) Xm()
L= B Delay - Y
A +» Estimated state
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INTRODUCAO

e Modelo estados estocastico linear com
coeficientes variando no tempo:
Xr+1 = AX + By, + vy

Yi=Cx; + w,

T T T
E(viwi) =0, E(vyvi) =V, 0y, E[w,wi} =W,
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Paréntese — Minimos
Quadrados Recursivos Vetoriais

°y ¢ um vetor: Yym(t+1, p) = R',rp

* R, ¢ uma matrizn X n,
* O estimador de minimos quadrados minimiza a
funcao objetivo:

L

Jis(P) = Z (Ye— RT-m)TQx(yz ~R,_1p)
=1

* Q; ¢ uma matriz de pesos definida positiva
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Paréntese — Minimos
Quadrados Recursivos Vetoriais

* A solucdo equivalente ao caso escalar ¢€:

-] T -]
K =PR{(Q+1 +RPR)) -,
T
Pr+l - P!-l(HlRlPh

Ymlr+1, Pls(f)] Rt P]:(f)

Pis(-+1) = Pis(t) + Kyt [Yee1 = Ymlt+1, Prs(n])

» Mesmo quando Q7 for disponivel a priori, a
cada 1teragdo € necessario inverter a matriz P,
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Filtro de Kalman — Preliminar

* Vamos considerar duas etapas para a deducao
do filtro de Kalman

* O estado do sistema ¢ constante, as equacoes
de de estado e de observacao se resumem a:

Xt+1 = Xy,

Y! = C;X{ + W,
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Filtro de Kalman — Preliminar

Aplica-se o algoritmo recursivo assumindo:

Pis() =%, Q,=W7' € RT= _C,.,.|-
O que leva a:
K1 = PCrat(Wist + CoatPCran)
Py =P =K Cr Py,
Ym(t+1, %) = CrarXy,

JIét+1 = ”\(r + K1 [y = Ym(r+1, /’\(1)]-

P, é a matriz de covariancia E{(x - &) -%)T)
t
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Filtro de Kalman — Etapa 1

* Seja o sistema 1nicial:
Xr+1 =AX; + Bu, + vy

Vi=Cx; + w,

* Aspredicoes de x ¢ P em t+1 dados os valores
no tempo t, sdo chamadas %, € P41y S0
chamados de valores a priori

* Os valores corrigidos de x ¢ P em t+1 dadas as
medidas no instante t+1 sao chamadas %,. 1. €
Priire
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Filtro de Kalman — Etapa 1

* Predicao de x e P:

§:+llt = Al?(llf + By,
* O erro de predicao ¢ dado por:
Xe+1 — QH-III = Ay(x, - ”\‘tlr) + Vv
 Se a predicao for ndo tendenciosa:E(xm1 - X114} = 0
* A variancia de predicao ¢ dada por:
Pratir = E{(Xrs1 = X 11D Xra1 = Xer11)T = E{AL(X; = X )(X, - ’)\(”,)TAT] + E[VrVT]

T
=APuA; +V;
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Filtro de Kalman — Etapa 2

» Etapa de correcdo: caso estatico:

A A

Xt+1 = X411+
A A
xl — xH‘“h

Pii1 = Pty
Pr— P
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Filtro de Kalman

* O algoritmo:
e Sendo dados % e Py

— Predicao de estados e covarianca:
A A
X+l = AXye + By,
T
Pin=APpA; +V;

— Ganho do filtro
T T
K =PuinCrsa1(Wet + Crs PraiC 1)
— Atualizacio da predi¢ao de estado:

A A A
X+ = Xpe 1l + K1 (Y1 = G Xea110)
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Filtro de Kalman

— Atualizacao da covariancia:
Prstits! = Pt = K1 Cra 1 Prs e
* Os ganhos podem ser atualizados offline

* Se 0 modelo for impreciso o filtro pode
divergir
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Filtro de Kalman

* Influéncia das covariancias:
T T
Kt+I(VVt+I T Cr+lPl+l|tC1+l) = Pr+lltC1+l

T -1 T ~1
Kia1l(I+CriiPraiCrs1Wir 1) = Pt Cr s 1 Wis g

T ~1
Kist = Pra1r = Kt 1 Cr1 Prs11) Cr 11 Wi
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Filtro de Kalman

Filtro estacionario:

P=1lim Py, and P* = lim P,y
{— oo [—300

Da equacao de P,
l’+ ::/\])A\1‘-F“,
Portanto:
P=P"-P'CT(W + CP*CT)-ICP*

Equacao de Ricatti discreta:
P* -V =AP*AT - AP*CT(W + CP*CT)-ICP*AT
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Filtro de Kalman

* Ganho do filtro estacionario de Kalman:
K =P*CT(W + CP*CT)-!
* Implementacdao muito simples:

Xralie1 = AXyg + Buy + K[y 1 — C(AXyy + Buy)]

= (A - KCA)X,, + (B — KCB)u, + Ky, 1.
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Filtro de Kalman Extendido

* Um sistema nao linear em tempo discreto:

Xr+1 = £(Xy, ug, pp) + vy,

X0 = Xo(Po).

yr= h(x;, p1) + w;
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Filtro de Kalman Extendido

e Sistema extendido:

¢ | Xy p
x,=[p]. com Prsl = Pr+ Vy
t

e (O sistema fica:

e f(x,, us, py) vi » e e
Xi+] = + D ="L(Xhut)+vr
P vy & = [xo(po)]

yi= h(x}) + w,




Filtro de Kalman Extendido

~ . . AC
* Expansao de primeira ordem em torno a X,
- c C c
£°(x7, up) = £ (X, wy) + Ag(xy = Xy1p)

onde: i - Of(xp, uy py) Of(Xp, uy py)
LT Ix T Jp! N
8x$T Ixtll %%

i 0 I N

€, AC

e: h(xy) = h°Riyp1) + Colx; - Xi-1)

com: C, = ah( ,) [Bh(xf p;) dh(x, p,)]
T
Ixtlr- 0X ap: |x,|,_

()
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Filtro de Kalman Extendido

* O sistema ndo linear ¢ aproximado por:

¢ e AL AC ¢
Xt+l = Ax; + fc(xrlr. uy) — AXyp + vy

e e AC AC
Yi=Cxy + h (X)=1) - CiXql—1 + Wy

que ¢ linear com coeficientes nao constantes.

vV 0
O Vvp

()
Universidade de Sao Paulo Escola Pol itécnica Pés-gradua cdo em Engenhar ia Quimica usp>ep> peq >




Filtro de Kalman Extendido

¢ Predigﬁo: Qf+l|! = fc(”\‘flh u)
T
* Calcula-se: Ppjy=APyA, +VC

T T
Ky = PH—IIICI+I(W + Ct+|Pt+lIlCr+l)”"

P1+Hr+1 - Pt+llt - KH-ICH-IPH-“I

e E no fim:

AC AC C AC
Xisth+l = Xpetlt + Kt [yt = (X110
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Estimador de Horizonte Movel

-
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Estimador de Horizonte Movel

e Sistema nao linear:
In+l1 = @(:En, un) + Wnp

Yn — h(xnaun) + Un
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Estimador de Horizonte Movel

e Janela de tamanho N:

. 2 2
min o — a3, + Z 3 Izt — (@, w)l} + 3 5 Ih(ziw) - il
1=n

* Problema de otimizacao nao linear com N+1
variaveis:
T = (Tny-+ sTniN)
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Estimador de Horizonte Movel

e Dificuldades: calculo numérico
* Determinacgao de P
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