MODELOS EM SERIES TEMPORAIS

I Séries Temporais

A descrigdo de sinais que dependem do tempo ¢ em geral realizada na forma
discreta no tempo. Supde-se que os sinais sdo amostrados em intervalos regulares. A estes
sinais da-se o nome também de séries temporais. A modelagem de tais sinais corresponde a

uma atividade importante da identificacdo de sistemas.

I1 Modelos de Ruido

A hipétese de independéncia do ruido ¢ um hipotese que em geral ndo se verifica na
pratica, para séries temporais. Uma maneira de modelar a correlagdo do ruido entre dois
pontos (ou mais) i e i-1 ¢ através de um modelo de correlacdo. Os modelos mais comuns

sao:
1.1 Modelo Auto-Regressivo

para ambos os modelos que serdo apresentados aqui, supde-se a existéncia de uma
"semente" normal (média zero e varidncia o”) e independente, dito ruido branco.
Notaremos ¢ este ruido branco. As propriedades do ruido branco sdo tais que para 0 mesmo

instante:

of =E€’)

e para dois instantes diferentes (duas amostras diferentes):



(55 = E(siaj)z 0
Um modelo de erro auto-regressivo (AR) ¢ dado por, por exemplo:

Nj =—a1Mjq +&;j

Desta forma o ruido m ¢ auto-correlacionado no tempo. Estes modelos podem ser
dados de maneira mais genérica utilizando-se a notacdo com polindmios do operador atraso

q"'. A aplicagio do operador atraso a uma determinada variavel é definida por:
a7y =y
De maneira mais genérica define-se um polinomio moénico A(q):
A(Q)=1+a,q  +a,q2+...+a, q"
e portanto um ruido auto-correlacionado segundo um modelo AR pode ser expresso por:
A(Qn=¢
11.1 Modelo de Média Movel

Este tipo de modelo denominado comumente de MA (moving-average) pode ser
dado por exemplo por:

T]J =8j +C18j_1
ou de maneira mais genérica por:

n;j =C(Q)Sj

onde C(q) ¢ um polindmio mdnico.



Pode-se ainda definir modelos ARMA que combinam ambos os tipos de auto-

correlagdo, genericamente através de:
A(qQ)n; =C(q)¢;

111 Modelos Deterministicos e Estocasticos

Estes modelos permitem modelar a relacdo entre uma variavel deterministica, u(t),
chamada de varidvel exdgena ou variavel controlada, e uma variavel estocastica, y(t), que

tem uma contribui¢do, tanto da varidvel exdgena quanto de um ruido branco.

O modelo mais simples ¢ o chamado modelo ARX (combinagao de um modelo AR,
com uma contribuicdo exogena). Neste modelo, os sinais y(t) e u(t) sdo relacionados

através da seguinte relagdo matematica:
y(t)+a,y(t-1)+...+a_ ,y(t—na)=bu(t—n, )+...+b_ u(t—nb—nr+1)+¢g(t)
Este modelo pode ser colocado em notag@o polinomial:
A(q) y(t) = B(q)u(t) +&(t)
Os parametros deste modelo s3o aj, ay, ..., ana, b1, by, ..., byb.

Outro modelo deste tipo ¢ o chamado ARMAX, que inclui além da parcela AR, da
variavel exdgena (X), a contribuicdo de um ruido MA. Os sinais y(t) e u(t) sdo relacionados

através de:

y(t)+a,y(t-1)+..+a_y(t—-na)=bu(t—n, )+..+b u(t—nb—nr+1)+e(t)+ce(t-1)+...

Que pode ser notado através de polindmios no operador atraso:

+c,.&(t—nc)



A(q) y(t) = B(q)u(t) + C(q)(t)
Os parametros deste modelo sdo aj, a, ..., ana, b1, b2, ..., bab, C1, C2, -.., Cne
Nesta linha, podem ser geradas as seguintes estruturas:

ARARMAX:

C(q)
D(q)

A(q)y(t) =B(q)u(t) + &(t)

Output Error:
y(0) =%u(t)+sa>

Box-Jenkins:

_B@ C(q)
y(t) = F(Q) u(t) + D) e(t)

V Metodologia de Ajuste

A metodologia mais comum para o ajuste de modelos em séries temporais ¢ a

metodologia do erro de predi¢do. Ela ¢ baseada na andlise de uma série de dados no tempo:
[y(m) y(n-1) y(n-2) ... y(1)]
[u(n) u(n-1) u(n-2) ... u(1)]
Para o modelo ARX ¢ proposto o seguinte preditor :

y(t,0)=-a,y(t-1)—..—a_ y(t—na)+bu(t—n,)+..+b u(t—nb—nr+1)

Neste caso:



y(t) - y(t,0)

¢ um residuo que deve ser minimizado para obter a estimativa de 6. O vetor 0 ¢

composto pelos pardmetros:
0=(-a,,~a,,.,~a,,,b,,b,,.,b )"
O ajuste deste modelo gera um problema linear em relagdo aos pardmetros.
No caso de um modelo ARMAX, o preditor € ndo linear em relacao aos parametros:

y(t,0)=-a,y(t-1)—...—a_ y(t—na)+bu(t—n,)+..+b u(t—nb—nr+1)
+eo (y(t=D—-y(t-10)) +c, (y(t—2) - y(t-2,0)) +...+ ¢, (y(t —nc) — §(t —nc,0))

V Independéncia do residuo

A independéncia do residuo ¢ uma das hipoteses mais importantes na formula¢ao do
critério de estimagdo para séries temporais (g(t) € suposto ruido branco).

As duas rotas mais usuais sao a analise da funcao de auto-correlagdo e os testes nao
paramétricos. O célculo da fun¢do de autocorrelagdo (Walter e Lecourtier, 1997) envolve o

calculo da estimativa da funcao de autocorrelagao:

1 n—-k

¢,(k) = D (& —2) (e —€) (17)

n-k i3

A funcao de auto-correlagao reflete a correlagao da variavel, no tempo, € por isso
depende do parametro k, que ¢ o niumero de intervalos de tempo, ou lag. A autocorrelagao

normalizada ¢ estimada por:



plk) = :(k) (18)

Fazendo-se inumeras hipéteses pode se mostrar que f)(k) tem distribuicdo normal
quando n € grande com média -1/(n-1) e variancia 1/n. Um teste de hipoteses aproximado
de que ﬁ(k) ¢ nulo pode ser feito, com um tamanho de 5% (95% de significancia) tomando-

se a regido critica:

[l 2 (9

Segundo Walter e Lecourtier (1997), esta regido critica pode ser corrigida ainda por:

= e e, @0

Os testes nao paramétricos sao baseados na descricdo qualitativa dos dados através
de sequéncias binarias, que podem ser testadas frente a hipoteses. Um deste métodos ¢ o de

corridas acima e abaixo da mediana. Para tal define-se uma funcao auxiliar, u;:

lseg »v
u-:
" |0seg <v

onde v ¢ a mediana da amostra de &;. Se g; for igual a v € s6 usar o bom senso (por exemplo,
sortear com uma moeda se o valor de u; associado ¢ 1 ou 0). A partir disto gera-se uma

sequéncia de u;’s:

uj u u3 Ug Us Ug uy ug Ug Uio ur



a partir do qué definem-se as corridas como uma sequéncia em que ha repeti¢do do mesmo

nimero, desta forma na sequéncia acima pode-se separar as seguintes corridas:
0|111/00]1]0]1]00...

ou seja que neste conjunto de 11 pontos temos 7 corridas. O teste de hipoteses serve para

decidir se este resultado deve ou nao ser aceito como um resultado de uma variavel

aleatoria independente. Para dados p (ntimero de resultados 1) e n, o numero de corridas, p,

segue uma distribui¢ao aproximadamente normal com média:

2p(n-p)
(n+1)

com variancia:

2p(n-p)2p(n—p)-n]
nz(n—l)

Siegel (1956) tabelou valores para a regido critica de r (nimero de corridas) para
diferentes nimeros de n e p (Mandansky, 1988, p. 109). Outra op¢ao de teste ndo
paramétrico ¢ o teste de corridas para cima e para baixo. Nesta caso calcula-se uma

sequéncia de variaveis auxiliar:

lse g =g
V: =
" |0see, <k

Mostra-se que a média para o numero de corridas é:

2n-—1
3

€ a variancia;

16n-29
90

sendo que para n muito grande a distribui¢ao se aproxima de uma distribui¢do normal.



Um ultimo teste de independéncia ¢ o chamado "rank von Neumann ratio". Para
este teste associa-se a cada & o seu rango, isto €, a sua posicdo quando os residuos sdo
ordenados do menor ao maior. O rango pode variar de 1 a n. Cria-se um série de rangos, 1i,

I, 13, ..., In. E calcula-se a estatistica:

n

Z(ri _ri—l)z
==L 21
Y n(n®-1)/12 -

chamada de razdo de rank von Newmann. Valores criticos para ¢ = [n (n*-1)/12] v sdo

tabelados em Mandansky (1988, p. 117).
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