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Capitulo 10 - Introducao ao Controle Otimo

Controle. . .

e Controle 6timo nao poder ser confundido como o controle
ideal:

Controle LQR
Filtro de Kalman
et 116G e Como em sistemas MIMO as matrizes K e L nao sao tnicas,
técnicas de controle 6timo podem ser utilizadas para utilizar
de forma inteligente este “grau de liberdade”.

e Assuntos do capitulo:

— Controle Quadratico Otimo Variante no Tempo com funcao
custo quadratica para o problema de regulacao;

— LQR: forma estacionaria do controle variante no tempo;
— Filtro de Kalman;
— Filtro de Kalman estacionario;

— Controle LQG: LOQR com FK estacionéario.
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1. Controle Quadratico Otimo Variante no Tempo

O Controle Otimo Quadratico pode ser enunciado como segue.

min J = %XT[N]SX[N] +% z_: (x'[n]Qx[n] + u'[n]Ruln]) (1)

u

—
sujelto a /

x[n +1] = ®x[n] + T'uln], x[0] =x;, (2)
_

onde,
e Q matriz (k x k) simétrica definida semi positiva;

e R matriz (r x r) simétrica definida positiva;

e S matriz (k x k) simétrica definida semi positiva;

Se o estado final for imposto, tal que x|N| = x;, entao o
primeiro termo a direita de (1) é eliminado.
3
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A solucao do problema de minimizacao de J pode ser feita de

algumas formas diferentes, como por programacao dinamica, e o
método de multiplicadores de Lagrange. Aqui serd reproduzida a
solucao pelo método de multiplicadores de Lagrange.

Deseja-se minimizar o indice de desempenho descrito em (2)
sujeito as restricoes impostas em (1). Considere um vetor de
multiplicadores de Lagrange A[n+1| para cada instante n. Assim,
o seguinte indice de desempenho é definido

L = %XT(N)SX[N] + % nz% (XT[TL]QX[R] +u'[n]Ruln]

+ A [0+ 1] (—x[n + 1] + ®x[n] + Tufn)) ) (3)

—— _— -

Dando sequéncia ao procedimento de otimizacao, as seguintes

\J_

——
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equacoes sao obtidas:

e 0L e T -
Qg'ﬂl_?_[n]RJr)\ n+ 1T =0 (4)
Controle LQR
Filtro de Kalman aL _ [ —I— 1] —|—@ [ ]-'-I‘ [ ]_ O (5>
Controle LQG aA[n —I_ 1] B \‘X " *{r u ni\._

oL
o | Ok SN - XN ©
Pagin de Roxe | ~
S ai[L] = x'[]Q = AT[n] + AT [n + 1]® = 0 (7)
] <~ J

Note que (5) é simplesmente a equacao de estados, ou seja,

T

_ veer | x[n + 1] = &x[n| 4+ Tuln] (8)
_Full Sereen | Equacao (6) especiiica o valor final de Aln]. O termo A[n| é fre-
=
=T

quentemente denominado vetor adjunto e, por isso, (7) é denom-
5
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inada equacao adjunta, que pode ser escrita como uma equacao
de diferencas para tras, tal que:

e a4
&[n] = &' A[n + 1] +@ (9)

A Equacao (9) pode ainda ser reescrita como uma equacao de
diferencas para frente, ou seja,

\B[n +1]= & TAJn] — @—ﬂ (10)

A solugao de (4) é dada por:

r\ ~-R~ 1I‘m (11)

Sobre as condigoes de contorno, x[0] = x; deve ser dado. En-
tretanto, A|0] ndo é usualmente conhe(ndo, sendo A|N| a condicao
de contorno, dada por (6), ou seja,

tA[N] - Sx|N). | (12)
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Com isso, o conjunto de equacoes que descreve a solucao 6tima
do problema de otimizacao esta completamente especificada, tal
que,

Aln] = @' A[n+1] + Qx
xn+ 1] = ®x[n|+ I'un]

un] = —R'T'A\[n +1]
- x|0] = x;
AN] = Sx[NN

A solucao desse problema com valor de contorno em dois pontos
nao ¢ trivial. Um método denominado varredura de Bryson e Ho

7|, consiste em assumir o\ = &
\J,)\[””{?H”]X[n]? (13)
Com tal definicao, o problema com valor de contorno em dois
7
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pontos em X e A, é transform para um problema com condicao

de contorno em um ponto em\BJ De (13) e (4), tem-se que:

—
Controle LQR RU[TL] — _FTP[n + 1]X[n —I_ 1]

Filtro de Kalman — _FTP[n + 1] (I)X[TL] _|_ Fu[n] )J (14)
Controle LQG

Resolvendo para u|n|, obtém-se

—

e |
puas e | (HM

— = (R+FTP[n 1T) (15)
EEEE De (13) e (9), segue que

B Pl = 2 P+ Lxln + 1]+ Qx[nl. (16)
_ ver | Ao substituir x[n 4+ 1] em (16) por (8), tem-se

I

 Fechr | Pln]x[n] = & 'Pn + 1] (®x[n| + I'aln]) + Qx|n|. (17)
oo | 8
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Ainda, substituindo u[n| de (15) em (17), chega-se em

P[n|x[n] = ®'Pn+ 1] (cbx[n] —T'(R+T'Pln+ 1]1“)‘1 I'Pln + 1]@x[n]
+ QxIn] - (1

-

Controle LQR

Filtro de Kalman que pode ser reescrita como

Controle LQG
— /
(P[n] —®"P[n+1®+® Pn+1L (R+T Pn+1T) -

I Pln+ 1] —9@ 0. n o

Como (19) deve valer para qualquer x[n], o termo que o multi-
plica deve ser nulo, o que resulta na solu¢ao de P|n].

Pln| =& (P[n +1=Pln+ 1L (R+T Pln+ 1) T'Pln+ 1]) $+Q,
— 7 (20)
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que é frequentemente escrita como

Pln] = <I>T‘11Q/l[n +1]® + Q, (21)

em que

M[n+1] = P[n+1]—P[n+1T' (R + T Pn+ 1JT) T P[n+1]
22)
A Equagao (20) é denominada Equagao de Riccati. De (12)

e (13) pode-se verificar que

PN =S, 23)
e portanto a solucdo é descrita pelas Equacdes recursivas (21) e
(22), com a condi¢ao de contorno dada por (23). A recursao deve

ser resolvida de tras para frente, pois a condicao de contorno é
um ponto final.
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A acao 6tima de controle é dada por:

Controle. ..

Controle LQR em que, de (15),

ufn] = ~Kinlxfn]. (24)

Filtro de Kalman

Controle LQG K[n] ? (R —I_ FTP[n _|_ ]‘}I‘) - FT [n —I_ 1]@/ (25>

~

Os céalculos sao resumidos no seguinte procedimento:

Faga PIN| =S e K[N]
Facap=N;

Calcule M[n] = P[nl— P[pIT (R + L TPRIT) " T P[n];
Calcule K[n — 1] = (R + ETELZL]F)_I L P[n]®;

Armazene K[n — 1];

Calcule P[n — 1] = ® "M[n|® + Q;
Facan=n—1;

Va para o passo 3.

=l

Para uma dada condigao inicial x|0] = x;, para efetuar o cont-
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role, utiliza-se os valores de K|n| armazenados e

x[n + 1] = ®x|n| + T'uln], (26)

onde

uln] = —Kin|x|n| (27)

Portanto, uma vez conhecido o modelo do sistema e as matrizes
de peso S, Q e R, e a duragao do problema N, os valores de K|n]
devem ser previamente calculados e armazenados.

Pode-se verificar que o custo 6timo é dado por

Jnin = X' [0]P[0]x[0] (28)

# Exemplo 1: |Ogata DTCS| Considere um sistema descrito
por
x[n + 1] = ®x[n] + Tuln]

12
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onde, N

11 I 1T\

- P = [1 O] I' = [O] ; X[O]: 0|/

Y]
Controle. . .
Controle LQR

Filtro de Kalman seguinte indice de desempenho
Controle LQG

Determine a sequéncia 6tima de controle u[n] que minimiza o

10 10
Q= [0 1]’ =l B2 [o 1]

Solucao: O seguinte script foi utilizado para resolver o prob-
lema

fclear all; clc; close all;
Phi = [1 1;1 0]; Gamma = [1; 0];
d Q = eye(2); R=1;
‘fN = 8;
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P = zeros(2,2,N+1); P(:,:,N+1) ?égﬂ

K = zeros(N£I1,2);
% Calculo de K
for n=N+1:—1:1

;M:B(:,:,n)—P(:,:,n)*Gamma*inv(R+Gamma'*P(:,:,n)*Gamma)*Gamma'*P(:,:,n -

if (n>1)

= K(n=1,:) =«inv(R+Gamma'x*P (:,:,n)+*Gamma) *Gamma'*P (:, :,n) *Phi;
P(:,:,n—1) = Phi'xM+Phi+Q; -
end
end
X = zeros(2,N+1); u = zeros(l,N+1);

x(:,1) = [1; O];

% Calculo de u

for Q;I;N+l

u(n) = —K(n,:)*x(:,n);

X(:,n+l) = Phixx(:,n)+Gamma*u (n) ;
end

Os resultados obtidos sao apresentados na tabela seguinte:
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Table 1: Resultadqﬁs: do exemplo 1.
P|n] \K[n]) _x[n] | ufn)
3,7913 1,0000| | 1 11 01,0000\ N\
1,0000 0,7913 Y-
11,0000 1,7913] | ! N o M —
3,7911 0,9999| | T 1| 10,0000
0,9999 0,7913 -0,7913
10,9999 1,7913] | * 11 [1,0000]| | =
3,7905 0,9997| | T 11 10,2087||
0,9997 0,7911 || -0,2087
10,9997 1,7911] | ! 31 o,0000] || —
3,7877 0,9986| | T 11 10,0001
0,9986 0,7905 -0,1651
10,9986 1,7905] | ' 11 o, 2087] || =——
3,7740 0,9932| | T 11 l0,0437
0,9932 0,7877 -0,0435
10,9932 11,7877 | * -1 10,0001] | =
3,7097 0,9677| | [ 1 [0,0003]]
0,9677 0, 7742 -0,0342
10,9677 1,7742] | ! Do, 0a37] | =
| [ r 3|
3,4286_0,8571| | T 11 10,0099 !
L =L |0,8571 0,7143 || -0.0087
0,8571 1,7143] T ' | 0,0003){ | =
B . = = W‘L
2-5000 0,50000 | 11 [0,0015]1
70,5000 0,5000 || -0,0057
10,5000 1,5000] | 11 10,0099 | —
N o) \ . .\ 0,0057] |
,'/:(/ ] \\ LO O]//J \\\Q/r y
L 01y N 0,0015] | =
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2. Controle LQR

K(n| — K

De fato, para um problema de tempo infinito (regulador), a
solucao com ganho constante ¢ 6tima. Tal solugao € denominada
regulador linear quadratico (LQR).

Para N — o0, o indice de desempenho poder ser modificado
para

J— % S (x" [1]Qx[n] + u' [n/Rufn]) (29)

n=0
O termo %XT(N )Sx|N| nao aparece neste representagao, pois
ao assumir estabilidade no regulador 6timo x4 converge para zero.

Possivel solucao: resolver a Equacao de Riccati na forma esta-

16
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cionaria, denominada Equacao Algébrica de Riccati:

P~ (P~ P.T(R+T'P,I) 'T'P,)&+Q (30

Devido ao fato da equacao ser quadrada em P,,, ha mais de
uma solucao. A solucao escolhida deve ser definida positiva. Em
muitos casos nao é possivel obter uma solucao analitica de (27),
0 que exige métodos numeérico para sua solugao.

No MATLAB, ha o comando dlgr que, de acordo com a no-
tacao utilizada aqui, possui a seguinte sintaxe:

[K,P,E] = dlqr(Phi,Gamma,Q,R,N).
Tal comando calcula a matriz de realimentacao de estados K,

de forma que uln] = —Kx|n| minimize o seguinte indice de de-
sempenho:
1 o
J = 5 (x'[n]Qx[n] +u'[n]Ruln] + 2x ' [n]Nu[n])
n=>0

17
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para o sistema descrito por

x[n + 1] = ®x|n| + T'uln,

Por default, N = 0, valor este assumido quando o parametro é
omitido. Adicionalmente, o comando retorna solucao da Equacao
algébrica de Riccati, P, e os autovalores de malha fechada do
sistema, E.

Em relacao ao projeto do controlador LOR, ainda ha uma
questao em aberto? Como escolher as matrizes Q e R?

A resposta para tal pergunta € um pouco decepcionante, pois
requer uma certa quantidade de tentativa e erro.

Um aumento em Q aumenta a velocidade de convergéncia da
solucao ao ponto de equilibrio. Um aumento em R reduz o esforco
de controle considerado;

A regra de Bryson (ponto de partida), mencionada em |Franklin],

sugere escolher Q e R diagonais, tais que: |Ia 7

18
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1 :
Qii = ——— — — 5, t=1,2,...,k.
G, Maxima variacao aceitavel para x:
Filtro de Kalman 1
R'LZ — j — ]_ 2 o o o 7".
el dlos Maxima variacao aceitavel para u?éL Y

Como relacionar especificacoes de desempenho?

Q e R sao apenas fracamente conectadas com as especificacoes
de desempenho.

Procedimento de pincer (“pinga”) mencionado em |Franklin| —
polos de malha fechada no interior do circulo de raio 1/a;, com
a > 1. Com isso, a resposta oscilatoria decaira pelo menos com
taxa igual a 1/a™.

Suponha a seguinte funcao custo modificada:

19
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Controle. ..

"~
Fito do Kalmar = ) [2[n]"Qz[n] + v[n] Rv[n]] (31)
Controle LQG n=0

onde z|n| = a"x|n| e v|n] = a™u|n]. Com isso,

zln+1] = o™ Vx[n+ 1] = oV (®x[n] + Tuln))
a®(a"x[n]) + ol'(a"uln])

= a®zn| + al'v|n] (32)
Com isso, o problema de controle 6timo é reformulado, tal que
a solugao 6tima ¢ dada por vin| = —Kz|n|, ou seja, a"un| =

—K(a"x|n]), ou ainda,

un| = —Kx|n| (33)
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Portanto, utilizando a lei de controle da Equacao (33), a tra-
jetoria resultante é 6tima para a fungao custo definida em (31).

Para garantir a estabilidade de z[n|, o vetor x|n| precisa decair
com taxa pelo menos igual a 1/a".

Suponha que seja definido o tempo de assentamento ¢ para um
estado z;, tal que z;(0) = 1 e z;(nT,) < 0,01z,(0). Considere
que os demais estados sao nulos para n = 0. Assim, ao considerar

z;(nTs) = 2;(0)(1/)",
conclui-se que
(1/a)" < 0,01 = a > 100" = 100%/% (34)

Para aplicar o procedimento de pincer considerando o critério
de 1% para o tempo de assentamento ¢, e periodo de amostragem
T, encontre o valor de o utilizando (34), e encontre a matriz K
do LQR para as matrizes a® e ol.
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# Exemplo 2: |Franklin| Considere um sistema com a seguinte
equacao de estados

X = Ax + Bu
onde,
0,2 0,1 1] 0 1 | (1]
A=|-006 0 0|, B=|00,7, x[0]= 10},
0 0 -1 1 0 0

e a seguinte equacao de saida
y = Cx,

100
C_[014

O projeto deve seguir as seguintes especificacoes:

co1n

1. Maxima frequéncia de amostragem igual a 5 Hz:
22
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2. Tempo de assentamento (1%) para x; menor do que w;

3. Tempo de assentamento (1%) para zz menor do que 8 s;
Controle. . . ~

4. Méaximo desvio em x; menor do queZ e em xy menor do que
S —

_ 1.
Filtro de Kalman —
Controle LQG 5. Maximo desvio em u; menor do que 5 e em us menor do que
-~ L — L)
10.

Assume-se Ti = 0, 2s. Assim:

] Ew C 10,9607 0,0196 0,1776 ] C0.0185  0.1974]
BN S = |-0,0098 0,999 —0,0009|, T = [—0.0001 0.1390
0 00,8187 01813 0

Para obtencao de «, considera-se a restricao mais forte: oz?l
10092/24 = 1. 4678. As matrizes Q e R sao obtidas a partir das

23
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restricoes 4 e 5:

1/2 0 0 )
Q=] 0 1/120|, R= 1/05 1/202
0 0 0

J—

O seguinte codigo em Matlab foi utilizado:

clear all; clc; close all;
fs=5; Ts=1/fs;
= [-0.2 0.1 1, -0.05 0 0; O O —-1]; B = [0 1;0 O0.7; 1 0O];
= [1 0 0; 01 0]; D = zeros(3,2);
OBS: no bloco State—Space foi feito C=eye (3) para obter na saida todos os

o ) P

%estados para a realimentacao. Para obter y, tomou—se as 2 primeiras saidas
[Phi, Gamma] = c¢2d(A,B,Ts);
item = 'c¢';
switch (item)
case 'a'
ts = 2.4; alpha = 100" (Ts/ts);
n—
Q = diag([d/272 1/122 0]); R.= diag(l./[572 10=2%);
)

— ———

K = dlgr (alphaxPhi, alphaxGamma, O, R) ;
case 'b'

ts = 5; alpha = 100" (Ts/ts);

Q = diag([1/272 1/172 0]); R = diag(l./[5%2 10"721);

24
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K = dlgr (alphaxPhi, alphaxGamma, Q,R) ;
case 'c'
ts = 5; alpha = 100" (Ts/ts);
Q = diag([1/2”2 0 0]); R = diag(1l./[5%2 10"21);
K = dlgr (alphaxPhi, alphaxGamma, Q, R) ;

otherwise

error ('item deve ser '"'a'', '"'b'' ou "'¢'' ");
end
X_ini = [1 0 0];
sim('SIM_EX3 CHAP_12"');
x 1 =x out(:,1); x 2 = x_out(:,2); x_3 = x_out(:,3);
t_d = (0:length(x_1)—1)*Ts;

subplot (2,1,1)

stairs(t_d,x_1, 'b"'");hold on; stairs(t_d,x_2,'r");
xlabel ('$Sn T_s$', 'Interpreter', 'latex');

ylabel ('"Amplitude', 'Interpreter', 'latex"')

leg = legend('Sx_1(n T_s)$','Sx_2(n T_s)S$','$x_3(n T_s)S");

set (leg, 'Interpreter', 'latex', 'Location', 'best', 'FontSize',12);
subplot (2,1,2); stairs(t_d, u); grid on

leg = legend('Su_1(n T_s)S$','Su_2(n T_s)$"');

set (leg, 'Interpreter', 'latex', 'Location', 'best', 'FontSize',12);
xlabel ('$n T_s$', 'Interpreter', 'latex');

ylabel ('Su(n T_s)$', 'Interpreter', 'latex"');

stairs(t_d,x_3,'g'); grid o

O diagrama de simulacao ¢é apresentado na Figura 1. A matriz
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de ganhos é dada por

ro _ [6,8137 —9,7876 3,7946
Controle. .. - O7 9548 4, 9424 07 1045

Controle LQR

Filtro de Kalman

To Workspace4

Controle LQG
P x_1 ‘ u_1
b ,. > X' = Ax+Bu y
E[82 fcn y = Cx+Du
w® u_2 Z0H1 To Workspace
To Workspace3
x_out

O codigo do Bloco Matlab Function é apresentado abaixo:

A\ A 4

State-Space y

v Y
MATLAB Function [t|zoHa I_J-L‘JZOH:S IA_H_ ZOH2

A A A

Figure 1: Diagrama de blocos da simulacao o Exemplo 2.

function [u_l, u_2] = fcn(x_1l, x 2, x_3, K)

S#eml

u_l = —( K(1,1)»x_1 + K(1,2)*x_2 + K(1,3)*x_3 );

u 2 =—(K(2,1)*x_1 + K(2,2)*x_2 + K(2,3)*x_3 );
26
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Os resultados obtidos sao apresentados nas Figura 2. Observe

que os tempos de assentamento estao muito mais baixo do que
os especificados, especialmente para x5. No entanto, o esforco
de controle u; nao satisfez o limite maximo especificado. Para
melhorar este aspecto, pode-se tentar aumentar o tempo de as-
sentamento. Por exemplo, para t; = 5, chega-se em:

~ [3,5006 —5,0086 2,3797

K= 1,1031 4,3946 0, 1646

A Figura 3 apresenta os resultados obtidos. Note que os re-
sultados agora satistazem todas as especificacoes. Entretanto, os
requisitos para xs ainda sao bem conservadores, o que sugere uma
relaxacao no custo relativo a este estado, resultando em

[1/22 0 0]
Q=] 0 Qo
0 00

27
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Com isso, a seguinte matriz de ganhos é obtida:

K 1,9570 —2,6986 1, 7547
Controle. .. - 12,9805 0,6968 0,5816

Filtro de Kalman

Os resultados obtidos sao apresentados na Figura 4, Note que o
esforco de controle diminuiu e os requisitos de projetos continuam

Controle LQG . .
sendo satisfeitos.
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1 T T T T T T T T T
o 051 i
Controle LQR ”g
pe
%‘( 017 x1(nTy)
= xo(nTy)
-05F -
x3(nTy)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nT,

1 T T T T T T T T T
0 -
S
o H ur(nTy)| |
uz(nTy)
_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 4: Resposta do Exemplo 2 com especificacao t; = 5s e relaxacao no custo de x».
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Se a equagao de saida do sistema é dada por y|n] = Cx|n/|, e
Q = C'C, entao a funcao custo do LQR pode ser escrita como:

Controle. ..

Controle LQR

Filtro de Kalman

(x'[n]C" Cx[n] +u'[n]Ruln])

NE

0

n
Controle LQG

(v '[nly[n] + u'[n]Ruln)) (35)

NE

DO | — O | —

|
o

__ Homersge |
_Paginede o | ’
Se em (35) a matrix R for da forma R = pI, com p — 07,

entao tem-se a forma demominada cheap control. Isso significa
| que nao ha penalizacao no esforco de controle.
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3. Filtro de Kalman

O filtro de Kalman consiste em um conjunto de equacoes recur-
sivas para estimar os estados do sistema descrito pelas seguintes
equacoes de diferencas

x|n + 1] = ®x(n| + T'un| + ¥wn|, (36)

y[n] = Cx[n] + v|n|, (37)

onde wn| e v|n| representam, respectivamente, o ruido de pro-
cesso e o ruido de medicao, ambos caracterizados como ruido
branco Gaussiano, tais que

E {v[klw'[j]} =0, (38)
v} ={ g 7 (39)



Controle. ..

Controle LQR
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€

B {wikw 1) ={ g "7 (40)

Considere um estimador com a mesma estrutura do estimador
de valor atual (filtro), tal que

X[n| = X[n| + L¢[n|(y|n] — CX|n]), (41)

x|n| = &xn — 1] + T'ujn — 1], (42)

onde (42) é denominada atualizacao temporal, dependendo ape-
nas do modelo, ao passo que (41) denomina-se corre¢ao de medida.
Definem-se:

X[n] = X[n| — xn], (43)
como o erro de estimacao a posteriori e
X[n] = X[n] — x[n], (44)
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como o erro de estimacao a priori. Suas respectivas covariancias

(medidas das magnitudes dos ruidos) sao dadas por:

Controle. ..

Pln] = E {X[n] % [1]} (45

Controle LQR

e -
Controle LQG M[n] — ]E’ {i[n] )_( [n]} <46>

Ao substituir (43) e (41) em (45), obtém-se:

Pln] = E{x[n]x'[n]}
= E {(I — L.[n]C) X[n] %' n] (I — LCC)T} +E {L[n]vin] v'[n]L, [n] }

€

| o» ]
| — (I-Ln|C) M[|(I — L[n]C)" + Lefn] Ry LT ] (47)

O ganho L.[n| é obtido ao minimizar o seguinte custo:

in[lgj J =Tr (Pn]) (48)
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Antes de prosseguir, considere as seguintes propriedades: sejam
G, A, X, B e P matrizes de dimensoes compativeis, entao

Controle. ..

R 91 [(G + AXB)P(G + AXB)T} —2AT (AXB + G)PB’
0X

Controle LQG

0 . -
_torwe | ax [ (XAXT) =X (A+AT)
Pigina de Rosto | Com isso, verifica-se que:
ET
R o Tr [(I — L¢[n]C) Mn|(I — Lc[n]C)T} — —2(I-L,Jn]C)M[n]C",

(49)
¢

)

| pagia s6.e 78 |

e | T T

| Full Seren | OL.[n] Ir (Lc[n] Ry L, [n]) = Lc[n] (Rv + Rv) = 2L.[n|Ry.
| rectr |

[ |

(50)



Bruno A. Angélico PTC5611
Logo,

BN i
Controle. .. a(]
Controle LQR aLC [’}’L]
Filtro de Kalman

Controle LQG

— —2(I— L.n|C) M[n]C" + 2L.[n|R». (51)

Ao igualar (51) a zero, encontra-se L.|n], tal que

L[n] = M[n]CT(CM[n]CT +Ry) (52)

Considere novamente a Equagao (47). Ao expandir os termos,
chega-se em:

P[n] = M[n]—L.[n]CM[n]+L.[n] (CM[n]C' + Ry) L, [n] —M[n]CTL{ [n]) .
53

Substituindo (52) no terceiro termo do lado direito de (53),
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obtém-se:
Controle. .. P[n] p— (I = LC[n]C) M[TL] :> P[n] (M[n])_l — (I - LC[H]C) .
Controle LQR (54)
A Equacgao (52) pode ser rearranjada como:
e L[] = M[nJC'R,'Ry (CM[n]CT +R,)
| = M[n]C'R;' (CM[n]C 'R, + I)_1
_Piginade Rosto |

(55)
N Com isso,
I . L.n] (CM[n]C'R;' +I) = M[n]C'R.'

(56)
ou seja,

|
B
__Fultseren_ | L.n] = M[n|C'R;! — L.[n]CM[n]C'R;! = (I — L.[n]C)M[n]C'R;’
T
T

(57)
38
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Y Portanto, de (54) e (57), chega-se em:
Controle . . . Lc[n] — P[TL]CTR;I (58)

Controle LQR

Filtro de Kalman

Controle LQG

Ao substituir (58) de volta em (54), verifica-se que:

P[] = (M '[n] + C'R;'C) " (59)

Uma forma numericamente mais eficiente de se escrever (59)
pode ser obtida utilizando-se o seguinte lema.

Lema 3.1 Lema da inversao de matrizes

Considere R, S, T e U matrizes de dimensoes (N x N ),
(Nx K), (KxK)e(KxN), respectivamente, e que nao haja
problemas de singularidade com as matrizes a serem invertidas,
entao, a sequinte relacao é vdlida:

(R+STU) ' =R'—R'S[T"'+UR'S] UR™
39
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Assim:

Controle. ..

Controle LQR P[n] _ M[n] _ M[n]CT (CM[n]CT + RV)_l CM[H] (60>
e

Controle LQG

Note que em (58) o ganho L.n| depende de P|n| dada em
(60), que por sua vez depende de M|n]|. Para fechar o conjunto
. equacoes recursivas que definem o filtro de Kalman, considere:
i

X[n+1] =X[n+ 1] — x[n + 1] (61)

Mn+1]=E
De (44) e (36),

—N—

ﬂn+uiﬂn+u}. (62)

(63)

_pasina 10 de 7 |
v |
AR X[n+1) = ®x[n|+Tun]—®x[n]-Tuln]—¥win] = ®x[n]—Tw(n].
| e |
| e |
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Com 1isso,
- Mn+1] = E {(q)i[n] — Owln]) (®x[n] — \Ilw[n])T}
= E{®x[n] iT[n]CI)T} +E {®¥wn| WT[n]\I!T}
Controle LQG = OK {i[n] iT [n]} (I)T + WK {W[n] WT[n]} \IJT
one| (64)
_ Pgina de Rosto | Portanto,
—— Min + 1] = ®P[n] & + R, O (65)
N

Assim se completa as relacoes que definem o estimador 6timo
variante no tempo, conhecido com filtro de Kalman. Os calculos
sao resumidos no seguinte procedimento:

As equacoes recursivas para determinar M e P no filtro de
Kalman sao repetidas aqui:
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1. Defina Ry, Ry, X[0] e M[0] ;

2. Fagan = 0;

3. Calcule P[n] = M[n] — M[n]CT (CM[n]CT +R,) " CM]n]
4. Calcule L.[n] = P[n]C'R;;

5. Calcule X[n| = X[n| + L.[n](y[n] — CX[n]);

5. Atualize X[n + 1] = ®x[n| + 'uln];

6. Atualize M[n + 1] = ®P[n|®' + PR, P ';

7. Facan=n+1;

8. V& para o passo 3.

P[n] = M[n] — M[n]CT (CM[n]CT + R,)  CM]n]
M[n + 1] = ®P[n]|®' + YR, ¥’

J& para o controle 6timo, tinha-se:
Min] = P[n] — P[nJT (R + TTP[T) I'"P[n]
Pln—1] = ® 'M[n|® + Q
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Note que as duas formas sao semelhantes, exceto pelo sentido da

evolucao temporal. Assim, da mesma forma que feito no controle
6timo, pode-se considerar a versao em regime estacionario para o
estimador, resultando em um ganho constante L,,. Por analogia
ao controle 6timo, tem-se:

Lss — Mss CT (C MSSCT + RV)_17 <66>

onde

M,, = ®P,,®' + YR, ¥ ', (67)

P,, = M,, - M,,C™ (R, + CM,,C") ' CM,, (68)
De (67) e (68), obtém-se:

M, = @ (M,, - My,CT (Ry + CM,,CT) " CM,,) ®"+WR, ¥, (69)
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que esta na forma da equacao algébrica de Riccati.

No MATLAB, h4 o comando dlge que, de acordo com a no-
tacao utilizada aqui, possul a seguinte sintaxe: [L,M,P,E] =
dlge(Phi,Psi,C,Rw,Rv), sendo E os polos resultantes do obser-
vador.

O LQR e o FK sao duais, ou seja, relagoes analogas sao obtidas
nos dois casos, simplesmente fazendo as correspondéncias apon-
tadas na Tabela 2

Table 2: Parametros duais do LQR e do FK em regime estacionario.

LQR  FK
P Y
r c’
Q YR, UT
R R,
K L,
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# Exemplo 3: Considere o sistema descrito por:

70

G(s) =
Controle. . . ( ) (8 _|_ 2)(8 + 5) (S + 7)
Controle LQR A representacao em espaco de estados pode ser dada por
o] [—14 =59 =70 [zy]  [70]
Controle LQG ,CUQ = 1 O O an —|— O U
| zs] L0 b O desl L0
.
Yy = [0 0 1} To
] v
BB Assuma que haja ruido branco de medicao, tal que Ry = 0, 01.

Considere também a presenca de ruido branco no estado x1, tal
que Ry, = 0,01. Note que assim, pode-se considerar

pagina o5 de ¢ |
G
e | U= [0
e T
I

0
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PTC5611

Projete estimadores de estado considerando: a) observador de
Luenberger, alocando os polos com dinamica cerca de trés mais
rapida do que a menor constante de tempo do sistema; b) filtro
de Kalman variante no tempo; c) filtro de Kalman estacionario.

Assuma estado inicial igual a {1 0 1]

T

Antes de iniciar a solucao, observe que:

—331_ _371_
To|l = A |xo| +
3 L3

u +

w= A

1 bl 1_
To| + 0 0 [Z]
_5[)3_ L 0 O_

Assim, para incluir o ruido de processo no modelo, pode-se con-

siderar a matriz aumentada By =

de estados, bem como o vetor de entrada [

46

by 1
0 0
_O 0_

no modelo em espaco

.



Bruno A. Angélico PTC5611
A solucao é obtida pelo seguinte codigo Matlab:

clear all; clc; %close all;
fs=50; Ts=1/fs; s = tf('s");

Controle.... G = 1/((s+2)* (s+5)x(s+7)); K G = 1/dcgain(G); G = K_GxG;
Controle LQR $OBS 1: O ganho foi transferido para a matrix de entrada. Assim y = x_3
[A,B,C,D] = tf2ss(G.num{:},G.den{:}); B = BxK_G; C = C/K_G;
Controle LQG [Phi, Gamma] = c¢2d(A,B,Ts);
Psi = [1 0 0]'; Rv = le—2; Rw = le—2;

_ $0OBS 2: no bloco State—Spacel a matrix B foli modificada para considerar a
$entrada de ruido em x_1. Consequentemente, D foi modificada
Al = A; Bl = [B, Psi]; Cl1 = C; D1 = [0 O0]; % Bloco State—Spacel
_ %0OBS 3: no bloco State—Space2 C=eye(3) para obter todos os estados
% para fins de comparacao
-- A2 = A; B2 = B; C2 = eye(3); D2 = [0; 0; 0]; % Bloco State—Space?2
x 0 = [1 0 1]; %estado inicial
item = 'a';
- - switch (item)
case 'a' SLuemberger
_ so = [—21; —22+3%2; —22—3*2]; p_o = exp (soxTs);
Lc = place(Phi', (CxPhi)',p_o0)"';
sim('SIM_EX4 CHAP_12 _a');
_ case 'b' %Filtro de Kalman
M 0 = eye(3);
_ sim('SIM_EX4 _CHAP_12 Db');
case 'c' %$Filtro de Kalman estacionario
_ Lc = dlge (Phi, Psi, C, Rw, Rv);
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sim('SIM _EX4 CHAP_12_a');

otherwise

error('item precisa se '"'a'', "'b'' ou '"'c¢'' ");

end

x 1 =x out(:,1); x 2 = out (:,2); x_3 = x_out(:,3); y = x_3;

X
x_chap_1 = x_chap_out(:,1); x_chap_2 = x_chap_out(:,2);

X_chap_3 = x_chap_out (:,3); y_chap = x_chap_3;

t_d = (0:1length(y_chap)-—1)

figure(1l);

plot(t,y, 'b',t_d,y_noisy,'y',t_d,y_chap,'r");

xlabel ('$tS$S', 'Interpreter', 'latex');

ylabel ('Amplitude', 'Interpreter', 'latex');

1 = legend('SyS$S sem ruido', 'Sy$ com ruido', 'S$\hat yS$');

set (1, 'Interpreter', 'Latex', 'Fontsize',12);

figure (2);

subplot (3,1,1);plot(t,x 1, 'b—"',t_d,x_chap_1,'r'"); axis([0 20 —4 4]);
xlabel ('$t$', 'Interpreter', 'latex"');

ylabel ('Amplitude', 'Interpreter', 'latex');

1 = legend('$x_1$"','S\hat x_1$'); set(l, 'Interpreter', 'Latex', 'Fontsize',
subplot (3,1,2);plot(t,x 2, 'b—"',t_d,x_chap_2, 'r'"); axis ([0 20 =2 21]);
xlabel ('$tS$S', 'Interpreter', 'latex"');

ylabel ('"Amplitude', 'Interpreter', 'latex');

1 = legend('$x_2S$"','S\hat x_2S$");

set (1, 'Interpreter', 'Latex', 'Fontsize',12);

subplot (3,1,3);plot(t,x_3, '"b—"',t_d,x_chap_3, 'r'"); axis ([0 20 —0.5 1.5]);
xlabel ('$tS$', 'Interpreter', 'latex"');

ylabel ('"Amplitude', 'Interpreter', 'latex');

1 = legend('$x_3$','S\hat x_3$'); set(l, 'Interpreter', 'Latex', 'Fontsize',

12

12
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Diagramas de simulacao estao apresentados nas Figuras 5 e 0.

Controle. ..

E
3
3
IA

h 4

Controle LQR

Filtro de Kalman

Controle LQG

‘ x_chap_: » »| x_chap_out

To Workspace3

> X' = Ax+Bu > t
y = Cx+Du x_ou

State-Space2 To Workspace1

Figure 5: Diagrama de blocos da simulacao o Exemplo 3 a e c.

49



Controle. . .
Controle LQR

Filtro de Kalman

Controle LQG

PTC5611

X_bar M

Data Store Data Store Gl

Memory1 Memory

To Workspace4

‘ x_chap_ > P X _chap_out

To Workspace3

X' = Ax+Bu
y = Cx+Du

X_chap_ >

State-Space1
P Add2 Zero-Order

Hold

MATLAB Function

Y

To Workspace2

x' = Ax+Bu > 2GR
y = Cx+Du g -

To Workspace1

A 4

State-Space2

Figure 6: Diagrama de blocos da simulacao o Exemplo 3 b.

Codigos dos blocos Matlab Function:

%$a) e c) Luenberger e Kalman Estaciondrio

function [x_chap_1, x_chap_2, x_chap_3] =

fcn(u, y, Phi, Gamma, C, Lc)

S#eml

global x_bar;

X_chap = x_bar + Lcx(y — Cxx_bar);

X_bar = Phixx_chap+ Gammax*u;

X_chap_1 = x_chap(l); x_chap_2 = x_chap(2); x_chap_3 = x_chap(3);
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%b) Kalman variante no tempo

function [x_chap_1, x_chap_2, x_chap_3] =
fecn(u, y, Phi, Gamma, C, Rv, Rw, Psi)
S#eml

global x_bar;

global M;

P = M—M*+C'*inv (CxMxC'+Rv) *CxM;

Lc = P+C'+inv (RvV);

Xx_chap = x_bar + Lcx(y — Cxx_bar);

X_bar = Phixx_chap+ Gammaxu;

M = PhixP*Phi'+Psi*Rw*xPsi';

x_chap_1 = x_chap(l); x_chap_2 = x_chap(2); x_chap_3 = x_chap(3);

Os resultados obtidos sao mostrados nas Figuras 7 a 9.
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