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oitava série de exercicios

“Why is it that particles with half-integral spin are Fermi particles whose
amplitudes add with the minus sign, whereas particles with integral spin are
Bose particles whose amplitude add with positive sign? We apologize for the
fact that we cannot give you an elementary explanation. An explanation has
been worked out by Pauli from complicated arguments of quantum field the-
ory and relativity. He has shown that the two must necessarily go together,
but we have not been able to find a way of reproducing his arguments on
an elementary level ... This probably means that we do not have a complete
understanding of the fundamental principle involved ...”

Feynman Lectures on Physics ...

(A) gases ideais quanticos - férmions -

1- Considere um gés de N elétrons livres dentro de um recipiente de
volume V. Obtenha expressoes para a energia interna, a pressao e a com-
pressibilidade no estado fundamental (que também se chama estado comple-
tamente degenerado). Utilizando dados para um metal alcalino (sédio, por
exemplo), obtenha valores numeéricos para a densidade de elétrons livres, a
temperatura de Fermi, e a compressibilidade no estado fundamental. Com-
pare a previsao tedrica desse modelo de elétrons livres com o valor experi-
mental da compressibilidade do sédio a temperatura ambiente.

2- Mostre que o potencial quimico de um gés classico ideal de N particulas
monoatoémicas ocupando um volume V', a temperatura 7T', pode ser escrito

na forma
)\3
n = kBT In (—) s
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em que v = V/N é o volume especifico e A = h/v/2mmkgT é o comprimento
de onda térmico. Esboce um grafico de pu/kgT contra T. Obtenha agora a
primeira correcao quantica deste resultado. Isto é, mostre que o potencial
quimico de um gds ideal quéantico pode ser expandido em termos do fator

N /v,
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Obtenha explicitamente o prefator A para férmions e para bdsons. Esboce
um grafico de pu/kgT contra T (ou contra A\™ 2, que ¢ a temperatura em
unidades convenientes) para férmions, bésons e particulas cléssicas.

3- A baixas temperaturas, a energia interna de um sistema de elétrons
livres pode ser escrita na forma de uma expansao em poténcias de T'/TF,

3 T\> 7\*

em que T é a temperatura de Fermi. Verifique de forma explicita a validade
dessa expansao e obtenha a constante A. Para T << Tg, qual a forma
assintética do calor especifico a volume constante?

4- Considere um gés de N elétrons livres ultra-relativisticos, dentro de
uma regiao de Volime V', a uma dada temperatura 7', na presenca de um
campo magnético H. Desprezando os efeitos magnéticos orbitais, o espectro
de energia é dado por

€50 =Cp— ppHo,

em que i € o magneton de Bohr e o0 = £1.
(a) Para campos fracos, mostre que a energia de Fermi desse sistema pode
ser escrita na forma

er =A+ BH?+ O (H?).

Calcule expressoes para os prefatores A e B.
(b) Mostre que a magnetizacao no estado fundamental pode ser escrita
na forma

M =CH+O0 (H?).

Obtenha uma expressao para a constante C.
(c) Calcule a susceptibilidade a campo nulo no estado fundamental.



(B) gases ideais quanticos - bésons

5- A teoria de Planck da radiagao consistiu em propor um “espectro de
energia”’ da forma

€z = nhvp,
em que h se tornou conhecida como “constante de Planck” e n = 0,1, 2, ...

—
para cada modo normal k .
(a) Mostre que a funcdo canonica de parti¢ao associada a cada “modo
normal” é dada por

exp (—ﬁnhz/?) = [1 — exp (—ﬂhz/?)}_l ,
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de onde é possivel obter a energia
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(b) Mostre que a energia interna total do sistema de osciladores da radi-
acao é dada por
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em que a densidade de energia por frequéncia,

81h V3

uv) = ¢ exp (Bhv) =1’

¢ a celebrada “férmula de Planck”. Mostre que u (v) ~ v? no limite v — 0,
e que u (v) se anula exponencialmente no limite ¥ — oo, corrigindo assim a
“catdstrofe do ultravioleta”.

6- O numero de particulas de um gds ideal de bésons, com spin nulo,
dentro de um recipiente de volume V', é dado pela expressao
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em que 8 = (kgT) ™" é o inverso da temperatura absoluta, z = exp (8u) é a
fugacidade, e
hk?
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é o espectro de energia.
(i) A densidade de particulas no condensado é obtida a partir do limite

apropriado da expressao
1 =z

CV1-z
Faca gréficos de ng contra z (com 0 < z < 1) para valores crescentes do
volume V. O que acontece no limite V' — oo0?

(ii) Mostre que nao ha condensacdao de Bose-Einstein num sistema de
bésons livres em duas dimensoes.

(iii) Suponha agora que o gds de bdsons livres esteja num regime ultrar-
relativistico, isto é, que o espectro de energia seja dado por

N
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em que a constante ¢ é a velocidade da luz. Acima de qual dimensao d ha
ocorréncia de uma transicao de Bose-Einstein? Calcule a temperatura da
transicao de Bose-Einstein para d = 2.

7- Considere um sistema de bdsons ideais, de spin nulo (7 = 1) e massa
m, dentro de um recipiente de volume V.

(a) Mostre que a entropia acima da temperatura Ty da condensacao de
Bose-Einstein é dada pela expressao

V5
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em que

h
V2mmkgT

¢ o comprimento de onda térmico de de Broglie e

9o (2) = ZZ_Z
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(b) Dados N e V, qual é a expressao da entropia abaixo de Tp? Qual é a
entropia associada as particulas do condensado?
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(c) Utilizando a expressdo da entropia, mostre que o calor especifico a
volume constante, acima de Tj, é dado por

o = §kB 595/2 (2) _ 393/2 (2)

4 g3/2 (2) 912 (2)

(d) Abaixo de Tp, mostre que o calor especifico a volume constante é dado
por
15
4

(e) Dado o volume especifico v, esboce um gréfico de cy/kp contra T
(ou contra A2, que é a temperatura em unidades convenientes). Obtenha,
expressoes assintdticas do calor especifico para T' — 0 e T — oo (ou seja,
mostre que os seus resultados satisfazem tanto a Lei de Nernst quanto a
forma cldssica da equipartigdo da energia). Obtenha o calor especifico para
T = Ty. Compare o seu grafico com a forma do calor especifico experimental
do hélio liquido nas vizinhancas da transicao A.

v
cy kBF95/2 (1).

Um trabalho pioneiro sobre a condensacao de Bose-Einstein e as suas
conexoes com a superfluidez no hélio liquido foi publicado por F. London em
1938 [F. London, Phys. Rev. 54, 947, 1938].



