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ExXERcicIo 1.
Seja
W= {(z,y,2,t) ER*: 3+ 2y +2=0, ex+ 2y + 3t = 0}.

(a) Determine uma base de W.
(b) Estenda a base de W que vocé obteve no item (a) a uma base de R%.

(c) Use o item (b) para determinar um subespago U de R* tal que R* =W o U.

REsOLUGAO.

(a) Como
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{(=2y — 3t,y,4y + 9, 1) : y, t € R}

{ —2,1,4,0) + t(— 3,0,9,1):y,t€R}
[(-2,1,4,0),(-3,0,9,1)].
0
0

E, como By = { -2,1,4,0),(-3,0,9, )} é LI (pois (—2,1,4,0) e (—3,0,9,1) sdo ambos nao nulos, e
(—2,1,4,0) ndo é multiplo de (—3,0,9,1)), disso resulta que By, é uma base de W.

(b) Como
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o conjunto B := {(—2, 1,4,0),(-3,0,9,1),(1,0,0,0), (0, 1,0,0)}7 cujos elementos sdo os vetores em R*
que correspondem as colunas de A que deram origem a colunas de A’ que possuem pivo, é uma base de
R* que contém Byy.



(c) Seja
U = [B\ Bw] =[(1,0,0,0),(0,1,0,0)].

Como B é uma base de R*,
R* = [B] = [Bw U (B\ Bw)] = [Bw] + [B\ Bw] =W + U.

Sendo assim, para concluirmos que R* = W @ U, & suficiente mostrarmos que W NU = {(0,0,0,0)} —
0 que, por sua vez, resume-se a observarmos que
dim(WNU) = dim(W) +dim(U) —dim(W +U) =2+2 -4 = 0.
=R4

EXERcCIicIO 2.
As afirmacoes a seguir sito VERDADEIRAS ou FALSAS? Justifique! Demonstre as afirmacoes que
forem verdadeiras. Quando a afirmagao for falsa, exiba um exemplo mostrando que a afirmacao é falsa.
Seja V um espaco vetorial sobre R.

(a) Sejam u,v,w € V. O conjunto {u,v,w} é LI se, e somente se, os subconjuntos {u,v}, {u,w} e {v,w}
sao LI.

(b) Se V' tem um conjunto gerador com n vetores, entdo nenhum subconjunto de V' com menos do que n
vetores pode gerar V.

(¢) Suponha que dim(V) = n. Sejam U e W subespagos de V tais que dim(U) + dim(W) > n. Entao
UNW # {0y}.

(d) Se S CV & um subconjunto LI de V', entao todo subconjunto de S é LI.

REsOLUGAO.
(a) A afirmagdo ¢ falsa.! Com efeito, se V = R?, u = (1,0), v = (0,1), e w = (1,1), entao, embora {u,v},
{u,w} e {v,w} sejam LI, {u,v,w} é LD (pois, nesse caso, 1 -u+1-v+ (=1)-w = (0,0)).

(b) A afirmagdo é falsa. De fato, se V= R?, entéo tanto G == {(1,0), (0,1), (1,1)} quanto B := {(1,0), (0,1)}
geram V — pois, para quaisquer z e y em R, (z,y) =2 -(1,0)+y-(0,1)+0-(1,1) —, e, no entanto, B
possui menos elementos do que G.

(¢) A afirmacao é verdadeira. Com efeito, como dim(U + W) < dim(V) = n (pois U + W é um subespago
de V), e como, por hipotese, dim(U) + dim(W) > n,

dim(U N W) = dim(U) + dim(W) — dim(U + W) > n — dim(U + W) > 0

>n

e, consequentemente, U N W # {0y }.

(d) A afirmacao é verdadeira. Para demonstra-la, suponhamos que S seja um subconjunto LI de V', e que
A seja um subconjunto qualquer de S. Como, por hipotese, S é LI, sabemos que, se k pertence a
{1,2,3,...}, se ai,...,a; pertencem a R, e se vy,...,v; sdo vetores dois a dois distintos de S tais
que aivi; + ...+ arvr = Oy, entdo, necessariamente, a; = ... = ap = 0. Sendo assim, como cada
elemento de A é também um elemento de S, podemos concluir, em particular, que, se k pertence a
{1,2,3,...}, se a1,...,a; pertencem a R, e se vy,..., v sdo vetores dois a dois distintos de A tais que
a1v1 + ... + agvg = Oy, entdo, necessariamente, a; = ... = a; = 0. Logo, A é LI

'E verdade que, se {u,v,w} & LI, entdo {u,v}, {u,w} e {v,w} sdo LI, mas {u,v,w} pode ser LD mesmo que {u,v}, {u,w}
e {v,w} sejam LI.



ExXERCICIO 3.
Seja T': R* — R* a transformacao linear definida por

T(x,y,2,t) = (x+y+22,2c+3y+5z—t,oe+2y+32—t,y+z—1t).
Determine uma base de ker(T") e uma base de Im(7).

REsoLuUGAO.
Como, para cada (z,y, 2,t) € R%,

T(x,y,2,t) = (x+y+22,20+3y+5z—t,x+2y+32—t,y+2—1t)
= 2(1,2,1,0) + y(1,3,2,1) + 2(2,5,3,1) + £(0, -1, -1, — 1),

Im(T) = [(1,2,1,0),(1,3,2,1),(2,5,3,1), (0, -1, -1, -1)].

Sendo assim, como
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o conjunto {(1, 2,1,0),(1,3,2, 1)}, cujos elementos sdo os vetores em R* que correspondem as colunas de A
que deram origem a colunas de A’ que possuem pivo, é uma base de Im(T"). Vamos, agora, encontrar uma
base de ker(T). Para isso, observemos, inicialmente, que ker(7) é o conjunto solugdo do sistema linear

z+y+2z = 0
2c4+3y+52z2—t = 0 (%)
r+2y+3z—t = 0 °
y+z—t = 0
Como
r+y+2z = 0
20 +3y+5z—t = 0 x+y+2z = 0 r = —y—2z
r+2y+3z2—t = 0 ’;{ y+z—t = 0 N{ t = y+z ’
y+z—1t = 0

disso resulta que

ker(T) = {(—y —2z,y,2,y+2):y,z€ R}
={y(-1,1,0,1) + 2(-2,0,1,1) : y, 2 € R}
=[(-1,1,0,1),(-2,0,1,1)]

— a partir do que concluimos, em vista do fato de que {(—1, 1,0,1),(-2,0,1, 1)} é LI (pois (—1,1,0,1) e
(—2,0,1,1) sdo nao nulos, e (—1,1,0,1) ndo é maltiplo de (—2,0,1,1)), que {(—1,1,0,1),(-2,0,1,1)} é uma
base de ker(T).

EXERcicIo 4.

(a) Sejam V e W espagos vetoriais, seja T € L(V, W), e sejam vy, ...,v € V tais que {T(vl), . 7T(vk)} é
LI. Prove que {vy,...,vx} & LL

(b) Seja T: R? — R? definida por
T(z,y,2) = (ay + bz, —ax + cz, —bx — cy),

em que a, b e ¢ nao sao todos nulos. Mostre que dim (ker(T)) =1.

2 A matriz dos coeficientes do sistema (*) é justamente a matriz A, que escalonamos anteriormente e que é equivalente a A’.



()
(d)

Prove que ndo existe nenhuma transformacao linear injetora de R*? em R'°.

Seja T' € L(R?) definida por T'(z,y, z,t) = (0,0, ,y). Verifique que ker(T) = Im(T’). Se V é um espago
vetorial de dimensao impar, pode existir T' € L(V) tal que ker(T) = Im(T)?

REsOLUGAO.

(a)

Sejam aq, ...,ar € R tais que a1vy+. ..+ agvr = 0y. Como ayv1+...+arvr = Oy, resulta da linearidade
de T que
a1 T(v1) 4+ ...+ aT(vg) = T(ar1v1 + ... + apvr) = T(0y) = O

Logo, como, por hipétese, {T'(v1),...,T(v;)} € LI, podemos concluir que a; = ... = a; = 0. E, como
ay,...,ar € R tais que ajv1 + ... 4+ agvr = Oy sao completamente arbitrarios, disso decorre, por fim,
que {vy,...,v5} é LL

Como, para cada (z,y, z) € R3,
T(z,y,2) = (ay + bz, —ax + cz, —bx — cy) = (0, —a, —b) + y(a,0, —c) + z(b, ¢, 0),
Im(T) = [(0, —a, —b), (a,0, —c), (b, ¢,0)]. Vamos mostrar que dim (Im(7")) = 2. Como
dim (ker(7)) = dim(R?) — dim (Im(7)) = 3 — dim (Im(T)),

disso resultara que dim (ker(T)) = 1. Para concluirmos que dim (Im(T)) = 2, analisaremos, separada-
mente, o caso em ¢ = b = 0, 0 caso em que a = 0 # b e 0 caso em que a # 0 e mostraremos que, em
qualquer um dos casos, existe uma base de Im(7") com exatamente dois elementos.

CASO EM QUE a =b=0.

Se a =b =0, entdo c # 0 (pois, por hipétese, a, b e ¢ ndo sao todos nulos), e Im(T") = [(0,0, —c), (0, ¢, 0)].
Logo, nesse caso, {(0, 0,—c), (0, ¢, O)} é uma base de Im(7).?

CASO EM QUE a =0 #b.
Se a=0,eb=#0, entao

Im(T) = [(0,0,-b), (0,0, —c), (b, ¢,0)] = [(0,0,=b), (b,c,0)]

(pois, como b # 0, (0,0,—c) = £(0,0,—b)). Portanto, nesse caso, {(0,0,—b),(b,c,0)} ¢ uma base de
Im(T).*
CASO EM QUE a # 0.

Se a # 0, entdo, como
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o conjunto {(0, —a, —b), (a,0, —c)}7 cujos elementos sdo os vetores em R3 que correspondem as colunas
de A que deram origem a colunas de A’ que possuem pivo, é uma base de Im(T).

3E facil ver que, se ¢ # 0, entdo {(0, 0, —c), (0, ¢, O)} é LI
4Como, por hipotese, b # 0, {(0, 0, —b), (b, c, 0)} é LI



(c) Se T: R* — R ¢ uma transformagao linear, entdo dim (Im(7)) < dim(R'®) = 10. Logo, nesse caso,

dim (ker(7)) = dim(R*’) — dim (Im(7")) > 40 — 10 = 30 > 0,
———

~———
=40 <10

e, por conseguinte, T' nao é injetora.

(d) PRIMEIRA PARTE.

Como, para cada (z,y, z,t) € R,
T(z,y,z2t) =(0,0,2,y) = 2(0,0,1,0) + y(0,0,0,1),
Im(T) = [(O,O7 1,0), (0,0,0, 1)] Sendo assim, como, para cada (z,y, z,t) € R?*,
T(x,y,2,t) =(0,0,0,0) &z =y =0,
podemos concluir que

ker(T) = {(0,0,2,t) : z,t € R}
= {2(0,0,1,0) + ¢(0,0,0,1) : 2,t € R}
= [(0,0,1,0),(0,0,0,1)]
=Im(T).

SEGUNDA PARTE.

Se dim(V') é impar, nao existe T' € L(V) tal que ker(T") = Im(T). Isso porque, se T' € L(V) fosse tal que
ker(T) = Im(T"), entdo

dim(V) = dim (ker(T")) + dim(Im(7)) = dim (Im(7)) + dim (Im(7)) = 2dim (Im(T)),

e, portanto, nesse caso, dim (V') seria par.



