CAPITULO 8

DINAMICA DO CORPO RIGIDO

Parte 3
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1. Introducéo

Neste capitulo do curso exploraremos os sistemas de vetores ‘quantidade de aceleracao’, dos quais
deriva uma grandeza fisica de natureza torsorial — 0 par composto pelas grandezas fisicas ‘quantidade
de aceleragdo resultante’ e ‘momento da quantidade de aceleracdo resultante’, essenciais a formulagéo
dos dois teoremas fundamentais da Dinamica do Corpo Rigido — o Teorema da Resultante e o
Teorema do Momento da Quantidade de Movimento. O uso concomitante desses teoremas na
resolucdo dos problemas de Dindmica do Corpo Rigido é o elemento caracteristico do Método de
Newton-Euler, assunto dominante nos topicos que seguem.

2. Reducédo de um sistema de vetores quantidade de aceleracéo

Consideremos um sistema material § constituido por particulas P;, de massas m;, que, em um
dado instante, estdo animadas de aceleracdes d;, sendo, portanto, portadoras das quantidades de
aceleracdo m;a; (Fig.1-a). Adotando-se um polo O arbitrario que, no instante considerado, esta
animado de velocidade v, pode-se reduzir o sistema original de vetores quantidade de aceleracédo ao

par vetorial {A, My} , em que
n

c/_i = mlﬁi (2 - 1)
i1

é a quantidade de aceleracdo resultante, enquanto
n

Mo =2(Pi_0)/\miai (2-2)
i=1

€ 0 momento da quantidade de aceleracédo resultante no polo 0.

Figura 1. Reducdo de um sistema de vetores quantidade de aceleragdo de um sistema material.

Mostraremos, a seguir, que Ae ﬁo podem ser expressos em funcdo dos vetores quantidade de
movimento resultante (5) e momento da quantidade de movimento resultante em O (170).

Com esse propo6sito, notemos inicialmente que, para sistemas materiais com massa invariante no
tempo, pode-se escrever:

. . db d . dQ
A = m;a; = miﬁ —E m;v; —E (2 - 3)

n
i=1 i=1 i=1
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ou seja, o vetor quantidade de aceleracdo resultante é a derivada do vetor quantidade de
movimento resultante.

Por outro lado, derivando-se o vetor momento da quantidade de movimento, tem-se:

d,  d < . <&(dB, d0 X R
T a2 B O nmidi = ) (i) amidi+ ) (7= 0) Amd
i=1 i=1 i=1
n n n
=Zﬁi/\miﬁi— ﬁoAmiﬁi+z(Pi_0)Amiai
i=1 i=1 i=1
n n
= P A ) mii+ ) (P = 0) Amid
i=1 i=1
n n
= =) BoAmi+ Y (B—0) Amyd; =
i=1 i=1
n n
= —Tp A miﬁi-l-z(Pi—O)/\miai=—770/\§+]\7f0 2 =4)
i=1 i=1
ou seja,
]‘7[0=%ﬁ0+50’\6 (2=5)

Portanto, o vetor momento da quantidade de aceleracéo resultante é a soma da derivada do vetor

momento da quantidade de movimento resultante com a parcela ¥, A Q, em que ¥, ¢ a velocidade
do polo de reducdo considerado.

3. Equipoléncia entre os sistemas de vetores quantidade de aceleracéo e forca

Destaquemaos, agora, que as particulas P; do sistema material S estdo submetidas a acdo de forcas
externas {F¢*',P;} e forcas internas {F™, (P, P;)} e, por decorréncia, adquirem aceleragdes d,
conforme esquematizado na Fig.2.

ext
F

Figura 2. Equipoléncia entre o sistema de forcas e o sistema de vetores quantidade de aceleracéo.

O principio de acdo e reacdo assegura que as forcas internas agentes entre as particulas P; e P; tém
mesma magnitude e sdo diretamente opostas (ﬁi‘}“ = —ﬁ}ii"t). Consequentemente, as forcas internas
atuantes no sistema material S constituem um sistema nulo, de modo que podemos escrever:
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n n d
R = Z ﬁiext = Zmiai = az m;v; 3B-1)

i=1 i=1 =1

ou seja,
n -

- . dQ

R:Zmiai=E (3—2)
=1

que € equivalente a

As equac0es anteriores, (3-2) e (3-3), sintetizam o Teorema da Resultante, também chamado de
Teorema do Movimento do Centro de Massa: o centro de massa G de um sistema material S se
move como se em G estivesse concentrada toda a massa de S, e em G agisse a resultante R das forcas
externas aplicadas a §.

Como corolério do Teorema da Resultante, verificamos que, se a resultante das forcas externas
aplicadas a § for nula, a quantidade de movimento de S se conserva e 0 seu centro de massa mantém-
se em equilibrio ou realiza movimento retilineo e uniforme.

A prova desse corolario é imediata, pois, se R=0, podemos escrever:

dG(t)

- 2@ - ~ ~
6o _ —— =02 G =G+t (cqd)

mC_iG:()ﬁ dt —Oﬁﬁa(t):ﬁoﬁ
Logo, o centro de massa realiza movimento retilineo uniforme ou se mantém em equilibrio caso
sua velocidade inicial v, seja nula.

Retornando ao sistema material S ilustrado na Fig.3, notamos que, introduzindo-se a expressao
da 22 Lei de Newton no célculo do momento do sistema de forgas externas em um ponto arbitrario O,
tem-se:

n n

M =Z(Pi_0)/\ﬁi =Z(Pi_0)/\midi B-4)
i=1 i=1

Lembrando que

n

Z(Pi—O)/\miai =]\_)/[0 (3—5)

i=1

ou seja,

MO = ]\—)/[0 (3 - 6)

resulta, da equacéo (2-5), que:

—_ d — g

A equacédo acima sintetiza o0 Teorema do Momento da Quantidade de Movimento para um
sistema material, que assim se enuncia: 0 momento resultante das forgas externas atuantes em um
sistema material §,com relacdo a um polo arbitrario O que se move com velocidade ¥, é igual a
derivada do momento da quantidade de movimento de § acrescido do produto vetorial de ¥, pela

quantidade de movimento (3 de s.
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Os sistemas de vetores forca {ﬁi, Pi} e de vetores quantidade de aceleracéo {m;d;, P;} sdo equipolentes
e podem ser reduzidos a uma resultante e a um momento resultante em um polo O arbitrario, ou seja,

R=A_ (3-8)
Mo = My
em que Ae JT/fO se descrevem em funcdo dos elementos de reducao Q, 170 do sistema de vetores

quantidade de movimento {m;v;, P;}, conforme estabelecido nas equacdes (2-3) e (2-5). A Fig.3
ilustra esses fatos.

Figura 3. Reducéo dos sistemas de vetores forca e quantidade de aceleracéo.

Sinteticamente, podemos expressar 0 Teorema da Resultante e o Teorema do Momento da
Quantidade de Movimento como uma igualdade entre dois torgores — o tor¢or de acéo e o torcor
dinémico, isto é:

{R, Mo} = {A, Mo} 3B3-9

4. Derivada absoluta de um vetor descrito em um sistema de referéncia que se translada em
relacdo a um sistema de referéncia fixo

Seja 0,x,y;z; um sistema de referéncia fixo e seja Oxyz um sistema de referéncia que realiza
movimento de translacdo (Fig.4). Seja B=F (t) um vetor variavel no tempo, descrito no referencial
moével Oxyz; B, portanto, é um vetor relativo a Oxyz.

Avaliemos a variacdo temporal de B segundo os pontos de vista de dois observadores — um
solidario ao referencial fixo, outro ao mdvel.
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Figura 4. Variagdo de vetor descrito em referencial mével em translacéo.

Como B é descrito no referencial mével, tem-se:
B =B+ B,j+ B,k (4-1)
Para o observador solidario a Oxyz, os versorest, J, k s3o invariantes. Logo, para esse observador,
a variacdo de B é dada por:
dB

E =Bx?+ .y]_)+ BZE (4—2)

Oxyz

Notemos que, para o observador 0,x;y,z;, 0S versores 1, j, k também sdo invariantes, uma vez

que o sistema de referéncia Oxyz realiza movimento de translacdo. Logo, para o referido observador
ligado a 0,x;y,z;, a variacao de B é dada por:

dB o
E =Bxl+ y]+BZk (4—3)

01x1Y173

Portanto, quando o sistema de referéncia movel Oxyz realiza um movimento de translacdo em

relacdo a um referencial fixo 0,x;y;z,, as variagdes temporais de uma funcéo vetorial B(¢) descrita
na base do sistema movel (relativa a base movel), observadas por observadores em 0,x;y,z; € em
Oxyz séo iguais, ou seja:

dB _dB

i 4—-4)

01X1Y121 Oxyz

Ilustraremos a aplicacéo da equacao (4-2) admitindo que B coincida com o raio vetor (P — 0) de
um ponto P movel em relacdo ao referencial Oxyz, ou seja:

De acordo com a equacao (4-4), a velocidade relativa de P medida no referencial Oxyz é igual a
velocidade relativa de P medida no referencial 0,x;y,z,, Ou seja:
d(P —0) _d(P-0)

— 1-5rel| —
dt P loyx,y,2 dt
01x1Y121 Oxyz

= 5{,el|0xyz = Xpl + ypJ + Zpk (4-6)
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5. Derivada absoluta de um vetor descrito em um sistema de referéncia movel que realiza
movimento de rotacdo em relacdo a um sistema de referéncia fixo

Seja 0,x;y,z; um sistema de referéncia fixo e Oxyz um sistema de referéncia que realiza
movimento de rotacdo em torno do ponto O com vetor rotacdo instantanea £ conhecido a cada
instante. Seja B = B(t) uma funcgdo vetorial descrita no referencial Oxyz (logo, relativa a Oxyz).

Avaliemos a variacdo temporal de B segundo os pontos de vista de dois observadores — um
solidario ao referencial fixo, outro ao maével (Fig.5).

Figura 5. Variagdo de funcéo vetorial descrita em um referencial em rotagdo em torno de um ponto fixo.

Como B é descrito no referencial movel, tem-se:
B = B,i+ B,j + B,k G-1
Para 0 observador solidario a Oxyz, os versores 7, J, k sdo invariantes. Logo, para esse observador,
a variacdo de B é dada por:
dB

= = B+ Byj+ B,k (5—2)

Oxyz

Para o observador 0,x,y,z,, 0s versores 7, J, k variam ao longo do tempo, uma vez que o sistema
de referéncia Oxyz realiza movimento de rotacdo em torno de O. Logo, para o referido observador

ligado a 0,x,y,z;, a variacao de B é dada por:
dB

- =B+ By + B,k + Bl + B, + B,k =

01%1Y121

=B I+B,J+Bk+BAAT+BOA]+B, 3Nk =

= B+ Byj+ B,k + 3 A (B + B,j + B,k) (5—3)
Substituindo-se (5-1) e (5-2) na expressao acima, chega-se a:
dB dB L
T = — +0OAB (5—-4)
t 01X1Y121 Oxyz

Para ilustrar a aplicacdo da equacédo (5-4), considere-se determinar a derivada do vetor rotacdo
instantaneo de um corpo rigido, ou seja, da funcdo w = w(t). Em tal caso, tem-se:
do do L EAG dw
dt Oxyz dt Oxyz

(5-5)

01X1Y17

Conclui-se, portanto, que a aceleracdo rotacional de um corpo rigido medida por um observador
ligado a um referencial fixo é igual a que é medida por um observador ligado ao corpo rigido. Esse
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fato pode ser melhor compreendido quando se adota a interpretagéo de Poncelet (Garnier,1949) para
0 movimento geral de um corpo rigido, expressa através do seguinte enunciado: 0 movimento mais
geral de um corpo rigido corresponde ao rolamento sem deslizamento do axoide mével sobre o
axoide fixo.

Na Fig.6, ilustra-se 0 movimento de rotagéo de um corpo que gira em torno de um ponto fixo O .
Nota-se que, em virtude de ndo ocorrer escorregamento entre os axoides movel e fixo, o vetor rotacao
instantaneo do corpo rigido descreve trajetorias de igual perimetro em tempos iguais em ambos os
referenciais Ox;y,z; e Oxyz.

-
L, W

Wrel

axoide
movel

Figura 6. Variacdo temporal do vetor rotacdo instantnea de um corpo rigido vista por dois observadores.

6. Expressdo do Teorema da Resultante para um corpo rigido
Vimos que, para um sistema material qualquer, o Teorema da Resultante é expresso pela equagéo
L dQ
R = —Q =
dt
onde R representa a resultante das forgas externas que agem sobre o sistema (pois o sistema de forgas

internas é nulo), Qéa quantidade de movimento resultante do sistema e d,; a aceleracdo absoluta do
seu centro de massa. Identicamente, a equacéo (6-1) expressa 0 Teorema da Resultante para o caso
de o sistema material ser um corpo rigido (Fig.7).

mdg (6-1)

Adotando-se O como polo de reducdo, a quantidade de movimento resultante é dada por
Q0 =m[b, + B A(G—0)] (6—2)
e a aceleracdo do centro de massa do corpo se expressa como
Ge=Go+@BAG—0)+BA[BA(G—0)] (6 —23)
Portanto, em um corpo rigido, o Teorema da Resultante pode ser escrito como:

—

R=md; =m{do +@A(G—0)+BA[EA G- 0)]} (6—4)

Alternativamente, poderiamos ter obtido a expressdo anterior mediante derivacdo do vetor
quantidade de movimento resultante Q,ou seja:
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—

- d d
Fo2Q =m0 +@ A G~ 0)]

dt
011121 01%x1Y121

S d
= R =md, +ma[5A(G—0)]

+mw Alw A (G- 0)] (6-05)
Oxyz

Notando-se que (G — 0) é invariante para um observador ligado ao referencial Oxyz, chega-se a:
R=mdy, +m@AG—0)+mBA[BA(G—0)] (6 — 6)
expressao idéntica a (6-3), como era de se esperar.

7. Expressdo do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento para um corpo rigido

Nesta sessdo particularizaremos a expressao (3-7), representativa do Teorema do Momento da
Quantidade de Movimento, para o0 caso em que o0 sistema material corresponde a um corpo rigido S.

Tomaremos por referéncia a Fig.7, na qual se destacam o sistema de forcas externas {ﬁi, Pl-} agentes

em §, bem como os elementos de reducdo {w, vy} do seu campo de velocidades e {6 170} de seu
campo de momentos da quantidade de movimento.

Utilizando-se os sistemas de referéncia fixo 0,x;y,z; € mével Oxyz, derivamos a expressao do
momento da quantidade de movimento de §, dada por

Ho = (G — 0) Ami, + [Jo] - [w] 7-1)
Considerando-se, inicialmente, a parcela (G — 0) A mv,, vimos que ela pode ser interpretada

como o momento da quantidade de movimento de uma particula ideal, com massa igual a do corpo
rigido e que se move com a velocidade do polo 0. Derivando-se esse termo, tem-se:

-

dG do dv,
——— | AmPy+(G—0)Am—
01x1Y121

d -
dt [(G = 0) Amo] dt dt dt

= i[(G —0) Amvy]

01%X1Y171

ou seja,

01Xx1Y171

Figura 7. Corpo rigido movendo-se sob a a¢do de um sistema de forcas.
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Derivando-se, em seguida, o vetor {[J,] - [w]} em relacdo ao referencial 0,x,y,z;, notemos que
ele esta descrito no referencial movel Oxyz. Logo, podemos aplicar nesse caso a equacao (5-4), de
modo que:

d d
7 Wollwl} = —{lUollwl} + & A {lUollw]} (7=3)

01X1Y121 dt Oxyz

E fundamental destacar que, do ponto de vista de um observador ligado ao referencial Oxyz, a
matriz de inércia [/,] do corpo é invariante, ou seja:

d
—1[Jol = [0] 7—4
Vol (7 -4
Portanto, a equacdo (7-3) se escreve como:
d —
2 Wollwl} = Uollo] + & A {lJo][w]} (7—=5)
01%1Y171
Combinando-se as equacdes (7-2) e (7-5), tem-se:
d 4 3 = - . —
atlo|, =—TUp AQ + (G —0)Amdy + [Jollw] + & A{l/o][w]} (7-6)
1X1¥V121
Substituindo-se (7-6) em (3-7), abaixo replicada,
— d — —
MOZ_HO +1})0/\Q (7_7)
dt 0'%1Y124
resulta

Mo — o AQ = =55 AQ + (G — 0) Amdo + [ol[@] + & A {lJo][w]}

Dessa forma, obtém-se, finalmente
Mo = (G — 0) Amdo + [oll@] + @ A {[ol[w]} (7-8)
que € a expressdo do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento para um corpo rigido.

8. Simplificacdes da expressdo do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento de um
corpo rigido

A equacdo (7-8) se simplifica nos casos a seguir:

(@) O polo O é um ponto fixo (d, = 6), de modo que

My = [sll@] + @ A {[s][w]} 8-1)
(b) O polo 0 coincide com o centro de massa G, resultando
Mg = Uslle] + @ A {Us][w]} (8-2)

(c) A aceleracdo do polo O tem a direcdo do vetor (G — 0), conforme se apresenta no classico
problema de um disco que realiza movimento plano de rolamento sem escorregamento sobre uma
superficie plana rugosa (Fig.8); em tal caso,

Mo = [Jolla] + @ A {[ollw]} (8-3)
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S S S S S S S SSSSS
Figura 8. Disco rolando sem escorregar sobre uma reta.

(d) O corpo rigido, de forma arbitraria, realiza movimento plano (Fig.9). Em tal caso, w = wk e
@ = @k, de modo que a equacéo (7-8) adquire a forma

Figura 9. Corpo rigido realizando movimento plano sob a acdo de forgas externas.

]Ox _]Oxy _]Oxz
M, = (G —0) /\m&o + _]Oxy ]Oy _]Oyz
_]Oxz _]Oyz ]OZ

= MO = (G - 0) A maO + (_]Oxzd)i)_]Oyzd)]_)'i']Ozd)k) + wk A (_]Oxzw?_]0y2w7+]02wk)

= MO = (G - 0) /\mao + (_]Oxzd)?_]Oyzd)f+]Ozd)k) + (_]Oxzw2j+10yzw2?)

0

w

. ]Ox _]Oxy ]Oxz
+ wk A _]Oxy ]Oy _]Oyz [ ]

_] Oxz _] 0yz

= MO = (G - 0) AmaO + (]Oyzc‘)2 _]Oxzd))?_ (]Oxz(‘)2 +]0yzd))]_)+]02d)E (8 - 4)
(e) O corpo rigido é assimilavel a uma figura plana e essa se move em seu proprio plano; nesse caso,
Joxz :]0yz =0 (8-5)

de modo que a equacdo (8-5) adquire a forma
M, = (G — 0) Amdy + ],k (8 —6)

Na equacdo acima comparece um Unico termo da matriz de inércia — no caso, 0 momento de
inércia J,,, relativo ao eixo Oz. Porém, ja vimos que, para figuras planas situadas no plano Oxy,

Joz = Jox + Joy 8-7)

independentemente de quais forem os eixos x,y adotados, uma vez que J,, depende apenas das
distancias r; das massas m; ao eixo z.

Conclui-se, portanto, que 0 movimento de §, neste caso, pode ser descrito utilizando-se quaisquer
sistemas de eixos Oxy, sejam eles ligados a § ou ndo. A Fig.10 procura ilustrar esse fato.
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N ok
\w‘k

(67

X1

0,
Figura 10. Invariancia do momento de inércia J,, de uma figura plana: os valores de J,, descritos em Oxy (a) e em

0x'y’ (b) sdo iguais.

(f) O corpo rigido realiza movimento de translacdo. Nesse caso, conforme ilustrado na Fig.11, o

corpo rigido § se translada sob a acéo de um sistema de forgas externas de resultante R.Seu campo
de aceleracGes é uniforme, podendo ser representado por um vetor livre d. Naturalmente, 0s

vetores rotacdo instantanea e aceleragéo rotacional instantanea sdo ambos nulos, ou seja, W = Oe

w=0.

0y

! Y1

Figura 11. Corpo rigido em translacéo.

Nessas condicOes, a equacdo (7-8) adquire a forma:
M, =(G—0)Amd=(G-0)AR (8 —8)

indicando que o momento do sistema de forcas externas aplicadas a § € igual ao da sua resultante
supondo-se que esta seja localizada sobre o centro de massa de S.

Consequentemente, se se adotar como polo o centro de massa G, a equacgéo (8-9) se transforma
em:

ou seja, se um corpo rigido realiza movimento de translacdo, 0 momento das forgas externas em
relacdo ao seu centro de massa é necessariamente nulo.

Além disso, da expressdao do momento da quantidade de movimento de um corpo rigido, ou seja,

Ho = (G = 0) Am¥ + [Jo] - [w] (8 - 10)
concluimos que
H;=(G—-G6G)Ami; =0 (8 —11)

ou seja, se um corpo rigido realiza movimento de translagdo, o momento da quantidade de movimento
desse corpo em relagéo ao seu centro de massa € necessariamente nulo.
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As duas afirmagdes acima ndo podem ser utilizadas para se construw a falsa inferéncia a seguir,
rlscada a proposno “

Na verdade, quando o momento do sistema de forcas em relacdo ao centro de massa de um corpo
rigido é nulo, tem-se

— H:(t N N

ou seja, a inferéncia que pode ser feita é a seguinte: se um corpo rigido esta sujeito a um sistema de
forcas cujo momento resultante em seu centro de massa € nulo, 0 momento da quantidade de
movimento desse corpo se conserva.

Um corpo rigido que se movimenta com as caracteristicas salientadas acima realiza um
movimento por inércia, também chamado de movimento espontaneo ou ‘a la Poinsot’, exibido
pelos giroscopios equilibrados e pelos satélites em navegacao inercial. Essa classe de movimentos
seré analisada no Capitulo 9 dessa série de apostilas.

9. O método de Newton-Euler

O Teorema da Resultante € um dos resultados da obra de Newton, ao passo que o Teorema do
Momento da Quantidade de Movimento se deve essencialmente ao génio de Euler. O uso
concomitante desses dois teoremas, bem como das equacdes da Cinematica, caracteriza 0 assim
chamado Método de Newton-Euler, o qual permite resolver duas grandes categorias de problemas
da dindmica do corpo rigido, quais sejam:

« Problema direto: Conhecidas as forgas e momentos que atuam em um corpo rigido §, determinar
a evolucdo temporal de seu centro de massa e da orientacdo de S.

« Problema inverso: Conhecidas as evolucGes temporais do centro de massa de um corpo rigido S,
bem como da orientacdo de S, determinar as forgas e momentos requeridos para tal.

A resolucédo do problema direto sempre exige a integracdao de um sistema de equacdes diferenciais
de segunda ordem, em geral ndo lineares. O exemplo da Fig.12-a € bastante ilustrativo: 0 movimento
do bloco de massa m que se move sobre uma superficie plana sem atrito sujeito a acdo de uma forcga
F(t) é governado pelo Teorema da Resultante, ou seja, pela equacdo

F(t) = mag @-1
Desenvolvendo-se a equacao acima, obtém-se

d?x F(t)

B 9-2

dt? m ( )

que, uma vez integrada para condi¢Bes cinematicas iniciais conhecidas, produzira a lei de movimento
do bloco, ou seja, uma func¢do da forma x = x(t).
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x(t)
F(t)
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Figura 11. Classes de problemas de dindmica do corpo rigido: (a) problema direto; (b) problema inverso. (Obs: os graficos
de x(t) e de F(t) sdo meramente esquematicos).

A resolucdo do problema inverso, por sua vez, requer apenas a derivacdo temporal das
coordenadas que descrevem a evolucao do centro de massa e a orientacdo do corpo, acompanhada da
substituicdo dessas derivadas nas expressdes do Teorema da Resultante e do Teorema do Momento
da Quantidade de Movimento. No exemplo ilustrado da Fig.11-b, a forga requerida para obrigar o
bloco a se mover de acordo com a lei x = x(t) é uma funcdo F(t) dada por:

F) = mEX ©9-3)
=m— —_
dt?

Além das duas classes de problemas mencionados acima, existe uma terceira categoria de
problemas que apresenta tragcos comuns aos dois tipos de problemas discutidos anteriormente: trata-
se dos problemas mistos. Nesses casos, conhecem-se as forgas externas que agem sobre cada corpo
ndo ao longo do tempo, mas apenas em um dado instante; além disso, desconhecem-se as forcas de
ligagdo nesse instante.

Sistemas Multicorpos se enguadram perfeitamente nessa classe de problemas. Seu enunciado
tipico seria o seguinte: “Em um dado instante conhecem-se: a) o estado cinematico de um sistema de
corpos rigidos vinculados; b) as for¢as e momentos externos aplicados a esses corpos. No entanto,
sao desconhecidas as forcas vinculares agentes nesses corpos. Escrever as equacdes diferenciais que
governam o movimento do sistema multicorpos e determinar as forcas vinculares pertinentes”.

Para resolver essa classe de problemas, de acordo com o método de Newton-Euler, os seguintes
passos sdo requeridos:

« construir o diagrama de corpo livre de cada corpo do sistema, de modo a explicitar as forcas
vinculares agentes nas ligacGes entre eles, bem como as que eles mantém com o meio externo;

« escrever as equacoes do Teorema da Resultante e do Teorema do Momento da Quantidade de
Movimento para cada um dos corpos;

« escrever as equacdes cinematicas que vinculam os movimentos dos corpos do sistema;

« introduzir os vinculos cinematicos pertinentes nas equacles diferenciais que governam o
movimento dos corpos, ou seja, nas equagdes dos teoremas da resultante e do momento da
quantidade de movimento;

« integrar o conjunto de equagdes diferenciais para condi¢fes cinematicas iniciais conhecidas.
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10. Procedimento geral para a resolucédo do problema direto
Utilizando-se a expressdo vetorial do teorema da resultante, ou seja,

—

R = mdg (10-1)
e a expressao vetorial do teorema do momento da quantidade de movimento de um solido, ou seja,
7 k| P 0 O07[ax] fwxy (Pox O 0 ]jws
Mo=m|x; vy; zs|+|0 J& O]|@oy|+|wy[al[O0 J5, O wy] (10 -2)
Qox Aoy Aoz 0 0 ]52 W, Wy 0 0 ]gz Wz

obtém-se 3 equac0es diferenciais de segunda ordem e 3 equagdes diferenciais de primeira ordem,
todas elas escalares, conforme indicado abaixo:

R, (t) = m¥;

R,(8) = my (10-3)
Rz(t) = mZG

Mox(t) = Y600, — ZgAoy + Jox@x + (Jb; _]gy)wywz

MOy(t) = ZgAox — XGAoz +]5yd)y + ng _]gz)wzwx (10—-4)

MOZ(t) = xGaOy — YcQox +jgzd)z + (]gy _]Sx)wxwy

As expressdes (10-3) correspondem as equacdes de Newton, enquanto que (10-4) corresponde as
equac0es de Euler. Notemos que:

« Para o segundo conjunto de equacdes, 0s eixos do sistema de referéncia mdvel coincidem com os
eixos principais de inércia do corpo no polo 0.

« Aresultante R do sistema de forcas e a resultante do momento da quantidade de movimento do

corpo no polo 0, 1\70, séo funcdes vetoriais dependentes do tempo, mas conhecidas a priori. No
caso mais geral, essas funcbes dependem também da posic¢éo do centro de massa, da velocidade
do centro de massa, da orientacdo do corpo e da variagdo temporal de sua orientagéo;

« Aaceleracdo do polo O pode ser expressa em termos da aceleracdo de G, do vetor rotacdo absoluta
@ e do vetor aceleracdo rotacional absoluta w, ou seja,

Go=dc+BAO—GC)+BA[BA(O—G)] (10 — 5)

Para resolver o sistema de equacdes diferenciais (10-3) e (10-4), € necessario que, em um dado
instante t,, sejam conhecidos:

« aposicdo do centro de massa do corpo;
« avelocidade do centro de massa do corpo;
« 0 vetor rotacdo absoluta do corpo.

Exceptuando-se alguns poucos casos, por sinal muito importantes, que serdo discutidos no
Capitulo 9, a resolucdo dessas equacdes diferenciais requer a aplicacdo de métodos de integracao
numérica. Uma vez integradas, obtém-se a evolucdo temporal da posicédo e da velocidade do centro
de massa do corpo e do seu vetor rotacdo instantanea, ou seja, as fungoes:

¢ = Ug(t) (10 -6)
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E importante salientar que a integracio das equacdes de Euler (10-4) ndo da origem a lei que rege
a evolucdo temporal da orientacdo do corpo rigido. A solugdo das equacbes de Euler é a funcao
vetorial @ = w(t) que, combinada com a lei de variacdo da velocidade de G (segunda equacéo 10-
6), permite determinar a evolucgéo do eixo helicoidal instantaneo do corpo a partir da equagéo

W) AV ()  w@(t)
()2 | (®)]
A forma mais simples de se obter a evolucéo temporal da orientacdo de um corpo rigido consiste
em utilizar a abordagem lagrangeana. Integrando-se as equacfes de Lagrange, obtém-se, de forma

imediata, a evolucdo temporal dos angulos de Euler. Esse € um assunto muito importante e que sera
abordado em capitulos posteriores desta série de apostilas.

H(t) =G(t) + (10-7)

11. O ponto de vista de d’Alembert

De acordo com a segunda lei de Newton, o movimento de uma particula material de massa
invariavel m, sujeita a acdo de uma forca F (Fig.12-a), é descrito pela equacgéo

-

F=md (11-1)

em que d é a aceleragdo da particula medida em um referencial inercial.
Todavia, escrevendo-se a equagio anterior na forma proposta por d’Alembert?, qual seja,

F-md=0 (11-2)

examina-se 0 problema em consideracdo segundo o ponto de vista de um observador ligado a um
sistema de referéncia ndo-inercial (Fig.12-b), de modo que, para este, a particula material se

mantém em equilibrio sob a acédo de uma forca externa F e de uma forca de inércia —ma.

zZ

> ma . y
— F ye—» F
zZ
d b -ma
X
Referencial Referencial
nao-inercial

inercial

(@) (b)
Figura 12. Pontos de vista de: (a) Newton; (b) d’Alembert.

O ponto de vista de d’Alembert pode ser adotado, vantajosamente, no estudo do comportamento
dindmico de um sistema de particulas materiais sujeitas a acdo de forcas externas. Conforme
destacado na Fig.13, em um sistema material arbitrario em movimento, o conjunto de forcas externas
e de forcas de inércia (forcas ficticias) constitui um sistema nulo.

A proposicao anterior justifica a aplicacdo dos métodos da Estatica na resolucéo de problemas de
Dinamica do corpo rigido pertencentes a categoria dos problemas inversos e mistos, ou seja, daqueles
em que se busca identificar forcas e binarios (reativos ou vinculares) agentes no sistema de corpos
em um dado instante.

! Importante matematico e filésofo do século X V111, que se dedicou ao estudo de problemas fundamentais da Mecanica,
como o classico problema dos trés corpos e o das cordas vibrantes, dentre outros.
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Figura 13. Sistema material sob a agdo de forcas externas e forgas de inércia.

12. Exemplos de aplicacdo do Método de Newton-Euler em problemas de movimento plano

Nas proximas sessoes resolveremos alguns problemas elementares da Dindmica do Corpo Rigido
mediante a aplicacdo do Método de Newton-Euler. Com o intuito de enfatizar as caracteristicas do
método em si, focalizaremos apenas problemas em que 0s corpos realizam movimento plano.

Nos itens 12.1 e 12.2 séo resolvidos problemas diretos, enquanto que nos itens 12.3 e 12.4
discutem-se problemas mistos.

12.1 Bloco realizando movimento plano sob acéo de forca variavel no tempo

Sabendo que um bloco de massa m desliza sobre um plano sem atrito, sob a acdo de uma forca
F(t) variavel no tempo (Fig.14), pede-se determinar sua trajetéria.

F(t) Gg | J6

— > T77777777777

Figura 14. Bloco movendo-se sob a acéo de forga variavel no tempo.

Do Teorema da Resultante tem-se:

d?x s d’x _F(t) 1211
dt2 ~ dt2  m (2. )
A primeira integral da equacdo acima € obtida a partir de:

F(t)=m

d’x dv F(t) 1212
dt2  dt m (12. )
ou seja,
F(t) 1
dv=—dt:MJ:—fF(t)dt+C1 (12.1-3)
m m

em que C; é uma constante de integracdo determinada a partir das condicdes iniciais. Sabendo-se, por
exemplo que a velocidade do bloco no instante inicial (t = 0) é v,, a equagdo (12.1-3) adquire a

forma:
1
v =1+ El F(t)dt (12.1 —4)

Integrando-se, a seguir, a equacgdo acima, obtém-se:
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dx 1 1

= x = vyt + f [%f F(t)dt] dt + C, (12.1 - 5)

Conhecendo-se a posicdo x, do bloco no instante inicial, obtém-se, finalmente, a trajetdria do seu
centro de massa, dada por:

1
X =x9+ vt + Ef U F(t)dt] dt (12.1-6)
No case de a forca F(t) ser constante (F(t) = FT), o bloco ira adquirir uma aceleracao constante
_f (121 -7
a=— 1=7)

e as expressoes (12.1-4) da velocidade e (12.1-6) da posicdo do seu centro de massa assumiréo,
respectivamente, as formas

v =1+ at (12.1-8)
e

t2
x=x0+v0t+a7 (12.1-9)

caracteristicas do movimento retilineo uniformemente variado.

12.2 Sistema material sob a acéo de forcas externas com resultante nula na direcdo horizontal

Dois cubos de arestas a e massas m e 2m estdo apoiados sobre um prisma reto ABC de aresta

BC = 8a+/2 e massa M conforme indicado na Fig.15. Supondo-se que ndo haja atrito entre o prisma
e 0 solo, determinar o seu deslocamento quando o cubo de massa 2m atingir o plano horizontal.

\\\450
A~

////"mﬂ/////ﬁ////// /11117777/7/77/7/7(///
b Mgv 8av2 R

Figura 15. Estado inicial de sistema material composto por um prisma de massa M e dois cubos de massas m e 2m.

Notemos que no sistema material da Fig.15 as forcas de contato entre os cubos e o prisma
constituem pares equilibrados de forgas internas e as forgcas de contato entre o prisma e 0 solo séo
verticais. Portanto, nesse sistema agem apenas forcas externas verticais, de modo que o Teorema da
Resultante, segundo a direc¢do horizontal, se expressa como:
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(M+m+2m)ag, =0 (12.2-1)
de onde se infere que
d?Gx dvg,

an:W:0$ dt :0:}va:C1 (122_2)

Como o sistema estava originalmente em repouso, conclui-se que

Cl == vaO = 0 (122 - 3)
de modo que
Vo =82 =06, =0, (12.2 — 4)

dt

ou seja, a posicao horizontal do centro de massa do sistema material constituido pelo prisma e pelos
dois cubos se conserva durante 0 seu movimento.

Tomando-se por referéncia a Fig.15, a posicdo horizontal do centro de massa do sistema, é
calculada a partir de

V2
(M+3m)xG=m-0+M~4a\/§+2m<4a\/§+a—>

2
obtendo-se
(4M 4+ Im)aV2
Xg = Tt M (12.2 -5)

Considerando-se, em seguida, a configuracao final do sistema, ilustrada na Fig.16, tem-se:

BX
mgl ,’
45° 459
Al e oo L 2\ &N
L1117V 7717077 77777707777777777777777747777777
> de— g"8a\/5 |
4av2

Figura 16. Estado final do sistema material composto por um prisma de massa M e por dois cubos de massas m e 2m.

(Bm+ M)x; =m <4a\/§— ag — d) + M(4av2 — d) + 2m(8av2 — d)

de onde resulta

Xg = M-I—%(LM\E — aE - d) (4a\/_ d) +—

z (8av2—d) (122-6)

M + 3M

Igualando-se as expressdes (12.2-5) e (12.2-6) determina-se o deslocamento realizado pelo prisma
guando o bloco de massa 2m atingir o plano horizontal, ou seja,
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_ 21mav2

= 122-7
2M + 6m ( )

12.3 Dois corpos planos vinculados deslocando-se em seu proprio plano

O enunciado seguinte corresponde ao sistema de corpos rigidos vinculados ilustrado na Fig.17.

Um torque T = M,gR/4 é aplicado ao eixo Az do disco de centro A, massa M; e raio R,

inicialmente em repouso. A barra AB, de massa M, = 3M,/2 e comprimento £ = R\/5/2 tem a
extremidade B apoiada no plano horizontal enquanto a outra é articulada em A. Sabendo-se que o
disco rola sem escorregar e que o coeficiente de atrito entre a barra e o plano horizontal é u = 0,5,
pede-se determinar: (a) a aceleracao angular do disco; (b) as forgas atuantes na barra AB e no disco.

@
R

B
117171717 71771777717777

Figura 17. Movimento plano de disco vinculado a uma barra articulada em seu centro.

Para resolver o problema enunciado acima, adotaremos o ferramental da Estatica, ou seja,
construiremos os diagramas de corpo livre do disco (Fig.18-a) e da barra (Fig.18-b) e, tomando-os
por referéncia, escreveremos as equacgdes do movimento desses corpos, baseadas no Teorema da
Resultante e no Teorema do Momento da Quantidade de Movimento. Acrescentaremos a esse
conjunto de equagdes os vinculos cinematicos que restringem 0s movimentos da barra e do disco e
introduziremos as leis de atrito de escorregamento onde forem pertinentes. Ao final, resolveremos o
sistema de equaces resultante de modo a responder as questdes propostas.

Figura 18. Diagrama de corpo livre: (a) da barra; (b) do disco.

Para a barra AB, 0 Teorema da Resultante fornece as seguintes equacoes:
HA_HB =M2a51 (123_1)

Aplicando-se o Teorema do Momento da Quantidade de Movimento a barra AB, referente ao polo
B, obtém-se:

(Gl—B)/\MZC_iB +]BZw_.)=MB (123—3)
Como a barra realiza movimento de translagéo tem-se:
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w=0

H—0 (12.3 — 4)
Notando-se que o comprimento do lado BCdo triangulo ABC vale
2
RV5 R
€= <T> - R2 = E (123 - 5)

a equacao do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento para a barra AB adquire a forma

(31+27) AMyag i = (~HsR — Myg = +V, )k

resultando
1 1 1
HA+ZM29_§VA=§M20,61 (123_6)

Considerando-se, a seguir, o diagrama de corpo livre do disco, a aplicagdo do Teorema do
Resultante fornece as equacdes:

HC - HA = MlaA (123 - 7)
Ve —Myg—Vy =0 (12.3 — 8)

Por sua vez, o Teorema do Momento da Quantidade de Movimento, aplicado ao polo C, d& origem
a equacéo

Jez(=®) = =T + HyR

resultando

Je,00 =T — HyR (12.3-9)
A equagdo cinemaética que vincula 0 movimento da barra ao do disco é

Ag, = 0y (12.3 -10)

enquanto que a que vincula o movimento do disco a pista, é

a, = @R (12.3 — 11)

uma vez que C coincide com o centro instantaneo de rotacdao do disco e o ponto A descreve uma
trajetoria retilinea segundo a direcéo horizontal.

Finalmente, utilizamos as leis de atrito de deslizamento parta expressar a forca horizontal de
contacto da barra com a pista:

Hp = uVz = 0,5V (12.3 — 12)

Dessa forma, obtém-se um sistema de 9 equacdes linearmente independentes a 9 incognitas, a
saber:

HA! VA! HB, VB, Hc, Vc, aGl, aA,(l:)

sistema esse que, uma vez resolvido, produz os seguintes resultados:

M,g

~ 6(2M, + M2)R
M,g

1~ 6(2M, + M2)

@ (12.3 — 13)

ay = ag (12.3 — 14)
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~  [Mg 3Mig 1., [3Mzg M:g 4
H, = 12315
A= |78 T8 +3my| T2 T atem, +3m)) ( )
~  [Myg Mig L, Mg Mig q
Hy = _ _ 123-1
57|78 BeM, +3My)| |4 " a(em; + 30y (123 -16)
M 3M2 MM 3M M2
He = 2g+ 29 n 1M29 T+ | Mg+ zg+ 29 i
78 T8(6M, +3M,) " 6(2M; + M2) 4 4(6M, + 3My)

(12.3 - 17)

E importante frisar que (12.3-13) e (12.3-14) s&o as duas equacdes diferenciais que governam o
movimento do sistema do disco e da barra. Note-se que ambas as aceleragdes angular e linear séo
constantes, ou seja, o disco ira realizar movimento circular uniformemente acelerado e o seu centro
de massa ird realizar movimento retilineo uniformemente acelerado.

12.4 Ruptura abrupta de vinculo que mantém corpo rigido em equilibrio

A barra homogénea AB, de massa m e comprimento £, é articulada em A e sustentada por uma
corda BC na extremidade B, conforme indicado na Fig.19. Determinar o valor da reagdo na
extremidade A no instante preciso em que se corta a corda BC.

/4
c
U
= B
/4

Figura 19. Movimento de corpo imediatamente ap6s a ruptura de um vinculo que o mantinha em equilibrio.

Tomando-se por referéncia o diagrama de corpo livre da barra AB (Fig.20), correspondente ao
instante de ruptura do vinculo BC, escrevemos as equagdes que governam o seu movimento, a saber:

lm g
y, A KN
—L ] oG | Bﬁ @

Ay

47
V/\ la(;y

Figura 20. Diagrama de corpo livre da barra AB .

HA = —MdAgy (124 - 1)
Vy—mg = —mag, (124 -2)
¢ , meé*
My = —mgs = —Jazw = 3@ (12.4 - 3)
Da equacéo (12.4-3) obtém-se
39
D= — 12.4 — 4
» =7 ( )

Cabendo notar que, na expressdo acima, o sinal de « é concordante com o indicado na Fig.20, ou seja
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- 39 -

T (12.4 — 5)
Como, no instante considerado, a velocidade angular da barra AB €é

w=0 (12.4 — 6)

vé-se, claramente, que a barra realiza um ato instantaneo de repouso.
Assim, a aceleracdo do centro de massa da barra é dada por:

- - - 3g- ¢ 3
o = dy + 0k A(G—A) + Wk A[wk A (G —0)] = —z—ik/\ifz —ng (124 —7)
Introduzindo-se (12.4-7) em (12.4-1) e (12.4-2) obtém-se as componentes da reacdo em A:
3 m
VA—mg=—m—g=>VA=—g (12.4 - 8)
4 4
Hy,=0 (12.4-9)

E importante frisar que, uma vez rompido o vinculo que mantinha a barra em equilibrio, essa
passara a realizar um movimento pendular em torno do ponto A.

13. Movimento de um sélido de revolugéo

Neste topico examinaremos 0 caso em 0 que 0 corpo rigido § se assimila a um sélido de revolucao
com densidade homogénea. Na Fig.21, mostra-se um tal corpo, bem como 3 sistemas de referéncia,
a saber:

o 0XYZ,sistema de referéncia fixo;

o Gx.Y.24, Sistema de referéncia arrastante, apresentando as seguintes caracteristicas: a) movel em
relacdo a OXYZ; b) ligado ao centro de massa G; ¢) 0 eixo y, sempre coincide com o eixo de
simetria de §; d) os eixos desse sistema ndo sao solidarios a S;

e Gxyz, sistema de referéncia mével em relacdo a OXYZ e solidario ao sélido de revolugéo S.

Figura 21. Movimento de sélido de revolucéo.

Na mesma figura, os vetores rotacdo indicados correspondem a:
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« W, Vetor rotacdo do sistema de referéncia arrastante (logo, exercendo o papel de vetor rotagéo
de arrastamento do corpo), pertencente ao plano Gx,z, 1 y, tal que, ao longo do movimento,
0S eixos y, e y sempre coincidem.

. ,, vetor rotacdo do corpo relativamente ao referencial arrastante Gx,y,z,; trata-se, portanto, do
vetor rotacao relativa do corpo.

E importante observar que, devido ao fato de o s6lido ser de revolugéo e ter densidade homogénea,
0 elipsoide de inércia do corpo € de revolucdo, com eixo de simetria coincidente com o do corpo.
Portanto, sua se¢do pelo plano Gx,z, é uma circunferéncia (Fig.22), de modo que, ao longo dos eixos
radiais Gx,, Gz,, Gx, Gz, bem como de quaisquer outros eixos Gu contidos no plano Gx,z,, 0
momento de inércia é invariante para um observador ligado a Gx,y,z,.

Feitas as consideracgdes anteriores, retomemos, agora, o problema de obter a derivada do vetor I7G
em relacdo ao referencial fixo 0XYZ. Conforme ja discutido anteriormente, pelo fato de esse vetor
ser descrito como

[He] = Usllw] (13-1)

é essencial que se utilizem dois sistemas de referéncia, um fixo, 0XYZ, e outro mdvel, tal que, para
um observador ligado a esse referencial mdvel, [J;] seja invariante no tempo.

sélido

secdo do
elipsoide de
inércia

Figura 22. Sec¢do radial do elipsoide de inércia de S , vista por observadores ligados a Gx,y,z, € a Gxyz .

Até entdo vinhamos utilizando como referencial mével um referencial Gxyz solidario ao corpo,
de modo que, nessas condicBes, o teorema do momento da quantidade de movimento se expressava
como:

dﬁG dﬁG — = . —

—| =g tEnH: =Udlo] + & A{llwl (13-2)
O0XYZ Gxyz

em que

@ = Wy + W, (13 -3)

€ 0 vetor rotacdo absoluta do corpo, e, portanto, do referencial Gxyz a ele solidério.

No entanto, em se tratando de um sélido de revolugdo, vimos que a matriz de inércia [J;]
permanece invariante para um observador solidario a um referencial arrastante Gx,y,z, com as

propriedades enumeradas no inicio deste topico. Dessa forma, podemos descrever o vetor H; no
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referencial arrastante Gx,y,z, e aplicar a formula (5-4) para deriva-lo em relagdo ao referencial fixo
GXYZ. Assim procedendo, obtém-se:

dH, dH; .
d_t :7 +a)a/\HG (13—4)
OXYZ GxXaVaZa
Como
? = MG (13 - 5)
resulta
_ dHg L -
MG:W +(l)a/\HG (13_6)
GXqYaZa

A equagéo (13-6) expressa 0 Teorema do Momento da Quantidade de Movimento de um corpo
rigido S para os casos em que § é um sélido de revolucdo com densidade homogénea e o referencial
movel Gx,y,z, adotado ndo é rigidamente ligado ao corpo, mantendo-se vinculado a esse apenas
pela coincidéncia de um de seus eixos com o eixo de simetria de §. Alguns autores chamam as
componentes da equacao vetorial (13-6) de equac@es de Euler modificadas. Conforme veremos no
exemplo do préximo topico, o grau de complexidade dessas equacBes € bem menor do que o das
equacdes de Euler tradicionais (componentes escalares da equacao vetorial (13-2)).

14. Exemplo de aplicacdo do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento para um
solido homogéneo de revolucgao realizando movimento geral

Conforme ilustrado na Fig.23, um disco de massa m e raio r gira em torno do eixo OG do suporte
ABOG (0G = ¥), com velocidade angular w, de mddulo constante, a0 mesmo tempo em que ABOG

gira com velocidade angular w, constante em torno do eixo AB. Determinar os esforcos reativos
aplicados ao disco e ao suporte ABOG.

Para calcularmos as reagcdes nos mancais do disco e do suporte aplicaremos a ambos 0 Teorema
da Resultante e 0 Teorema do Momento da Quantidade de Movimento.

Para tanto, se faz necessario construir os diagramas de corpo livre desses sélidos (Fig.24).

Notando que o disco é um sélido homogéneo de revolucao, aplicaremos o Teorema do Momento
da Quantidade de Movimento na forma (13-6), valida exatamente para esses casos. Assim sendo,

expressaremos os vetores rotacao w e H; do disco, bem como sua matriz de inércia [/;] no referencial
arrastante Gx;y,2;.

O vetor rotacédo instantanea do disco se expressa como
@ =By + @By = waky + @, (14— 1)

A matriz de inércia do disco no polo G é:

_mrz O 0 -
4
2
mr
Usl=]| o > 0 (14 —2)
0 0 mr?
| 4 |
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yi ll oy,

Xg

Figura 24. Diagramas e corpo livre do disco e da haste ABOG.

O momento da quantidade de movimento do corpo no polo G é:
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mr 0 0
4 0
o mr?2 mr? | mr?
Hg = [Jellw]l =| 0 > 0 [ |@r|=— @+ ——w (14 -3)
2| ta
o o =
B 4 |
De acordo com o enunciado do problema,
|wg| = const (14 — 4)

|w,| = const

Portanto, para um observador rigidamente ligado ao suporte ABOG, o vetor ﬁG é invariante. Na Fig.25
ilustra-se esse ponto.

Figura 25. Invariancia do vetor ﬁG para um observador ligado ao referencial arrastante.

Aplicaremos, em seguida, a equacdo do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento para
solidos homogéneos e de revolucdo (Eg.13-6), ou seja:

— dﬁG dﬁG — 17
MG:d— :d_ +a)a/\HG (14—5)
t O0XYZ t 0Xx1Y121
Como
dH, S
—< =0 (14 — 6)
dt
0x1Yy121

conforme ilustrado na Fig.25, obtém-se:

L o S (mr? , mr? mr? .
M; = wya NH; = wakq A (T wyj1 + Ta)ak1> = —T‘anrh (14-7)

O momento resultante no polo G calculado acima corresponde ao binério externo aplicado pelo
suporte ao disco, possibilitando-o girar com velocidade angular w, em torno de seu eixo de simetria
(y) ao mesmo tempo em que o suporte gira com velocidade angular w, em torno do eixo vertical
(Z). O referido momento opera como um binario sobre o disco, sendo denominado de binario
giroscopico ativo.

Para calcular as reacdes no mancal que liga o disco ao suporte, aplicamos o Teorema da
Resultante, ou seja:

onde a aceleracdo de G é dada por:

g =dg+ @g A(G —0) + @y A B A (G — 0)] = wek A [wak AL]] = —w2t] (14 —9)
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De (14-8) e (14-9), resulta:

XoT+ Y] + (Z; — mg)k = —mwi] (14 — 10)
Da equacéo vetorial anterior resultam:

Xe=0

Y, = —mw?2t (14 -11)

Zg =mg

Considerando-se agora o diagrama de corpo livre do suporte e lembrando que, de acordo com o
enunciado do problema, sua massa € desprezivel, o teorema da resultante fornece:

X+ X —X) T+ (VU + Yy —Y)]+ (24— Z)k =0 (14 — 12)

Decompondo-se a equacgdo vetorial acima em suas componentes e fazendo-se as substituicdes
convenientes, obtém-se:
XA + XB = O
Yy + Vg + mlw? =0 (14 — 13)
Zy =mg

Notando que a matriz de inércia do suporte € nula, a aplicagdo do Teorema do Momento da
Quantidade de Movimento no polo O do suporte fornece:
Mo = (A—0) A(X4T+ Y + Zk) + (B — 0) A (XgT + Y)) + (G — 0) A (—=XgT — Yoj — Zgk)

+ (=Ml — Mgyj — Mg,k) =0 (14 — 14)

Desenvolvendo-se a expressdo acima, tem-se:

— - - - - 2 —
Mo = =2k A (XaT + Ya] + mgk) + 2k A (XgT + Y)) + & A (mlw?] — mgk) + - wqaw, i = 0

(14 — 15)
ou seja:
14 t mr?
Yy-—Yp-—mgl+ waw, =0
Azf B> . 2 4T (14 — 16)
_XA E + XB E = 0
Resolvendo-se o sistema de equacfes (14-13) e (14-16), obtém-se
XA = 0
XB = 0
2
Y, =mg—%£w§—%%wawr (14 — 17)
2
Y = —mg — %&ué + %%a)awr
Zy, =mg

E importante realcar que esse problema poderia ser igualmente resolvido aplicando-se o Teorema
do Momento da Quantidade de Movimento na forma tradicional, valida para qualquer corpo,
independentemente de se tratar de um solido de revolugdo ou ndo. Embora tal solugdo conduza a um
maior numero de calculos, utilizaremos esse método a seguir, com o propdsito meramente
pedagdgico.

Adotando-se, portanto, um sistema de eixos Gxyz ligados ao disco (Fig.26), notemos que o vetor
rotagdo instantaneo do disco, descrito nesse sistema de eixos, é dado por:



Mecénica 1 & 2: Capitulo 8 Escola Politécnica da Universidade de S&o Paulo | Flavius P. R. Martins \ 29 \

Figura 26. Descricdo do movimento do disco no sistema de eixos Gxyz a ele solidario.

@ = waky + w,] = wg sin ()T + wy cos P (Ok + w,] (14 — 18)
Dessa forma, a variacdo temporal de «, observada por um observador ligado ao disco, é:

@ = wy cos P (YT — w, sin () Pk (14— 19)
Notemos, porém, que

Y= —w, (14 — 20)

pois 0 observador ligado ao disco julga encontrar-se parado observando o versor El girar no
sentido horario, de modo que
@ = waw{—cos P ()T + sin (£)k} (14 — 21)

E importante observar que a expressio acima corresponde exatamente & assim chamada
aceleracdo rotacional complementar ou seja:

—

' [ j k
W =g A&y = |w,sinh(t) 0 w,cosy (t)
0 Wy 0
@ = —waw, cos P ()T + wawy sin (K = waw,{—cosP ()T + siny (t)E} (14 — 22)

(Cabe aqui um comentéario: na deducdo original da férmula da aceleracdo complementar w,,
admitia-se que w, descrevia a variagdo angular do vetor rotacdo relativo @, devida ao vetor rotacéo
de arrastamento w,, de modo que @, = W, A @, , Mas No presente caso, w, representa exatamente o
oposto, ou seja, a variacdo angular do vetor rotacdo relativo @, devida ao vetor rotacdo de
arrastamento «,.. Em outras palavras, se se utilizasse no presente caso o mesmo formalismo adotado
na deducdo original da férmula de @, chegariamos a expresséo w, = w, A W)

Feitas as consideracOes anteriores, a variacdo do momento da quantidade de movimento do disco
no polo G, do ponto de vista do observador ligado ao disco, é dada por:
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[mr
=z 0
dﬁG mr? —WqWy COS Y (t)
e =[ellwl =] 0 0 | 0
Gxyz 2 5 Wqw, siny (t)
o o M
4 |
de modo que
dH, mr? .
d_tG = waw,{—cos P ()T + siny (Dk} (14 — 23)
Gxyz

J& a parcela da variacdo do momento da quantidade de movimento em G decorrente da variagcdo
da orientacdo do sistema Gxyz em relacéo ao referencial fixo é dada por:

BAH; =@ A {[/]nyz[w]nyz}

ou seja:
(fmr? )
=z 0
- W sin (£)
BAHg = [wgsinyp ()T + wgcosPp Dk +w,J]A| 0 — 0 w,
2 5| |@wacos(t)
mr
o o — )
= [wq sin (£)T + wg cos Y (Dk + w,J]
mr? ., mr?  mr? S
AN|—wgsiny ()T + ——w,] + ——w, cosyP (t)k
4 2 4
7 7 K
W, sinY (t) Wy wq cos Y (t)
mr? _ r? r?
T;ua siny (t) — @ ZT wq cos Y (t)

r mr S
=~ Walr cos¢(t)?+Ta)awr siny ()k (14 — 24)

Assim, da equacdo do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento em G, ou seja,
Mg = Usllo] + @ A (sl [o]}

obtém-se:
. mr? L - mr? , mr? , -
M; = Twawr{— cos Y ()T + siny (t)k} — 7 WaWy €OS Y (T + Wawy Siny (t)k
mrz - . g
= Twawr{— cosy ()T + siny (t)k} (14 — 25)
Comparando-se esse resultado com a expresséo (14-7), ou seja,
N 2
Mg = — % wawr?l

vemos que ambos sdo equivalentes, uma vez que 0 versor 7;, expresso no sistema de eixos Gxyz, é:
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1= - Di+ @ - Dk = cosy (0T + cos(90° + ¥(t)) k=cosy () —siny (Dk (14 — 26)

ou seja,

N 2

2 S
Mg = — ﬂa)awr{cosd) ()T — siny (t)k}| = - w0, (14 - 27)
2 Gxyz 2

|Gx1y121
15. Movimento de rotacdo em torno de um eixo fixo

Consideremos um solido § que gira, sem atrito, em torno de um eixo fixo, apoiado nos pontos A
e B sobre mancais (Fig.27). Admitiremos que 0 mancal A reaja a esforcos radiais e axiais e que 0
mancal B reaja apenas a esforgos radiais. Admitiremos ainda que o sistema de eixos Oxyz ligados ao
solido seja tal que Ox passe pelo centro de massa G do sélido, e suporemos que todas as caracteristicas
geométricas e mecanicas do solido sejam conhecidas a priori, a saber:

e massam
« centrode massa G = (xg, Vg, 2zg) = (xg,0,0)
« matriz de inércia em O descrita em Oxyz: [Jo]

. distanciasOA =aeOB =b

Figura 27. Corpo rigido girando em torno de um eixo fixo.

Para facilitar a escrita das equacGes do movimento desse corpo, utilizaremos o diagrama de corpo
livre da Fig.28.



Mecénica 1 & 2: Capitulo 8 \ Escola Politécnica da Universidade de S&o Paulo | Flavius P. R. Martins \ 32 \

Figura 28. Diagrama de corpo livre de um corpo que realiza movimento em torno de um eixo fixo.

O Teorema da Resultante se escreve como:
P+ R, + Ry = md (15— 1)
em que a aceleracdo do centro de massa € dada por
dg = do + Wk A (G — 0) + wk Afwk A (G — 0)] = 0 + ok A xgl + wk A [wk A x]
ou seja,
dg = wxg] — w?xgl (15-2)
O peso do corpo, descrito no sistema de eixos Oxyz, € dado por

P=-pP]= —P[(f~ i’)i’+ (ff)f] = —P[cos(90 —0) T+ cosBj] = —PsinOT— PcosOJ

(15-13)
e as reac0es em A e B séo dadas, respectivamente, por
Ry = Rpyl+ RayJ + Razk (15 — 4)
e
Rp = Rgel + Rp,j (15 - 5)
Substituindo-se (15-2) a (15-5) na expressdo do Teorema da Resultante (15-1), tem-se:
—PsinO7— P cosO + Ruxl + Rayj + Razk + Ryl + RpyJ = m(@xg] — w2xg1) (15 — 6)
Decompondo-se a equagdo vetorial acima em suas componentes, chega-se a:
—Psin@ + Ry, + Rp, = —Mmw?xg
—Pcos O + Ryy + Rp, = mwxg (15-7)
Ry, =0

Apliguemos, a seguir, 0 Teorema do Momento da Quantidade de movimento adotando O como
polo:

Mo = [Joll@] + & A {[Jo][w]} (15 —8)
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Desenvolvendo-se a expresséo anterior, tem-se:

]Ox _]Oxy _]Oxz 0 ]Ox _]Oxy ]Oxz
My = _]0xy ]0y _]Oyz 0|+ wkA _]0xy O ]Oyz [ ]
_]0xz _]0yz ]Oz w _]Oxz ]Oyz

= MO = _IOde)?_IOyzd)j+]OZd)E + a)E A (_]Oxzw?_]Oyzwj+]OZwk)

= Mo = _]Oxzw?_]Oyzd)j+]Ozd)E ~ Joxz0*] + Joy, %1

= MO = (_]Oxz(b +]0yzw2)z_ (]Oyzd) +]0xzw2)j+]02d)E (15 - 9)
em que 0 momento das forgas externas em O é dado por:

My=(A—-0)AR,+(B—-0)ARz +(G—-0)AP+T (15 — 10)

Desenvolvendo-se a expresséo anterior, tem-se:
My = ak A (Rl + Ryyj + Razk) — bl A (Rpxl + RpyJ) + xgi A (=P sin 67— P cos 67) + Tk
= M, = aRy,J — aRyyT — bRpyJ + bRpyT — xcP cos 6 k+Tk
= My = (—aRuy + bRy, )T + (@Rax — bRg,)] + (T — xgP cos )k (15— 11)
Substituindo-se (15-11) em (15-9), obtém-se:
(—aRAy + bRBy)? + (aRax — bRp,)] + (T — xP cos 0)k
= (Joxz® + Joyz0*)i = (Joyz® + Joxz0?)] + Jo, @k (15 -12)
Decompondo-se a equagao vetorial anterior, chega-se a:
—aR4y + bRy = —Joxz® + Joy,*
Ryx — bRpy = —Joyz @ — Joxz0? (15-13)
T —xgPcosO = Jy,,w
Considerando-se que
w=10 (15— 14)
w=2~0

e que as rea¢fes nos mancais, assim como o torque externo, sejam variaveis no tempo, podemos
escrever as equacoes (15-7) e (15-13) como:

Ray(t) + R, (t) = Psin@ —m?(t)x,
Ray(£) + Ry () = P cos 6 + mB(t)x
Ry, =0
—aR, () + bRy (8) = —Jox,0(8) + Jo,,6° ()
aRyx(t) — bRp, (1) = _]Oyzé(t) — Joxz02(2)
T(t) — xgP.cos 6 (t) = J,,0(t)

Para se resolver o sistema de equacOes diferenciais (15-15), adota-se o0 seguinte procedimento:

(15 — 15)

« Utilizando-se um método numérico, integra-se a ultima das equacOes diferenciais de segunda
ordem acima, para uma condicéo inicial 8(0) = 6,, 6(0) = 6, dada.

. Da etapa anterior, determinam-se as funces 8 = 0(t), 6 = 6(t).
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« Por meio de diferenciacdo numérica, determina-se a fungdo 8 = 6(t).
« Substituem-se nas demais equacdes diferenciais as funcdes 8 = 8(t), 0 = 6(t) e 6 = 6(t).

« Resolvem-se, para cada instante, o sistema de equacgdes algebricas resultante, determinando-se,
assim, as fungdes Ryy = Ryx(t), Ray = R4y (t), Rpx = Rpx(t) € Ry = Rp,,(1).

16. Analise das equac6es de movimento de um sélido sob o ponto de vista de D’ Alembert

Consideremos um sélido § realizado movimento o mais geral possivel sob a acdo de forgas
externas com resultante R e momento resultante 1\70 no pélo 0. Conforme ilustrado na Fig.29, sob o
ponto de vista de Newton-Euler, essas forgas produzem uma quantidade de aceleracéo A e um
momento dinamico J\_/fo, de modo que o corpo sofre translagéo e rotacao.

Figura 29. Ponto de vista de Newton-Euler: corpo em movimento de translagdo e rotacéo.

Sabemos que, para um observador ligado ao referencial fixo, os vetores A e M, sdo dados,
respectivamente, por:

A = mi (16 — 1)
e
My = (G = 0) Amdy + [Jolld] + @ A{lJolw]} (16 — 2)

Analisemos agora 0 mesmo problema sob o ponto de vista de D’ Alembert, correspondente ao de
um observador ligado ao referencial Oxyz solidario a § (Fig.30). Para um tal observador, § estd em

equilibrio sob a acdo de forcas externas de resultante R e momento resultante Mo no pélo O e forcas
de inércia de resultante —A e momento resultante —M, em 0.
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Figura 30. Ponto de vista de D’ Alembert: corpo em equilibrio dindmico.

Portanto, sob esse ponto de vista, as equacGes do Teorema da Resultante e do Teorema do
Momento da Quantidade de Movimento se apresentam na forma de equaces de equilibrio, expressas,
respectivamente, como:

R—md,=0 (16 — 3)
e
Mo — (G — 0) Amdg — [Jollo] — @ A {lJo]lw]} (16 — 4)

17. Equilibrio dindmico de um sélido que gira em torno de um eixo fixo

Retomemos o problema ilustrado na Fig.28. Adotando-se o ponto de vista de d’Alembert, as
equac0es (15-7) e (15-13) podem ser representadas na forma:
R,+RL=0
R,+R,=0
R,+R.L=0 17-1)
My, + ML, =0
Moy + M}y, =0
My, + ML, =0
em que o indice superior I se refere ao conceito inercial.

Portanto, sob o ponto de vista considerado, e seguindo o padrdo de (17-1), os esforcos estaticos
presentes nas equacdes (15-7) e (15-13) correspondem a:

Rx =RAx+RBx—PSin9
R, = R4y + Rg, — Pcos®
R,=0

Moy = —aRay + bRg, (17 = 2)
Moy = aRAx - bRBx
My, =T — Px; cos 0
a0 passo que os esforgos dinamicos ou inerciais correspondem a:
RL = mx;6?
R}, = —mx;0
RL=0
(17 - 3)

Méx :]0xzé _]Oyzé2
Méy = ]Oyze +]0x292
Méz = _]029

Estando definidas as forgas e momentos de origem inercial, passaremos agora a identificar as
condi¢Bes necessarias e suficientes para que o sistema de equacBes (17-3) seja nulo. Em tais
condicdes diz-se que o corpo estd em equilibrio dinamico.

Notemos inicialmente que, se
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e Joxz=0
€
N ]Oyz =0

ou seja, se 0 eixo Oz de rotacdo for um eixo principal de inércia do sélido, entdo o sistema de forgas
de inércia se reduz a uma forga e um binério, quais sejam:

RL = mx;0?

R}, = —mxs6 (17— 4)
M(I)z = _]Ozé

Notemos também que, se a velocidade angular do corpo for constante, o sistema de forcas de
inércia se reduz a uma Unica forca, ou seja:

RL = mx;6? (17 - 5)

Finalmente, constatamos que, se 0 eixo de rotacdo do corpo for baricentral, ou seja, se 0 = G, 0
sistema de forcas de inércia se anula, ou seja,

R0
W) =0

e o corpo entra em equilibrio dindmico.

(17 — 6)

Dessa forma, concluimos que as condi¢des necessarias e suficientes para que um solido que gira
em torno de um eixo fixo entre em equilibrio dindmica séo as seguintes:

(a) a velocidade angular do corpo deve ser nula;

(b) o eixo de rotacdo do corpo deve coincidir com um de seus eixos centrais de inércia, ou seja, um
dos trés eixos principais de inércia Gx, Gy®, Gz".

O desequilibrio dindmico de rotores ocasiona reagdes indesejaveis nos mancais, vibracdes e
ruidos, reduzindo a vida dos equipamentos e afetando o conforto ambiental. Portanto, € sempre
recomendavel realizar balanceamento de massas, de modo a tornar o eixo de rotacdo coincidente com
um dos eixos centrais de inércia do rotor.

18. Interpretacao geométrica do processo de balanceamento de um rotor

Entende-se por balanceamento de um rotor originalmente desbalanceado ao procedimento
requerido para mudar sua distribuicdo de massas de modo a levar o eixo de rotacdo a coincidir com
um de seus eixos centrais de inércia. Uma vez balanceado e, desde que o rotor opere com velocidade
angular constante, serdo nulas as reac6es de origem inercial aplicadas ao rotor.

Demonstraremos que é sempre possivel balancear um rotor acrescentando ou retirando material
concentrado em dois planos perpendiculares ao eixo de rotacao e arbitrariamente escolhidos. Esses
planos serdo, doravante, designados como planos de correcéo.

Conforme ilustrado na Fig.31, suporemos que o corpo gire em torno do eixo Oz. Sabemos que,
no caso mais geral, o sistema de forcas de inércia se reduz a uma resultante R' e a um binario
resultante Mé. Admitindo-se que o corpo gire com velocidade angular w constante, as componentes
de R’ e de M) sdo dadas por:
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RL = mx;w?
Rl =0

RL=0

Méx = _]Oyzw2
M(I)y =]0xz(")2
M{, =0

(18 — 1)

Das equacdes acima, constatamos que a resultante R’ é normal ao eixo de rotagdo Oz e que o
binario resultante M/, é normal ao eixo de rotacdo Oz (pertence, portanto, ao plano de correcéo I1;).

Figura 31. Anulacdo do sistema de for¢as de inércia pela acdo dindmica de duas massas concentradas.

O binario resultante Mg evidentemente pode ser representado por um par de forgas {17"2’, —ﬁz’}
perpendiculares a Mg (logo, também a 0z) e afastadas entre si de uma distancia b tal que
|M5| = |F| - b (18 - 2)
Notando-se que Rle 132’ sdo forcas concorrentes em 0, pela regra do paralelograma a resultante
dessas duas forcgas, ou seja,
Fl =R' + F! (18 —3)
pertence ao plano de correcao 1.

Dessa forma, o sistema original de forcas de inércia é reduzido a duas forcas 17“1’ e 17“2{ pertencentes
a dois planos paralelos I1; € IT,, respectivamente, planos esses perpendiculares ao eixo de rotacao Oz.

Assim, € possivel determinar duas massas m, e m,, situadas a distancias r; e r, medidas ao longo
das linhas de agdo de F} e Fla partir do eixo de rotago Oz, tais que

Fl| = myw?r
| 11| 1 ) 1 (18 _ 4)
|Fz| = myw®r,
anulem o sistema original de forcas de inércia e, portanto, levem o corpo ao estado de equilibrio
dindmico sempre que este girar com velocidade angular constante. Em outras palavras, & sempre

possivel balancear um corpo que gira em torno de um eixo fixo mediante a inclusdo ou remocao de



\ Mecénica 1 & 2: Capitulo 8 \ Escola Politécnica da Universidade de Séo Paulo \ Flavius P. R. Martins \ 38 \

duas pequenas massas concentradas situadas em dois planos perpendiculares ao eixo de rotagdo e
separados por uma distancia arbitrariamente escolhida.

19. Balanceamento de rotores

Consideraremos um rotor desbalanceado que gira em torno do eixo Oz conforme ilustrado na
Fig.32.

Figura 32. Balanceamento de um rotor desbalanceado.

Admitiremos que as seguintes propriedades geomeétricas e inerciais do rotor sejam conhecidas:
« centro de massa G = (x4, 0,0) medido em um sistema de referéncia baricentral ligado ao corpo;
e Mmassam
« produtos de inércia /o7, Joyz

Introduzem-se, entdo, duas massas concentradas m; e m, nas posi¢cbes P, e P, dadas, em
coordenadas cilindricas, respectivamente, por
Py = (11,04, 2)

P, = (13,0,,2;)

de modo que, mediante esse processo, 0 rotor adquira as seguintes propriedades geomeétricas e
inerciais:

(19-1)

m=m+my; +m,

G = (00,2) (19 - 2)
]_Oxz =0
]0yz =0

As condigdes estabelecidas em (19-2) podem ser equacionadas como
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- mxg+mqx,+myx, mxg+mqrq cos 814+m,1, cos O,

xG = = == 0
m+m1+m2 m+m1+m2
- mygtmyy;+mpy, _ myrisinf;+myrysinf,; 0
Y6 = mimi+m, m+my+m, -
. mzgtmyzitmyz, (19-3)
ZG - m+m1+m2

Joxz = Joxz + M1X12Z1 + MyX2Zy = Jox, + My217 COS 01 + My2z,15, cos 6, = 0
Joyz = Joyz + MuY121 + MyY22Z; = Joyy + My2177 SN0 + My2zy1;8in6, =0

Reorganizando-se as equacgdes (19-3), chega-se ao sistema de 4 equacdes

my1r;y €os 01 + myr, cos 0, = —mx;

myry sin@; + myr, sinf, = 0

M4 2171 COS 01 + Myzy1, COS 0y = —J oy (19 —4)
mqz11 Sin0; + myz,1, sin 6, = —Jo,,,

a 8 incognitas, a saber:

e My,Mm,
e T,T2
* 71,23
® 91' 92

Esse sistema pode ser resolvido desde que se estabelecam valores pré-determinados para 4 das 8
incognitas. Via de regra, fixam-se as seguintes variaveis:

e T
* Z1,Zy
e determinam-se, para esses valores fixos, m,, m,, 6,, 6,.
Adotando-se um tal procedimento e utilizando-se as variaveis auxiliares

U, = myry cos 0,
Uy = My

v, = myry sin 6, (19-35)
Uy = Myl sin 92
chega-se ao seguinte sistema de equacfes
u1 + uz = _me
vl + vz = 0
Z1Uy + ZoUp = —Joxz (19 =6)
Z1V1 + 2V = —Joyz
que, representado na forma matricial, se expressa como:
1 0 1 0 Uq —mXg
0 1 0 1] |vn 0
z7 0 2z 0‘ ' qul N l_IOxz‘ 19-7)
O Al 0 Zy UZ _]Oyz

O sistema de equacdes lineares acima tem solucdo Unica desde que
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1 0 1 0
0 1 0 1
zz 0 z, O
0 zz 0 2z

=(2,—-21)*#0 (19 — 8)

ou seja, desde que os planos de correcdo ndo sejam coincidentes. Em tais circunstancias, determinam-
se, de forma Unica, as variaveis u,, v,, u,, v, a partir de:

Uy -1 r—mxg

Uy

u ‘ Izl Zz ‘ I ]Oxz‘ (19-9)
%) ]Oyz

e, em seguida, obtem-se my,m,, 6,1, 0, a partir de:

N

_qv
0, =tan" 12
Uz
v
0, = tan 1u—2
2

1wy (19 - 10)
m1 = —_—
cosf; 1y
1 u
m, =———=
cos B, 1y

E importante observar que, necessariamente, 8; < g e, < g uma vez que, de acordo com o

esquema de forcas de inércia da Fig.31, mesmo na situacdo extrema em que ﬁf) é paralelo a R a
resultante ! = R’ + F! fara com a direcdo de M2 um angulo 6, tal que 0 < |6,] < g

20. Exemplo de aplicacdo do método de balanceamento descrito no item 19

Um aro quadrado constituido por 4 barras delgadas (Fig.33) de comprimento 2 e massas my, =
my, Mge = M,, My = M, emgp = M,, € posto a girar com velocidade angular w constante em torno

do eixo 0Oz, sob a acdo de um momento externo T(t)E,conforme indicado na figura. Utilizando o
sistema de eixos Oxyz ligados ao aro, determinar: a) as coordenadas do centro de massa do aro; b) a
aceleracdo do centro de massa do aro; c) a matriz de inércia do aro relativa ao p6lo O e descrita no
sistema de eixos Oxyz; d) os valores de duas massas m e m' que, localizadas sobre dois vértices
convenientes do aro (indica-los), mantenham-no em equilibrio dindmico.

Figura 33. Balanceamento de aro retangular desbalanceado.
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As coordenadas do centro de massa do aro sdo obtidas por meio da composicdo de centros de
massas das 4 barras delgadas, conforme mostrado a seguir:

m10+m20+M1’€_M2’€ Ml_MZ
Xr = =
G my +m, + My + M, m, + m, + My + M,
Ve =0 (20—-1)
m10+m22€+M1‘€+M2‘€ 2m2+M1+M2
Zn = =
G my +m, + M, + M, m; +m, + My + M,
Portanto, o centro de massa do aro se situa em:
M, — M 2m, + M; + M
G=( 1 2 0 2 1 2 €> (20 = 2)
M+ M, +my; +m, M; + M, + my; +m,
A aceleracdo do centro de massa do aro é dada por:
Ge=dp+BA(G—0)+BA[BA (G- 0)]
= dg = wk A [wk A (26T + z6k)] = —w?xsT = 21 w?T (20 — 3)

M, + M, +my +m,
Considerando-se que 0 aro se situa no plano xz, seus produtos de inércia /o,y € Joy,580 ambos
nulos. Os demais componentes da matriz de inércia sdo obtidos mediante aplicacdo da técnica de
composicdo de momentos e produtos de inércia, conforme indicado a seguir:
M,4*  M,4¢* My + My
U (o, 4 My
3 3 3

Jox =J62 +JES + 48 + 52 = 0 + (0 + mp4l®) +
Joy ] +J6y +Joy +J5y

oy = () () ¢ (5 w2

m; +m M, + M
= Joy = [¥+4m2+%+2(M1+M2)]{’2
m.4t*  m,4t? m;+m
Jog = JAD + JBC 4 JAB 4 JCD — 12 + iz +M1€2+M2€2=<1TZ+M1+M2)€2

Joxz :]gxz +]g§z +]64£z +]Oxz
= Joxz =0+ (0 +my - 0-20) + ML £+ My(—0) - £ = (My — My){*
Portanto, a matriz de inércia do aro, relativa ao polo 0, é:

4 (m, +21272) 0 —(M; — M)
Uol = &2 0 |2 4 4m, + 222 4 2(My + M) 0
_(Ml _Mz) O (m1+m2 +M1 +M2)
(20 — 4)

Considerando-se que a velocidade angular do aro € constante, o seu equilibrio dindmico pode ser
atingido desde que se acrescentem ou se removam duas massas m e m' localizadas sobre planos
paralelos entre si e perpendiculares ao eixo de rotacdo Oz (Fig.59), de modo tal a fazé-lo coincidir
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com o eixo central de inércia do aro. Como o corpo ja estd balanceado em relagdo ao eixo y, €

suficiente que as seguintes condicdes sejam satisfeitas:
A

AX

D C

Figura 34. Posigdes das massas concentradas necessarias ao balanceamento.

« Eixo de rotacéo baricentral
(my+my + M, + My)xg + mx +mx =0
« Eixo de rotacgdo coincidente com eixo central de inércia do aro
Joxz + Mxz+mx'z =0
Desenvolvendo-se as equacdes acima, resultam:
(M; — M)l +mx+mx =0
(My — My))6* + mxz +m'x'z' =0

(20 — 5)
(20 — 6)
(20— 7)
(20 — 8)

Situando-se as massas m e m', respectivamente, nos planos z = 0 e z = 2¢, a equacao (20-8) se

transforma em:
(My — My)0* + 26m'x' = 0

(20 — 9)

Supondo que M, > M, e utilizando o sistema de duas equacBes (20-7, 20-9) a 4 incognitas
(m,m’, x, x'), identificaremos as duas massas m, m  requeridas ao equilibrio dindmico do aro

considerando os 4 casos seguintes:
19 x= x'=¢
My —M)+ml+mt=0=>m+m =M, — M,
(My — My)6* +2m't =0
Resolvendo-se o sistema (20-10), (20-11), obtém-se:
M, — M,
——4
massas que devem ser adicionadas ao aro nos vertices A e B.

) x= x'=—¢
My —M)—ml—mt=0=>m+m =M, —M,
(My — My))6* —2m't =0
Resolvendo-se o sistema de equaces (20-12), (20-13), obtém-se:

m=m =

(20 — 10)
(20 — 11)
(20 — 12)
(20 — 13)
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M, — M,

—5

massas que devem ser removidas do aro nos vértices C e D.

¥)x= Lx =—¢

My —M)+ml—mt=0>m—-m'=M,—M, (20 — 14)

(My; — M,))* —=2tm'¢ =0 (20 — 15)
Resolvendo-se o sistema de equaces (20-14), (20-15), obtém-se:

M, — M,

—

massa a ser removida do vértice A e

M, — M,

—5—

massa a ser adicionada ao vértice C.

m=m =

m =

m =
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