CAPITULO 6
DINAMICA DO CORPO RIGIDO - PARTE 1
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1. Abordagem do problema

Nestas notas apresentaremos as equagdes que governam o movimento de um corpo rigido ou de
um sistema constituido por corpos rigidos vinculados, para o qué admitiremos que sejam conhecidos
os elementos (principios, axiomas e leis) da Mecénica Classica Newtoniana, originalmente aplicados
ao estudo do movimento de uma particula material de massa constante, relativamente a um referencial
inercial.

A metodologia adotada serd, portanto, a de estender a aplicacdo desses elementos a andlise do
movimento de sistemas de particulas materiais, em particular daquelas que se movem sujeitas ao
vinculo cinematico de corpo rigido.

2. Reducédo de um sistema de vetores quantidade de movimento de um sistema de particulas
materiais

Consideremos um sistema de particulas materiais de massas m; que, em um dado instante, estdo
localizadas em pontos P;, animadas de velocidades v;, ou seja, sdo portadoras da quantidade de
movimento m; ;. Para analisar o0 movimento desse sistema material, salientamos que o sistema de
vetores deslizantes m; v;, agentes ao longo das retas passantes por P; e orientadas segundo as direcdes
u; = v;/|v;|, pode ser reduzido a um par de vetores {6 170}, em que o primeiro membro do par
corresponde a quantidade de movimento resultante, e o segundo ao momento da quantidade de
movimento resultante relativo a um polo O arbitrario, mas que se move com o sistema de particulas

(Fig.1).

Figura 1. Reducéo de um sistema de vetores quantidade de movimento.

Somando-se todos 0s vetores ¢; = m;; associados ao sistema material, obtém-se a quantidade
de movimento resultante do sistema, ou seja:

Q=;miﬁi 2-1)

Considerando-se, por outro lado, a posi¢do do centro do centro de massa G do sistema material,
dada por

m(G - 0p) = Y mi(P, = 0,) 2-2)

sua variagdo temporal se obtém derivando-se a expressao acima, ou seja:

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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d dé d0;\ ~ (dP, d0,
T [m(G —0,)] = Zm(P 01):>m<dt dt) Zml-<d—t— dt) (2-3)

i=1

Como 0; é um ponto fixo, conclui-se que:

m§G=Zmiﬁi=§ (2_4)
i=1

ou seja, que a quantidade de movimento resultante de um sistema material é equivalente a quantidade

de movimento de seu centro de massa, supondo-se que nele esteja concentrada toda a massa do
sistema.

Para um polo O arbitrario, mas que se move com o sistema, 0 momento da quantidade de
movimento, também chamado de quantidade de movimento angular ou de momento cinético?, é
definido como:

n
ﬁO = Z(Pl - 0) A miﬁi (2 - 5)

Neste ponto, € importante salientar que o campo de momentos da quantidade de movimento exibe
as mesmas propriedades geométricas do campo de momentos de um sistema de forcas, propriedades
essas que sao sintetizadas pela formula de mudanca de polo, ou seja, para polos O e O’ arbitrarios,
mas que se movem com o sistema material, tem-se:

Hyr=Hy+(0—-0)AQ (2 -6)

3. Reducédo de um sistema de vetores quantidade de movimento de um corpo rigido

Suporemos, agora, que o sistema material ilustrado na Fig.2 corresponda a um corpo rigido § que,
em um dado instante, tenha seu campo de velocidades caracterizado pela velocidade v, de um ponto
O e pelo vetor rotacdo instantanea w.
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Figura 2. Redugdo de um sistema de vetores quantidade de movimento de um corpo rigido.

! Em algumas edigOes brasileiras de livros de Mecanica, momento da quantidade de movimento é designado como
‘momento angular’, o que constitui evidente erro de tradugdo da expressao inglesa ‘angular momentum’, cujo significado
€ o de quantidade de movimento angular, uma vez que ‘momentum’, em inglés, significa quantidade de movimento
e ndo momento.

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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O sistema de vetores quantidade de movimento ¢; = m;v; associados ao corpo rigido se reduz,
como antes, aos vetores

n

6 = m;v; 3B-1)
i=1
e
n
Ho =Z(Pi—0)/\mi17i 3-2)
i=1
Em um solido, porém, a velocidade do centro de massa se expressa como
Vg =Vo+ WA (G—0) (3-3)
de modo que a quantidade de movimento resultante de um sélido se expressa como
G =m[by + B A (G- 0)] (3—4)

Para calcularmos 0 momento da quantidade de movimento resultante de um sélido, lembremos
que a velocidade de qualquer ponto P; do s6lido é dada por:

5i=50+5A(Pi—0) (3—5)
Substituindo-se (3-5) em (3-2), obtém-se:

n n
i=1 i=1
Desenvolvendo a expressdo acima, tem-se:

n n
1?])0 = Zmi(Pi —0) A7y +Zmi(Pi —O0)A[@A(P;—0)]
i=1 =1

n
:>I70:m(G—0)/\1‘7’0+Zmi(Pi—0)/\[8/\(Pi—0)] 3-17)
i=1
Aplicando-se a expressao anterior a formula da expulsdo do duplo produto vetorial, ou seja,
dA(bAE)=(d-&)b—(d-b)e (3-8)
com
i=({P,—0) b=&@ é=(P,—0) (3-9)
resulta:
n
Hop=m(G—0)A D, + Zmi{[(Pi —0): (P, —0)]& — [(P; — 0) - &](P; — 0)} (3-10)
i=1

E importante destacar que, na expressio acima (3-10), os vetores (P; — 0) e w devem ser
descritos no sistema de referéncia ligado ao corpo, ou seja:

(Pi—0)=xii)+yij)+ziz (3—11)
e

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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@ = wel + 0] + w,k
Fazendo-se as substituicGes dessas expressdes na Eq.3-10, obtém-se:
ﬁo =m(G—0)/\130
n
+ z m; {(xi? +yJ+ ziié)z(wxf + wyj + a)ZE)
i=1
—[(xT+yiJ+ ZiE) (wel + wy ] + a)ZE)](xl-? +y,7+ ziE)}
= Hy = m(G —0) A%,
n
+ Z m; {(xi? +y,7+ Ziz)z(wx? + wyJ + a)ZE)
i=1
— (xiwx + yiwy, + ziwz)(xl-i’+ yiJ + ZL-E)}
= Hy,=m(G—0)AD,
n

+ Z mi[(yiz + 2wy — X Y0, — xiziwz]?

i=1
n
+ z m[—x;yiw, + (xF + zP)wy, — yiziw,|]
im1
n
+ Z m[—x;z;wy — Viziw, + (xF + yH)w,lk
i=1

Definindo-se 0s momentos de inércia como

n
zmw+@=m

l(xlz + le) =]Oy

'M=

=y

1=

Zm(x +yl)_]OZ
i=1

s produtos de inércia como

mix;¥; = Joxy

ﬂ‘M: S

i

z mXiz; = Joxz
i=1

n
z m;yiZi = Joyz
i=1

obtém-se:

(3—12)
(3—13)
(3 — 14)
(3 —15)

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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Hy, = (G — 0) Am¥,
+ (IOxwx _]Oxya)y _]Oxza)z)?
+ (_]Oxywx +]way _]Oyzwz)]_)
+ (_]Oxzwx _]Oyzwy -l']Oz(")z)ig (3 - 16)

A expresséo anterior pode ser representada de maneira mais compacta na forma como segue:

]Ox ]Oxy _]Oxz
HO = (G — 0) /\mﬁo + _]Oxy 0 ]Oyz [ (3 - 17)
_]Oxz ]Oyz

em que

w=[w] = [ ] (3—-18)
€ 0 vetor rotacdo instantanea de S, representado como uma matriz coluna, e

]0x _]Oxy _]Oxz
Uol=|"Joxy Joy —Joyz (3—-19)

_]0xz _]0yz ]02
é a assim chamada matriz de inércia do corpo rigido §, descrita no sistema de eixos Oxyz ligados a
§. Nessa matriz, os termos da diagonal principal Jox, Joy € Jo, Sd0 denominados momentos de
inércia relativos aos eixos Ox, Oy e Oz, respectivamente; os demais termos, isto €, Joxy, Joxz € Joyz:
sdo denominados produtos de inércia relativos aos pares de Ox,0y, Ox,0z e 0y,0z,
respectivamente.

Dessa forma, introduzindo-se (3-18) e (3-19) na expressdo (3-17), chega-se, finalmente, a:
Ho = (G — 0) Amy + [Jo] - [w] (3 — 20)
que representa 0 momento da quantidade de movimento de um corpo rigido § em um polo O qualquer
pertencente a § ou a sua extensdo material, descrito em um sistema de eixos Oxyz ligados a S.

Portanto, o sistema de vetores quantidade de movimento de um corpo rigido S pode ser reduzido
ao par de vetores § = mi; e Hy = (G — 0) AmB, + [J,] - [w], ambos aplicados a um polo 0
arbitrario, pertencente a § ou a sua extensdao material.

Qualquer par {6 ﬁo} tal que O € § ou O € extensido material de S, descreve, a cada
instante, um campo equiprojetivo. Diz-se, entdo, que {6 170} é o torcor cinético de S .

A expressdo do momento da quantidade de movimento de um corpo rigido (Eq.3-20) pode ser
interpretada de acordo com o esquema da Fig.3, em que o sistema de vetores quantidade de
movimento do solido é associado as contribuigdes de: 1) uma particula de massa m igual a do sélido,

situada no seu centro de massa G, mas movimentando-se com a velocidade ¥, ; 2) o préprio corpo
rigido §, supondo-se, porém, que este se mova em torno de um ponto O fixo.

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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Figura 3. Interpretacdo fisica para os termaos presentes na equacao 22.

No esquema da Fig.3, a parcela (G — 0) Amv, representa 0 momento da quantidade de
movimento em relacdo ao polo O da particula de massa m, localizada em G e movendo-se com
velocidade ©v,; trata-se, portanto, de um momento da quantidade de movimento associado a
translacdo. J& a parcela [J,] - [w] representa 0 momento da quantidade de movimento em relacéo ao
polo O do corpo S realizando movimento de rotagdo em torno do ponto O, suposto fixo; trata-se,
portanto, de um momento da quantidade de movimento associado a rotacgao.

A expressao do momento da quantidade de movimento de um corpo rigido, em relagdo a um polo
0, se simplifica nos seguintes casos:

(@) O coincide com o centro de massa G do corpo, de modo que:

He = gl - [] (3 —21)
(b) 0 é um ponto fixo, de modo que:

Ho = o] [w] (3 —22)
(c) v, é paraleloa (G — 0), de modo que:

Ho = [Jo] - [@] (3 —23)

Nos proximos tdpicos investigaremos o0s elementos que compdem a matriz de inércia, bem como
suas propriedades algébricas e geométricas gerais.

4. Momento de inércia polar de um sistema material

Para um sistema § de pontos materiais {m;, P;} (Fig.4) define-se o seu momento polar de inércia
em um polo O arbitrario como a quantidade dada por:

n

Jo =) mir (4-1)

onde r; é a distancia entre o ponto P; e o polo 0.

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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Figura 4. Momento de inércia polar de um sistema material.

Desenvolvendo-se a expressdo acima, obtém-se:
n
Jo = ) mix? +y? +27) (4-2)
i=1

Note-se que /, > 0, amenos que S seja constituido por uma unica particula localizada em 0, caso
este em que J, = 0.

5. Momento de inércia de um sistema material em relacdo a um eixo

Consideremos um sistema de pontos materiais § e um eixo Ou passante pelo polo O e orientado
segundo a direcdo do versor u (Fig.5). Define-se momento de inércia de § com relagdo a Ou a
quantidade positiva J,; dada por:

n
Jou= ) md? (5-1)
i=1

onde d; é a distancia entre o ponto P; e 0 eixo Ou.
Notando, na expressdo acima, que

di = |Pl - Ol . sin@i = |Pl —0| . |1_i| . SinHl- = |(Pl - O)Aﬁl (5 - 2)
resulta:
n
Jou = Y mil(Pi = 0) AT (5-3)
i=1

Figura 5. Determinacdo do momento de inércia axial de um sistema de pontos materiais.

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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Note-se que oz > 0, a menos que 0s pontos materiais de (S) estejam distribuidos ao longo do
eixo Ou, caso este em que J,; = 0. Percebe-se, ademais, que quanto mais distantes do eixo Ou
estiverem as massas m;, tanto maiores serdo suas contribuigdes ao valor de /3.

Da experiéncia quotidiana, sabe-se que girar um corpo rigido § em torno de um eixo Gw como o

indicado na Fig.6-a, demanda ‘menor esfor¢o’ do que fazé-lo girar em torno de um eixo G como o
da Fig.6-b.

(@) (b) @

CC = B—( = 7

Figura 6. Influéncia da orientacdo do eixo Gw’sobre o valor do respectivo momento de inércia J ;- de um corpo rigido.
A elipse desenhada na figura é uma sec¢o do elipsoide de inércia do corpo rigido S.

Da mesma forma, sabe-se também que o ‘esforco’ requerido para girar um corpo rigido § em
torno de um eixo G w passante pelo seu centro de massa G, como no caso da Fig.7-b, é menor do que
0 exigido para gird-lo em torno de um eixo Ow paralelo ao primeiro, mas passante por um ponto O
conforme ilustrado na Fig.7-a.

gl

1@ @) (b)

(0® VA G

Figura 7. Influéncia da posicdo do polo O no valor do momento de inércia J ,;; de um corpo rigido.

Portanto, pode-se afirmar que 0 momento de inércia de um corpo rigido § relativamente a um
eixo Ou é uma medida da inércia oferecida por § a imposicdo de um movimento de rotacdo em torno
de O, ou seja, de sua inércia ao movimento de rotacao.

Fazendo-se Ou coincidir com cada um dos eixos 01, 0,0k do sistema de referéncia Oxyz,
obtém-se:

n n n
- N 2 > -2
Jox :Zmi|(xil+yi] +Zik)/\l| =Zmi(zij—yik) :Zmi(yi2+zi2)
i=1 i=1 i=1
n n n
> - ' | 2 T b4 2
]Oy=Zmi|(xil+Yi] +zik)/\]| =zmi(xik—zil) =Zmi(xi2+zi2) (5—4)
n n n
N N — -2 N
Joz = z m;| (it + yiJ + zk) A k| = Zmi(J’il —x)? = Z m;(x} +y7)

que sdo, respectivamente, as expressdes do momento de inércia de § em relacdo aos eixos Ox, Oy e
Oz. Cabe aqui relembrar que Joy, /oy € Joz, Calculados segundos as formulas (5-4), sdo os elementos
da diagonal principal da matriz de inércia [/, ] (EQ.3-19).

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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E interessante ainda destacar a relacio existente entre 0 momento polar de inércia e os momentos
de inércia relativos a trés eixos ortogonais passantes pelo polo. Descrevendo-se 0 momento de inércia
polar de § em 0, ou seja,

n
Jo =) mit +y?+72) (5-5)
i=1
como
1 n n n
Jo =3 Zmi(yi2+zi2)+2mi(xi2+Zi2)+Zmi(xl-2+yi2) (5—16)
i=1 i=1 i=1

conclui-se que

1
Jo =E(]0x +]Oy +]Oz) (5_7)

ou seja: “o momento de inércia polar de um corpo rigido em um polo arbitrario O é a metade da
soma de seus momentos de inércia relativamente a trés eixos ortogonais passantes por 0.

6. Raio de giracao

Uma vez calculado o momento de inércia J,; de um corpo rigido & em relagdo a um eixo 01,
pode-se conceber a ideia de uma particula material P de massa m igual a de §, situada a distancia p
de Ou (Fig.8) e que tenha 0 mesmo momento de inércia J,; em relacdo a esse eixo.

Figura 8. Massa concentrada com momento de inércia em relagdo a 0% igual ao de (R).

Em tais circunstancias, conclui-se que

— 2
Jou =mp (6-1)
e, por decorréncia, obtém-se

Jou

- (6-2)

p:

que é o assim chamado raio de giracdo de & em relacdo ao eixo 0.

7. Produtos de inércia

Considerando-se o corpo rigido § da Fig.9, definem-se os produtos de inércia relativamente aos
pares de eixos Ox, Oy, Ox,0z e Oy, 0z, cOMoO:

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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Figura 9. Determinacéo dos produtos de inércia de um corpo rigido.

n
Joxy = z mx;y;
i=1

n
Joxz = Z miX;Z; (7-1)
=1

n
Joyz = z m;y;z;
i=1

Analisando-se as férmulas (7-1), nota-se que os produtos de inércia sdo medidas do grau de
assimetria da distribuicdo de massas de um corpo rigido relativamente ao par de eixos
considerados.

Para mostrarmos que a afirmacdo anterior é procedente, analisaremos a distribuicdo de massas
segundo o par de eixos Ox, Oy.

Se o sistema material fosse simétrico em relacdo ao eixo Ox, ou seja, se a cada particula de massa
m; localizada na posicdo P;(x;,y;,z;) correspondesse uma outra particula de massa m; = m;,
localizada na posicdo P;(x;,y;,z) = Pi(x;, —i,z;) (Fig.10-a), o produto de inércia o, de S seria
nulo, pois

Joxy = ) [mixiy; + mux;(=y;)] = 0 (7-2)
i=1

Joxy também se anularia se S fosse simétrico em relagdo ao eixo Oy, isto €, se a cada particula de

massa m; localizada na posicéo P;(x;, y;, ;) correspondesse uma outra particula de massa m; = m;

localizada na posicdo P;(x;,y;,z;) = Pi(—x;, y;,z;) (Fig.10-b), pois, em tal caso, terfamos:

Joxy = ) [mixiy; + mi(=x)y;] =0 (7-3)
i=1

Por outro lado, se todas as projecOes das posicdes das particulas de S sobre o plano Oxy se

localizassem ou no par de quadrantes {(x > 0,y > 0),(x <0,y < 0)} ouem {(x >0,y < 0),(x <

0,y > 0)}, o valor de /o, seria claramente distinto de zero.

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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Na Fig.11-a apresenta-se uma distribuicdo antissimétrica de duas massas m; = m, = m, a
primeira localizada em Py (x,y, z;) e a segunda em P,(—x, —y, z,). Para esse sistema, 0 valor de ]y,

é dado por:
]Oxy = mxy + m(—x)(—y) = 2mxy (7-4)

My @

Figura 10. Distribuices de massas simétricas: (a) em relagéo ao eixo Ox; (b) em relagéo ao eixo Oy.

No exemplo da Fig.11-b, o sistema material apresenta duas massas m; = m, = m, a primeira
localizada em P; (x, —v, z;) € a segunda em P,(—x, v, z,). Para um tal sistema, o produto de inércia

Joxy Vale
Joxy = mx(=y) + m(—x)y = —2mxy (7-5)

A discussdo anterior da origem ao seguinte conjunto de regras de simetria que permitem
identificar casos simples em que o produto de inércia se anula:

(a) se um corpo homogéneo possui um plano 7 de simetria, seu produto de inércia J,,, em relagdo a
um polo O pertencente a = e a um par de eixos Ou e Ot, dos quais um deles (por exemplo, Ou)
é normal a 7, se anula (Fig.12-a);

(b) se um corpo homogéneo possui um eixo de simetria e, seu produto de inércia J,,, em relacdo a
um polo O pertencente a e e a um par de eixos Ou e Oz, dos quais um coincide com o eixo de
simetria, se anula (Fig.12-b);

(c) se um corpo homogéneo possui um centro de simetria esférica 0, seu produto de inércia relativo
a O e a quaisquer pares de eixos concorrentes com O se anula (Fig.12-c).

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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Figura 12. Corpos exibindo elementos de simetria: (a) planar; (b) axial; (c) esférica.

8. Momentos e produtos de inércia de sistemas materiais continuos

As formulas (5-4) e (7-1), definidas para sistemas constituidos por particulas materiais, estendem-
se naturalmente a sistemas materiais continuos, bastando apenas substituir as somatorias por integrais
de volume, de superficie ou de linha, conforme sejam tais sistemas assimilaveis a corpos
volumeétricos, superficiais ou curvilineos (Fig.13).

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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(@) (b) ©

Figura 13. Sistemas materiais continuos: (a) volumétricos; (b) superficiais; (c) curvilineos.

Para sistemas continuos, em que p(x,y,z),0(x,y,2),A(x,y,z) sd0, respectivamente, as
densidades volumétrica, superficial e linear na posicdo (x,y,z), as expressdes dos momentos de
inércia em relacéo aos eixos Ox, Oy e Oz, se transformam em

(x,y,2)ev
Jox = ﬂ ? +z%)p(x,y,z)dV
%4
(x,y,2)eV
Jov="||| @+ 2 y.22av (8-1)
14
(x,y,2)EV

Joz = U (x* +y®)p(x,y,2)dV
%4

ou
(x,y,2€S)
Jor= || 07+ 20t y.22ds
S
(x,y,z€S)
Joy = ff (x%2 +z%)o(x,y,2)dS (8—2)
S
(x,y,2z€S)

Jos = jj 2 + y)o(x,y,2)dS
S

ou

Notas de aula: PME3100 e PME3200
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(x,y,2)el

Jox = f 2 + 2)A(x,y, 2)de

¢
(x.y.z)et

Joy = J. (x%2 + z)A(x,y,z)d? (8—-13)

¢
(x,y,z)et

Jor= | G+ Gyl
£
J& as expressdes dos produtos de inércia, para sistemas materiais continuos, assumem as formas
(x,y,2)ev

Joxy = fff xyp(x,y,z)dV
|4

(x,y,2)EV
Joxs = ffj xz2p(x,y,2)dV @8- 4
174

(x,y,z)eV

Joyz = fff yzp(x,y,z)dV
74

ou
(x,y,z€S)

]0xy = ff xyo-(x!y! Z)dS
S
(x,y,Zz€S)
Jorr = || x0(y.22ds (8-5)
S

(x,y,z€S)

Jove= || yrotuy2ds
S

ou
(x,y,2)et

Jory = f xyA(x,, 2)de

¢
(x,y,z)et

Joxz = J xzA(x,y,z)dt (8—16)

¢
(x,y,z)et

Joyz = f yzA(x,y, z)d?
£
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9. Exemplos de calculo de momentos e produtos de inércia de sistemas materiais continuos

Nos dois topicos seguintes serdo apresentados exemplos de célculo de momentos e produtos de
inércia de figuras planas exibindo formas simples — retangulo e circulo.

9.1. Momentos e produtos de inércia de uma placa retangular

Considere-se determinar os momentos e produtos de inércia de uma placa retangular de massa m,
lados a e b e densidade homogénea o conforme ilustrado na Fig.14.

v

Figura 14. Determinacdo dos momentos e produtos de inércia de uma placa retangular homogénea.

De acordo com as formulas (8-1) a (8-3), os momentos de inércia /., /oy € /o, da placa sdo dados,
respectivamente, por:
(x,y,2)€eS (x,y,2)eS b
3 3 2
y b b
Jox = ff (y?+z*)odS =0 j-f y2dS = afyzady =oaz| =oap=m—
S S 0

0
9.1-1)

(x,y,2)ES (x,y,2)eS a
x3|*

Joy = ff (x*+z%)odS =0 j-f xzd.S'zafxzbdxzab3
S S 0

3 a2

0_0 R

9.1-2)

(x,y,2)€ES
Joz = U (x* +y*)adS
S

(x,y.z)es a

i y (x2+y2)d5=0ﬂf(x2+yz)dy dx:af<x2y+y;>:

0
i b ¥ b \[¢ (@ b a? + b?
— 2 — — — i — S R =
—Jj<xb+3>dx J<3b+3x>o 0<3b+3a> aab( 3 >
0
a® + b?

; (9.1 — 3)

=m
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Alternativamente, poderiamos ter determinado o momento de inércia J,, da placa retangular
utilizando a equacéo (5-7), que relaciona 0 momento polar de inércia J, com 0s momentos axiais de
inércia Jox, Joy € Joz- Tomando-se como referéncia tal equagéo, ou seja,

2]o = Jox +Joy tJoz 9.1-4)

e notando que em uma figura do plano Oxy o eixo Oz corresponde ao seu tragco O, de modo que

Joz =Jo (9.1 -5)

resulta:

2Joz = Jox +Joy +Joz (9.1-6)
Conclui-se, portanto, que

Joz =Jox +Joy 9.1-7)

relacdo valida para qualquer figura plana (no caso deste exemplo, trata—se do plano Oxy) e que,
aplicada a resolucdo do problema em consideracédo, conduz a

2 aZ a2+b2
]OZ=]Ox+]0y=m?+m?=m 3

resultado idéntico ao obtido previamente, como era de se esperar.

(9.1-8)

Os produtos de inércia da placa retangular sdo obtidos a partir das formulas (8-4) a (8-6), ou seja:

(y.2)es al b - 2 b £ p2 b2 [x2\|*
Joxy =0 .ff xdezaf fxydy dx=o*f<x7> dx=afx7dx=0?<7>
S o |o 0 0 0 0
a’b? ab
=0 =m, (9.1-9)
(x,y,2)€S (x,y,2)€S
Joxz =0 ﬂ xzdS =o ﬂ x.0dS =0 (9.1-10)
S S
(x,y,2)€S (x,y,2)€S
Joyz =0 ﬂ yzdS = o ﬂ y-0dS =0 (91-11)
S S

9.2. Momentos e produtos de inércia de uma placa circular

Considere-se determinar os momentos e produtos de inércia de uma placa circular de massa m,
raio R e densidade homogénea o.

De acordo com a Fig.15, o momento de inércia J,, € obtido a partir da terceira das formulas (8-
2), ou seja:

(x,y,2)€S R

R* R?
=rog=my
0

1,.4-
Jor = ff (x* + y*)adS = af r22mrdr = 27wf ri3dr = 210 -
5 0

(9.2 —1)

Lembrando que, para figuras planas,
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Joz =Jox +Joy (9.2 -2)
e que, devido a simetria cilindrica da placa circular relativamente ao eixo Oz,

Jox = Joy (9-2-3)
resulta:

]02 Rz
]0x:]Oy:7:mT 9.2-4)
A
y

Figura 15. Determinacéo dos momentos e produtos de inércia de uma placa circular.

O produto de inercia da placa /oy, € nulo, em virtude da simetria cilindrica apontada acima. Os
demais produtos de inércia /o, € Jo,, 30 nulos, pois o plano z = 0 € um plano de simetria?.

10. Composicdo de momentos e produtos de inércia

Para determinar o momento ou o produto de inércia de um corpo rigido R qualquer, admite-se,
inicialmente, que sua forma geométrica pode ser gerada a partir da aplicacdo de operacdes de unido
e subtragédo a um conjunto de corpos rigidos R, R,, ..., R,,. Em seguida, aplicam-se as seguintes
regras:

(@) Se R = R, U R,, 0 momento (produto) de inércia de R em relacdo a um eixo Ou (a um par de
eixos O, 0v) é a soma dos respectivos momentos (produtos) de inércia de R,e de R, em relacdo
a0 mesmo eixo 0u (aos mesmos pares de eixos 0, 0D).

(b) Se R = R, — R,, 0 momento (produto) de inércia de R em relagdo a um eixo Ou (a um par de
eixos Ou, 0v) é a diferenca dos respectivos momentos (produtos) de inércia de R, e de R, em
relacdo ao mesmo eixo Ou (aos mesmos pares de eixos 0u, 0v).

As Figs.16a-b ilustram dois casos elementares de composicdo de momentos e produtos de inércia
pelas vias aditiva e subtrativa, respectivamente. No primeiro caso (Fig.16-a), 0s momentos e produtos
de inércia da figura composta séo obtidos a partir da aplicacdo das formulas seguintes:

Jox = ]gx + ]gx
]0y :]gy-l']gy (10_1)
]Oz = ]612 +]gz

2 Supde-se, nesse caso, que z = 0 situa-se a meia espessura da placa.

Notas de aula: PME3100 e PME3200



Mecanica 1-2: Capitulo 6 Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo Flavius P. R. Martins 19

]Oxy :]gxy +]gxy
Joxz = ]gxz +]gxz (10 -2)
]Oyz =]64yz +]gyz

y

Figura 16. Figuras compostas por: (2) unido; (b) subtrac&o.

No segundo caso (Fig.16-b), calculam-se os momentos e produtos de inércia da figura composta
a partir das férmulas abaixo:

Jox :]gx _]gx
]0y :]gy_]gy (10—3)

—_JA B
]02 _]02 _]02
e

]Oxy :]gxy _]gxy
]Oxz = ]gxz _]gxz (10 - 4’)
]Oyz =]64yz _]gyz

11. Teorema de Steiner ou dos eixos paralelos

Conforme serd demonstrado nesta sessdo, sendo conhecidos 0s momentos e produtos de inércia
de um corpo rigido § em relacdo a eixos ortogonais Gx, Gy, Gz passantes pelo seu centro de massa G,
pode-se determinar 0s respectivos momentos e produtos de inércia de § em relacdo a eixos
0X,0Y,0Z paralelos, respectivamente, a Gx, Gy, Gz.

Considerando-se os sistemas de referéncia Gxyz e OXYZ da Fig.17, a descri¢do das coordenadas
de um ponto material P;(x;, y;, z;) de massa m; do corpo rigido § no sistema OXYZ se faz por meio
de uma transformacdo linear de translacdo, definida por:
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Xi =a+ Xi

Y, =b+y; (11-1)
Zi =c+ Z;

em que a, b e c sdo as coordenadas do centro de massa G de S no sistema OXYZ, ou seja, G =
(a,b,c).

A
\Z

G

-

\

Figura 17. Calculo de momentos e produtos de inércia relativos a eixos transladados.
Introduzindo-se a transformagdo (11-1) na expressdo do momento de inércia J,x de S, resulta:

Jox = ) miVZ +22) = > mil(b + o + (¢ + 2]
i=1 i=1

n n n n
= Jox = Z m;(y? +z7) + Zmelyi + ZCZ m;z; + (b? + cz)z m; (11— 2)
i=1 i=1 i=1 i=1
No entanto, como 0s €ixos x, y, z passam pelo centro de massa de §, tem-se:
n n
Zmiyl- =Zmizi =0 (11-3)
i=1 i=1
Por outro lado,
n
D mF 42D = Jox (11-4)
i=1
onde J;, € 0 momento de inércia de § em relagdo ao eixo baricentral Gx, e

n
z iy = m (11-5)
i=1

onde m é a massa total de S.
Notando, finalmente, que
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Jb% + 2 = dy, (11— 6)

onde dy, € a distancia entre os eixos 0OX e Gx, chega-se, finalmente, a expressdo do teorema de
Steiner, também chamado teorema dos eixos paralelos:

Jox = Jox + mdyy” (11-7)

Expressdes andlogas existem para 0s momentos de inércia em relacdo aos eixos OYe 0Z, de modo
que podemos agrupa-las todas na forma:

]OX =]Gx + dex2
Joy = Jgy + mdy,* (11-8)
]OZ = ]Gz + Tnde2

Introduzmdo -se a transforma(;ao (11-1) na expresséao do produto de inércia J,xy de S, obtém-se:

]OXY—ZmXY zm(a+x)(b+yl)

:>]0Xy—melyl+aZm1yl+mexl+amel (11-9)

Ap6s um desenvolvimento similar ao da expressdo de J,x, chega-se a:
Joxy =]ny + mab (11-10)

De forma absolutamente analoga, obtém-se as expressdes dos demais produtos de inércia referidos
aos eixos transladados OYe 0Z, obtendo-se, ao final, o seguinte conjunto de formulas:

Joxy = Jgxy + mab
]OXZ :]ze + mac (11 - 11)
]OYZ =]Gyz + mbc

12. Determinacdo do momento de inércia em relacdo a um eixo Ou arbitrario em funcéo dos
componentes da matriz de inércia relativa ao polo O

Admitiremos que sejam conhecidos todos os componentes da matriz de inércia de um corpo rigido
S em relacdo a um sistema de eixos Oxyz, com origem em O (Fig.18). Em tal circunstancia,
mostraremos que é possivel expressar 0 momento de inércia de S em relacdo a um eixo arbitrario Ou
passante pelo polo O, em funcdo dos componentes da matriz de inércia, ou seja, de

]Ox1]0y l]Oz l]Oxy 1]Oxz € ]Oyz-
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Figura 18. Determinacdo do momento de inércia de um corpo rigido em relacdo a um eixo arbitrario 0.

Notemos que a equacdo vetorial que fornece os pontos Q do eixo Ou é dada por:
Q = A(cos @i+ cos B + cosy k) (12-1)
onde 1 € R.

Como o momento de inércia em relacdo ao eixo arbitrario Ou é dado pela equacgéo (5-3), ou seja,

n
Jou = ) mil(P, = 0) AT (12-2)
i=1

desenvolveremos algebricamente a expressdo(P; — 0) A u, na forma como segue:

i 7 k
(Pi—0)ANU = x Vi Z;

cosa cosf cosy
= (P, — 0) AT = (y;cosy — z; cos B)T + (z; cos a — x; cosy)] + (x; cos B — y; cos a)k
(12 -3)
Elevando-se o médulo da expresséo acima ao quadrado, ou seja

d? = |(P; — 0) Ai|? = (y;cosy — z; cos §)? + (z; cos @ — x; cosy)? + (x; cos B — y; cos a)?
obtém-se:

d? = (cos? B + cos? y)x? + (cos? a + cos? y)y? + (cos? a + cos? B)z?
—2cosacosfB x;y; —2cosacosy x;z; — 2cos B CcoSy y;z; (12 -4)

Substituindo-se a expressao acima em (12-2), resulta:

n n n
Jou = (cos? B + cos?y) Z mx? + (cos? a + cos?y) Z m;y? + (cos? a + cos? B) Z m;z?

n n n
—2cosacosf Z m;x;y; — 2 COS & COS )/Z m;x;z; — 2 cos S cosy Z m;y;Zz

=1 i=1
(12 -5)
Reagrupando-se os termos da expressao anterior, obtém-se:
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n n n
Jou = cos? az m;(y? + z?) + cos? ,BZ m;(x? + z?) + cos? yz m;(x? + y?
i=1 i=1 i=1

n n n
—2cosacosf Z m;X;y; — 2 COS & COS yE m;x;z; — 2 cos S cosy z m;y,z;

(12 - 6)
Substituindo-se na expressdo acima os simbolos dos momentos e produtos de inércia, chega-se a:

Jou = cos? & Jox + cos® B Joy + cos? ¥ Jo,
—2c0sacosf Joxy —2€0SACOSY Jox, — 2€0OS [ COSY Joy; (12-7)

Introduzindo-se a matriz de inércia

[ ]Ox _]0xy _]Oxz

Uol=|—Joxy Joy —Joyz (12-38)
| _]0xz _]0yz ]Oz

e 0 vetor de cossenos diretores expresso na forma matricial, ou seja,

[COS

[u] = [cosp (12-9)
| cosy

Chega-se, finalmente, a:

]Ox _]Oxy _]Oxz cosa
Jou=I[cosa cosB cosy]l-|—Joxy Joy  —Joyz|: [COS ﬁ] = [ul"Uollu] (12 -10)
_]Oxz _]Oyz ]Oz cosy

E importante mais uma vez frisar que o valor de J,; é sempre positivo, anulando-se apenas na
rara situacdo em que o corpo rigido § é assimilavel a um conjunto de particulas localizadas sobre o
eixo O1u. Portanto, quaisquer gque sejam 0s eixos Ou considerados, a condicdo abaixo é sempre
satisfeita:

[u]” - Uol - [u] =0 (12 — 11)

13. Exemplo de calculo de matriz de inércia de corpo tridimensional

Considere-se o solido ilustrado na Fig.19, em que as barras delgadas e homogéneas AB, OC e DE
tém comprimento a e massa m. Pede-se determinar a matriz de inércia desse corpo no polo O, bem
como seu momento de inércia em torno do eixo Ou = (D — 0)/|D — 0].

Figura 19. Corpo rigido composto por barras delgadas.
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O momento de inércia de uma barra delgada em relacdo a um eixo perpendicular, passando pelo

seu centro de massa, pode ser assim calculado:

a
312 2

x%pdx = X
pdx=p—|

Jox =

|
NIQ\ INTESY

As contribuicdes a matriz de inércia das barras sao indicadas a seguir:

o barra AB
B ma?
Ox — 12
]AB __0
e ma?
0z — 12
]0xy 0
Oxz'_ O
]Oyz 0
e« barraOC
Of =:O
a2 a? a’ ma?
oc _ j0C _ —
185 = )5 +m(3) =miz+ma=—5-
oc ma?
0z = 3
]Oxy
Oxz'_ O
]Oyz 0
o barra DE
e = ma?
ma? N 13
]0y = 12 ma? 12ma
8¢ = ma?
]Oxy
Oxz'_ 0
]Oyz 0

(13- 1)
(13 - 2)
(13 —3)
(13 — 4)
(13 - 5)
(13 — 6)
(13 = 7)

Aplicando-se a formula da composicdo aditiva de momentos e produtos de inércia, tem-se:
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a? ma®> ma?
2 2 2
A oc _ ma 13ma _ 17ma _
Joy =J&3 +J35 +185 =0+ ——+——=—1 (13- 8)
ma® ma? 17ma?
Joz =Jo7 +Joz +Jor = 5+ ——+ma’ =—1
]Oxy =]61£y +]ga(c:y +]g)lc;y =0+0+0=0
Joxz = Joxz + 105z +16xz =0+ 0+0=0 (13-9)
]0yz =]5152 +]g§z+ 352 =04+404+0=0
Logo, a matriz de inércia do corpo no polo O é:
ma?
: 0 0 |
2
Uol={ 0 = 0 (13 - 10)
0 0 17ma?
12
Os cossenos diretores da reta OD séo:
a 2+/5
cosa = =
Jat+a2/4 S
cosf =0 (13 -11)
a/2 V5
COSYy = ———=—
Jat+a?2/4 5
Portanto, 0 momento de inércia do corpo em torno do eixo OD € dado por
— 2 -
ma
- 0 2v/5
245 5 17ma? 5
]OD:[L_ 0 £] 0 0 ‘1 0
5 5 12 NG
0 17ma? =
L 12
ma?4 x5 foa 17ma? 5 5ma? 13- 12
= = — —_— = —
Joo =g~ 12 25 12 ( )

14. Propriedades da matriz de inércia

A matriz de inércia de um corpo rigido § contém termos quadraticos que dependem do particular
sistema de eixos de referéncia adotado. Em outras palavras, considerando-se dois sistemas de eixos
Oxyz e Ox'y'z', ambos ndo ligados a § (Fig.20), a matriz de inércia de S fica descrita por

]Ox _]Oxy _]Oxz
Uol = |—Joxy  Joy —Joyz (14 -1)
_]Oxz _]0yz ]Oz

se se utilizar o sistema de eixos Oxyz, ou por
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Jox' _]0x'y' —Jox'z'
[](I)] = _]Ox’y' ]Oy’ _]Oy'z' (14 - 2)
—Jox'z' _]oy'z’ Joz'
caso o sistema de eixos Ox 'y 'z’ seja adotado.

Tomando-se por referéncia a Fig.20, admitiremos que Ox'y’'z’ e Oxyz estejam relacionados pela
seguinte transformacé&o linear de rotacéo:

[r]=

x' X
y’] =[C]- H = [C] - [7] (14 -3)
z' z

em que os componentes da matriz de rotacdo [C] sdo os cossenos diretores dos angulos entre cada

um dos eixos x, y, z do sistema Oxyz e todos os demais eixos x’,y’, z'do sistema Ox'y z', ou seja:
Cx'x Cx'y Cx'z

[C] = [Cy’x Cy'y Cy’Z]

Czlx Czly Czlz

(14 -4)

Figura 20. Descricdo da matriz de inércia em dois sistemas de eixos distintos Oxyz e Ox'y’z’ ndo ligadosa S.

Na expressdo (14-4), o termo c,,,, por exemplo, designa o cosseno do angulo formado entre os
eixos y' e z, ou seja:

cyr, = cos({y',z)) =] - k (14 -5)

Com o intuito de estabelecer a relagdo algébrica entre as matrizes [J,] e [J,], notemos que [/, ]
pode ser desenvolvida na forma como segue:

Ym(yf +z7) X mxy; — X mx;z;
Vol =| —Zmxiy;  Im(xf+2z8) —Xmuyz
— X MX;Z; —-Yymyiz;  Lm(xf + yf)
1 0 0 Xi
= [Jo] = Zmi{(xiz +yZ + z?2) - [0 1 0|-— )’i] Xy Zi]}
0 0 1 Zj
= ol = ) mi 2 - 11 = [l - [} (14-6)

em que [I] é a matriz identidade 3 x 3.
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Usando a equagdo (14-6), [J,] se expressa como:
Uol = Xm {(r))? - 1] = [r{]- [r{]1"} (14-7)

Notando que os mddulos dos vetores 7; ndo sdo alterados durante uma transformacéo linear de
rotacdo, ou seja, que

r)H)r=r? (14 — 8)

e introduzindo-se, na expresséo (14-7), a transformacéo linear (14-4) entre os vetores #'e #, obtém-
se:

Uol =Xm {r - 11 = [C] - [r] - [n]"[C]"} (14 -9)
Como a matriz dos cossenos diretores [C] é ortogonal, tem-se:
[C]-[C]" = [1] (14 — 10)

Naturalmente, a expressdo acima ndo se altera se a matriz [C] for pés-multiplicada pela matriz
identidade, ou seja, se se fizer:

[C]=1[C]-[1] (14 — 11)
Dessa maneira, (14-10) adquire a forma:
[C]-[1]-[C]" = [1] (14 — 12)

Substituindo-se [I] em (14-9) pela igualdade (14-12), resulta:
Uol = Zm{[Clr? - [1] - [C]" = [C] - [r] - []"[C]"}

= [Jol = [C]- z m; {r? - [I] =[] - [7]"} - [C]" (14 —13)
Dessa forma, chega-se, finalmente, a
Uol = [C1- Uol - [C]" (14 —14)

que é uma transformagcao de similaridade?® relacionando a matriz de inércia [J,] de S, descrita no

iyl !

sistema de eixos Oxyz , com sua versdo [/, ], descrita no sistema de eixos rotacionados Ox'y'z’.

Por ser o resultado da aplicagdo de uma transformacéo de similaridade, [J,] preserva algumas
caracteristicas algébricas que a tornam similar a [J,].

A matriz de inércia apresenta 0s seguintes invariantes:

. traco:
Iy = Jox +Joy +]Oz=]Ox'+]0y’+]Oz’ (14 - 15)
« anisotropia:
]Oy _]Oyz Jox —Joxz ]Ox _]Oxy ]0y' _]0y'z'
I, = + + = +
_]Oyz Joz —Joxz Joz _]0xy Jox —]oy’z’ Joz'
Jox' _]Oxlz' Jox' _]Ox'y'

(14 — 16)

~Joxz  Joz' _]0x'y' ]Oy’

o determinante:

3 Nesse tipo de transformacéo ndo ocorrem modificacOes de forma, mas apenas translacdes e rotagdes.
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Jox _]0xy —Joxz Jox' _]Ox'y' ~Jox'z'
Iy =|"Joxy Joy —Joyz| = _]Ox'y' Joy' _]Oy'z' (14 —-17)
—Joxz _]Oyz Joz _]Ox'z' _joy'z' Joz'

O fato de a matriz de inércia [Jo], quando descrita em um sistema de eixos de referéncia
rotacionados, transformar-se por meio da transformacdo (14-14), caracteriza-a como membro do
grupo dos tensores de segunda ordem. (A titulo de comparacao, vetores, que ao serem representados
em um sistema de eixos rotacionados, transformam-se de acordo com a transformacdo (14-3), sdo
membros do grupo dos tensores de primeira ordem; escalares, por sua vez, por apresentarem uma
representacdo independente de quaisquer sistemas de referéncia, séo classificados como tensores de
ordem zero).

E importante destacar que, embora a matriz de inércia [J,] seja afetada pela rotagio do sistema de
eixos Oxyz em torno de 0, 0 mesmo ndo ocorre com 0 momento de inércia de § em relagdo a um
eixo Ou, uma vez que J,; depende apenas das distancias d; das particulas materiais P; de S ao eixo
considerado (vide Fig.20). Assim, para quaisquer sistemas de referéncia que tenham sua origem em
0, tem-se:

Jou =[cosa cosB cosyl-|—Joxy Joy —Joyz|-|cosB
_]Oxz _]Oyz ]Oz cosy

Jox' _]Ox'y' —Jox'z' [COS a’]

]Ox _]Oxy _]Oxz [COS (X]

= [cosa’ cospB’ cosy']l-|=Joxy  Joy'  —Joy'z'|:-|cosp’ (14 — 18)
~Joxz —Joy'zt  Joz' cosy’

expressdo que pde em evidéncia a invariancia de J,z a quaisquer rotagdes que o sistema de eixos
Oxyz possa vir a sofrer em torno do polo 0.

15. O elipsoide de inércia
Tomando-se por referéncia a Fig.21, consideremos o vetor

@-0)=

1 — - - -
u=xi+yj+zk 15—-1
N Y] ( )
cuja magnitude é medida em unidades de inverso da raiz quadrada do momento de inércia de um
corpo rigido S em relacdo ao eixo O (por exemplo, em m~1kg~1/2, se se utilizar o Sistema de
Unidades Internacional).

Figura 21. Elipsoide de inércia de um corpo rigido.

Introduzindo-se em (15-1) a expressdo do versor i, ou seja,

i=cosal+cosBj+cosyk (15-2)
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obtém-se:

cosal+ cosyk = xT+ yj + zk (15 —-3)

1
T T
Portanto, os cossenos diretores do eixo Ou sdo dados por:
cosa = \/]0_17 X
cos,Bz\/]O_ﬁ-y (15—-4)
cosy =+/Jou ' Z

Introduzindo-se as expressoes (15-4) em (12-7), abaixo replicada,

(Q-0) = cosfj+

Joi = €os® a Jox + €0s% B Joy, + €05% ¥ Jo, — 2.cOS @ COS B Joxy — 2 COS A COSY [z —

2 cos B cosy Joy, (15-5)
chega-se a:

Joi = x*Jowlox + ¥ owloy + 2% oiloz — 2x¥]oiloxy — 2%2] o) oxz — 2YZ] 0iiloyz

= JoxX% + JoyY* +J022% = 2oxyXy — 2Jox2XZ — 2] 0y, yZ = 1 (15-16)

que é a equacdo de um elipsoide de centro O, denominado elipsoide de inércia do corpo rigido S .
Nesse elipsoide, a distancia medida entre o centro O e um ponto Q qualquer localizado sobre sua
superficie representa o inverso da raiz quadrada do momento de inércia do corpo rigido § em torno
da reta 0Q. Dessa forma, quanto maior for o valor de /3 , menor sera o comprimento |Q — O|.

E importante destacar que o elipsoide de inércia de um solido, referente a um dado polo 0, é
invariante a transformacdes de coordenadas. Em outras palavras, quaisquer que sejam os sistemas
de eixos Oxyz considerados, a figura do elipsoide de inércia serd sempre a mesma. Essa é uma
caracteristica fundamental dos tensores de segunda ordem. Dizemos, entdo, que o elipsoide de
inércia € a representacdo geomeétrica do tensor de inércia do corpo.

As propriedades inerciais de rotacdo de um corpo rigido, independentemente de sua forma, serdo
sempre descritas pelo tensor de inércia, e este, por sua vez, seréd representado geometricamente por
um elipsoide. A Unica excecdo se aplica ao caso ideal em que o corpo rigido se assimila a uma reta
infinita, quando, entdo, o elipsoide de inércia degenera em um cilindro (Fig.22).

A

Figura 22. Degeneracao do elipsoide de inércia em um cilindro.

Para que isto fique claro, basta lembrar que a distancia s medida entre o polo O e a superficie do
elipsdide é
1

Y
Il

(15-7)
Jou
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Logo, a medida que 1 tende para 7, « —» 0 e Jo,3 — 0. Na condicdo limite, portanto, s - o« e 0
elipsoide se aproxima de um cilindro.

16. Momentos e eixos principais de inércia

Quando os eixos do sistema de referéncia Oxyz coincidem com os didmetros de um elipsoide, a
equacdo de sua superficie, descrita nesse sistema, assume a forma canénica, qual seja:

x2 yZ ZZ

em que a, b, ¢ representam os semi-diametros do elipsdide.

Analogamente, a equacdo do elipsoide de inércia pode assumir a forma canonica, para o que se
faz necessario que 0s componentes da matriz de inércia [J,] de § estejam referidos a um particular
sistema de eixos 0xPy?zP (Fig.23), ditos eixos principais de inércia. Em tais circunstancias, [J,]
adquire a forma dlagonal, ou seja,

Jox 0 0
Jol=|0 Joy O (16 — 2)
0 0 J5

em que]é’x,]gy,]gz sdo 0s assim chamados momentos principais de inércia, e o elipsoide de inércia
fica representado pela equagéo
xZ yZ ZZ
2 + 2 + 2
(1/ ]5x> (1/s6y) (1/ fé’z)

= Joxx? + Jbyy: + 5,22 =1 (16 —3)

Figura 23. Elipsoide de inércia descrito em um sistema de eixos principais de inércia.

17. Eixos e momentos principais de inércia

Se 0s componentes da matriz de inércia [/,] de um corpo rigido § forem conhecidos em relacdo
a um sistema arbitrario de eixos Oxyz, as dire¢fes dos eixos principais de inércia e 0s respectivos
valores dos momentos principais de inércia, ao longo desses eixos, podem ser determinados.
Tomando-se por referéncia a Fig.24, notemos que 0s eixos principais de inércia sdo retas normais ao
elipsoide de inércia.
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Figura 24. Eixos principais de inércia: reta normal ao elipsoide de inércia.

Por outro lado, sabemos que, sendo

fx,y,z) =C (17 - 1)

a equacdo de uma superficie S definida no espago euclideano, a direcdo de uma reta normal a &
coincide com a de seu gradiente, ou seja, 0 versor u de tal reta é dado por:

Vi(x,y,2) B 1 af , of , Of -

WGyl WFGyallex Tay Taz" 7=2
Igualando-se 0s componentes do versor 1 aos respectivos cossenos diretores do eixo Ou, tem-se:
10f
cosa = Ea
cosf =lg (17 -3)
K dy
10f
CoSy = E&
em que
af\* . (9f\" , (9f\"
== )+ (&) + ()

Aplicando-se as férmulas (17-2) a (17-4) a equacao (15-5), representativa do elipsoide de inércia,
qual seja,
]0xx2 +]Oyy2 -l']OzZ2 - 2]Oxyxy — 2JoxzXZ — ZJOyZyZ =1 (17 =5)
obtém-se um sistema de trés equacdes algébricas, a saber:

Joxx _]Oxyy —JoxzZ = K cosa
_]Oxyx +]Oyy _]0yzZ = Kcosp (17 - 6)
_]0xzx _]0yzy +IOZZ = KCOSV
Sendo P(x,y,z) o ponto de interseccdo do eixo Ou com a superficie do elipsoide de inércia, e r
a distancia entre os pontos O e P (ou seja, r = OP), pode-se escrever:
X
cosa =;:>x =rcosa
cosﬁz%ﬁyzrcosﬁ a7-7)
Z
COSYy = ; = Z=TCoSsYy

Introduzindo-se as relagdes acima nas equacdes (17-6), obtém-se:
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JoxT €OSA — JoxyT €COS B — Joxz7 COSY = K cOs a
—JoxyT €COS & + Joy7 COS B — Jpy,7 COSY = K cos (17 — 8)
—JoxzT €OS@ — Joy,,7 COS B + Jo,7 cOSy = K cosy
Multiplicando-se cada uma das equacdes (17-8) por cos a, cos 8 e cosy, hesta ordem, tem-se:
JoxT COS% a0 — JoxyT COS @ COS B — Joy T COS@COSY = K cos?a
—JoxyT €OS @ cos B + Jo,7 cos® B — Jo,,7 cos B cosy = K cos? B (17 -9)
—JoxzT COS A COS Y — [y, 7 COS B COSY + Jo,7 cos?y = K cos?y

Somando-se as trés equacdes anteriores, resulta:

Jox €0s® a + ]y, €0s* B + Jo, €0S* ¥ — 2]pxy COS @ €OS B — 2]y COS @ COSY — 2]p,,, COS B COSY
K

=— 17 - 10
. ( )
Comparando-se a equacdo anterior com a do momento de inércia em relagdo a um eixo Ou, ou

seja,

Joi = Jox €0s* @ + Joy, c0s* B + ], €0S* ¥y — 2]y, COS @ COS B — 2]y, COS @ COS Y

— 2Joyz COS B cOSY (17 - 11)
conclui-se que
K=rJ§ (17 - 12)

em que J5 é um momento principal de inércia de S segundo um eixo principal de inércia passante por
0.

Dessa maneira, o sistema de equacdes (17-9) pode ser reescrito como:

JoxT €082 & — [T COS & COS B — Jor,T COS A COSY = T]§ cOS? a
—JoxyT €OS @ €S B + Joy, 7 €OS% B — o7 COS B COS Y = 1§ cos® B (17 — 13)

—JoxzT COS & COS Y — Joy,7 COS B COS Y + Jo,7 cos? y = 1]§ cos?y

Desenvolvendo-se e organizando-se o sistema de equacdes acima, obtém-se:

Jox =T —Joxy —Joxz cos a 0
~Joxy Joy—J6  —Joyz |- [COS ﬁ] = H (17 — 14)
| ~Joxz  Joyz  Joz=J5| OV 10
0 qual, escrito na forma
[ Jox  —Joxy —Joxz| fcosa cos a
—Joxy  Joy —Joyz| - [COS ﬁ] =]£ [COS ﬁ] (17 — 15)
__]Oxz _]Oyz Joz cosy cosy

evidencia que o problema de determinacdo dos cossenos diretores dos eixos principais de inércia de
um corpo rigido € um classico problema de autovalores e autovetores.

Interpretando-se o sistema de equacdes (17-15) do ponto de vista geométrico, observa-se que o
que se busca identificar é um vetor de componentes (cosa,cosf8,cosy) que, ao ser submetido a
uma transformacao linear (no caso, a matriz de inércia [/,] ), sofre apenas uma mudanca de escala,
ou seja, sua magnitude é multiplicada por J5, mas sua orientagdo se mantém inalterada. Vetores que
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exibem esse comportamento sdo chamados de autovetores e 0s respectivos fatores de escala que
modificam suas magnitudes sdo denominados autovalores.

Além disso, como o sistema de equacdes (17-15) é um sistema homogéneo, o determinante da
matriz [J,] deve ser nulo para que a solucéo seja diferente da trivial, ou seja, deve-se ter:

]Ox _]g _]0xy _]Oxz
_]Oxy ]Oy _](I)J _]Oyz =0 (17 — 16)
_]0xz _]0yz ]Oz _]5

A equacdo acima é uma equacdo polinomial do 3° grau em J5, cujas raizes (todas reais) sdo os
trés momentos principais de inércia do corpo rigido S, ou seja, /5. /6y Joz-

Estando determinados os momentos principais de inércia, substitui-se cada um deles na equacao
(17-15), a qual, uma vez resolvida, fornecera o respectivo eixo principal de inércia. Por exemplo,
substituindo-se na equacéo (17-15) J§ por J5, (valor obtido previamente a partir da Eq.17-6), chega-
se ao sistema homogéneo

Jox —Jbx  —Joxy —Joxz COS ay 0
~Joxy  Joy —Jox  —Joyz |-|c0SBx|= H (17 — 17)
_]Oxz _]Oyz ]Oz - ]gx oS ¥x 0

do qual se podem extrair duas equacdes lineares independentes (pois a matriz desse sistema tem posto
2). Acrescentando-se a essas duas equacdes a restricao

cos? a, + cos? B, + cos?y, =1 (17 — 18)
determina-se, ao final, a orientagdo do eixo principal de inércia Ox”, isto é:
1P = (cosa,, cos By, cosyy) (17 — 19)

Procedimento analogo se aplica a determinacdo dos dois outros eixos principais de inércia.

18. Distribuicéo dos elipsoides de inércia em um corpo rigido

Utilizando-se os eixos principais de inércia de um corpo rigido §, pode-se, com certa facilidade,
construir um esboco da distribuicdo espacial das suas propriedades inerciais de rotagdo. Para tanto,
deve-se verificar, inicialmente, mediante analise das equacdes do teorema de Steiner (11-8), que 0s
menores momentos de inércia de S localizam-se no centro de massa G. Nesse polo situa-se 0 assim
chamado elipsoide central de inércia de §, associado a respectiva matriz central de inércia, cujos
componentes sdo 0s momentos centrais de inércia.

Lembrando que as medidas dos semieixos do elipsoide de inércia sdo inversamente proporcionais
as raizes quadradas dos momentos de inércia referentes aos respectivos eixos, desenhamos, em torno
de G, o maior de todos os elipséides de inércia de § (Fig.25).

Em seguida, construimos sobre os polos A e A" dois outros elipsdides menores ao longo do eixo
principal de inércia Gx* lembrando, porém, que os comprimentos dos seus semieixos ao longo da
direcdo OxP (marcados em azul, na figura) sdo invariantes (pois dependem apenas do momento
principal de inércia J5, e, como A e A’ pertencem a OxP, as distancias das particulas materiais do
corpo rigido S em torno de Ax” e de A'x? sdo iguais as respectivas distancias medidas em torno de
OxP.

Aplicando-se procedimento andlogo ao anterior, desenhamos sobre os pontos B e B’, localizados
no eixo Oy’ e sobre os pontos C e C’, localizados no eixo 0z”, dois outros pares de elipsoides de
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inércia, o que vem a totalizar um conjunto de 6 elipsoides de inércia, os quais oferecem uma visao,
ainda que simplificada, do campo tensorial de inércia de um corpo rigido S.

Figura 25. Distribuicdo espacial dos elipsoides de inércia em torno do centro de massa de um corpo rigido.
19. Relacdo geométrica entre o vetor rotacdo instantdnea e o momento da quantidade de
movimento

Consideremos um corpo rigido § realizando movimento o mais geral possivel, e facamos a
reducédo do sistema de vetores quantidade de movimento ao centro de massa G (Fig.26).

Supondo-se que Gx, Gy, Gz sejam eixos principais de inércia, a expressao do vetor momento da
quantidade de movimento de § adquire a forma:

- ]Gx 0 0 Wy N
He = [Jgllwl =10 Jay 0] [wy‘ =]wax?+]Gywyj+]szzk (19-1)
0 0 Jg| L@z

A expressdo acima indica que, em geral, @ e ﬁG ndo sdo paralelos. No entanto, sob certas
circunstancias, esses dois vetores podem se alinhar. 1sso ocorre nas situacdes abordadas a seguir.

a) O elipsoide de inércia referente ao polo G é uma esfera

Nesse caso, todos 0s eixos passantes por G sao eixos principais de inércia e a matriz de inércia,

no polo G, tem a forma diagonal, qualquer que seja o0 eixo considerado. Portanto, o vetor 176 se
expressa como

J 0 0] [« .
H.=0 J 0‘-[%;]=](wxf+a)yf+wzk)=]5 (19 — 2)
0 0 J| lo,

e concluimos que, nesse caso, ﬁG é paralelo a @.
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b) O corpo rigido gira em torno de um de seus eixos principais de inércia

Admitamos, por exemplo, que w = wk, e que J4,/,, /53 sejam 0s momentos principais do corpo
rigido no polo G. Assim, tem-se

1 00 0
Hg =10 J; -H=lgwk (19 —3)
O O ]3 w

e concluimos que, nesse caso, H; também é paralelo a &.

X1

V1

Figura 26. Relagdo geométrica entre e ﬁc.

A andlise anterior nos permite afirmar que a condicdo necessaria e suficiente para que ﬁG seja
paralelo a w é que o vetor rotacédo instantanea do corpo esteja alinhado com um de seus eixos
principais de inércia.

O teorema anterior nos permite estabelecer um método direto para a determinacdo dos eixos
principais de inércia de um corpo rigido, relativamente ao seu centro de massa G. Impondo-se que

He = [llw] = A[w] (19 — 4)
obtém-se

[ ]Gx _]ny _]ze Wy Wy

_]ny ]Gy _]Gyz : [(‘)y] =1 wy] (19 -5)
| _]ze _]Gyz ]Gz Wy Wz

0 que da origem ao sistema linear homogéneo

-]Gx - A _]ny _]ze W, 0
—Joxy Joy =4 —Jeyz ‘ : [wy] = H (19 — 6)
| _]ze _]Gyz ]Gz -1 Wy 0
para o qual existe solugédo nao trivial apenas se
]Gx —A _]ny _]ze
—Joxy Joy—24 —Jeyz =0 (19-7)
_]ze _]Gyz ]Gz — A

A equacdo (19-7) € uma equacéo polinomial de terceiro grau com 3 raizes reais, representando,
cada qual, um dos 3 momentos de inércia J;, J,, /5 do solido. Uma vez determinados, sua substituicdo

Notas de aula: PME3100 e PME3200



Mecanica 1-2: Capitulo 6 Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo Flavius P. R. Martins 36

no sistema de equacdes (19-6) acrescida da restricdo (17-18), fornece as direcles €, , &,, €; dos 3 eixos
principais de inércia do sélido. Por exemplo, substituindo-se 4, = J; em (19-6), obtém-se:

_]ny ]Gy -1 _]Gyz €1y 0 (19-8)

_]ze _]Gyz ]Gz - ]1 €1z 0

As duas primeiras equacdes do sistema de equaces lineares (19-8) determinam as componentes
e1x € 1, do eixo principal de inércia é; em funcdo de e;,. Com a restrigéo

Jox —J1  —Joxy —J6xz ru] [0]

ety +ef, +ef, =1 (19 —9)

e, fica completamente determinado. Os demais eixos principais de inércia €, e é; sdo obtidos de
forma anéloga.

20. Exemplo de célculo do momento da quantidade de movimento de um corpo rigido

Conforme ilustrado na Fig.27, um disco de massa m e raio r gira com velocidade angular w, em
relacdo ao suporte ABOG, de massa m,, 0 qual, por sua vez, gira com velocidade angular constante
w4 em torno do eixo y,. Determinar o momento da quantidade de movimento do disco no polo O.

/4

Figura 27. Disco giratério ligado a suporte giratério.

Notemos, inicialmente, que o ponto O indicado na Fig.27 na cor verde pertence ao suporte ABOG
Trata-se de um ponto imovel, uma vez que se situa sobre o eixo de rotacdo do suporte. No entanto,
existe um ponto O’ (em vermelho) pertencente a extensao material do disco (delimitada pela curva
tracejada em vermelho) que, no instante indicado na figura, coincide com o ponto O da haste. E esse
ponto O, portanto, que deve ser considerado no calculo do momento da quantidade de movimento
do disco, e ndo o ponto O fixo.

A discussdo anterior nos permite escrever:

Hor = (G —0") Amiyr + [Jo][w] (20— 1)
O vetor rotacdo instantanea do disco €

@ = w] + w,k (20 — 2)
A velocidade do ponto G pertencente a haste €:
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A velocidade do ponto O'pertencente a extensdo material do disco é:

ﬁol = 176 + (w1f+ (l)zz) A (0, - G) = _(JJ1€E + (a)lj‘l‘ 0)2%) A (
A matriz de inércia do disco no polo 0’, é

'mr

— 0 0
4
TZ
Uorl=] 0 T+m€2 0
mr 2
0 0 ——+m’)

Portanto, 0 momento da quantidade do movimento do disco no polo O’ é

mr?

0

7 l * mr? l 0

HOI:ﬁAm(—w2€D+| 0 T+mfz 0 | w1

2 w2

| 0 0 =+ mé?|
2

= 2 7 mr? 2 > mr? 2 7

:Ho’— -m{ w2k+(T+m€ )(1)1]+(T+m€ )(l)zk
ou seja,

2
R
wyk

—, mr? ,\ L mr
Hy = T+m€ w4 + >

Flavius P. R. Martins 37
(20-3)
—ﬁ) = —a)sz (20-4)
(20 —5)

(20 —-6)

E importante destacar que poderiamos ter chegado a0 mesmo resultado caso calculassemos o
momento da quantidade de movimento do disco no polo G e, em seguida aplicassemos a férmula da

mudanca de polo.
Adotando-se esse procedimento, tem-se:

mr?

4 0

2 2

0 m: 0 |- [‘m] = %wJ"‘
2 Wy

He = [¢] - [w] =
=

e, da formula de mudanga de polo, ou seja,

Hy=H;+(G—-0)AQ =H; + (G- 0") Amig

0

resulta

Hy =Hs+(G—-0)AQ 1]+—w2k+FAm(—w1€k)

=>ﬁof= <—+m€ )wlj+—w2k

conforme o esperado.

(20 —7)
(20 — 8)
(20 — 9)
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