11 ‘ Volumes e Areas

11.1 Introducao

Vamos tratar, agora, dos volumes dos solidos simples: prismas, pirdmi-
des, cilindros, cones e a esfera. Intuitivamente, o volume de um sdlido € a
quantidade de espago por ele ocupado. Para exprimir essa “quantidade de
espago” através de um niimero, devemos compara-la com uma unidade; e
o resultado dessa comparagfio sera chamado de volume.

Por exemplo, podemos medir o volume de uma pancla tomando como
unidade uma xicara. Enchendo a xicara de 4gua e vertendo na panela su-
cessivas vezes até que esta fique completamente cheia, estamos realizando
uma medida de volume. E possivel que o resultado dessa comparagéo seja
um niimero inteiro - digamos: 1 panela = 24 xicaras— mas € muito provavel
que, na tiltima operag8o, sobre ainda um pouco de 4agua na xicara. E como
determinaremos essa fragéo?

O exemplo mostra que esse processo pode ter alguma utilidade em casos
simples onde se necessita apenas de um valor aproximado para o volume,
mas nio funciona, mesmo na pratica, para iniimeros objetos. Ou porque sao
muito pequenos, ou porque sio grandes demais, ou simplesmente, porque
s30 completamente solidos. Ainda, a unidade xicara, que ¢ inclusive muito
utilizada nas receitas da boa cozinha, nfio é naturalmente adequada a um
estudo mais geral. Vamos, entdo, combinar que:

a unidade de volume é o cubo de aresta 1.

Para cada unidade de comprimento, temos uma unidade correspondente
de volume. Se, por exemplo, a unidade de comprimento for o centimetro
(cm), entdo, a unidade correspondente de volume serd chamada de centi-
metro cubico (cm?). Assim, o volume de um sélido S deve ser o nimero
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que exprima quantas vezes o solido S contém o cubo unitario. Mas, como
esse solido pode ter uma forma bastante irregular, ndo fica claro o que sig-
nifica 0 nimero de vezes que um s6lido contém esse cubo. Vamos, entio,
tratar de obter métodos que nos permitam obter formulas para o cdlculo de
volumes dos sdlidos simples.

11.2 O Paralelepipedo Retingulo

O paralelepipedo retdngulo (ou simplesmente um bloco retangular) é
um poliedro formado por 6 retdngulos. Ele fica perfeitamente determinado
por trés medidas: o seu comprimento (a), a sua largura (b) ¢ a sua altura
(¢).

O volume desse paralelepipedo retingulo sera representado por V(a, b,
¢) e, como o cubo unitirio ¢ um paralelepipedo retdngulo cujos compri-
mento, largura e altura medem 1, entdo, V(1,1,1) = 1.

Figura 11.1: Paralelepipedo retdngulo

Para obter o volume do paralelepipedo retingulo, devemos observar
que ele & proporcional a cada uma de suas dimensges. Isto quer dizer que,
se mantivermos, por exemplo, constantes a largura ¢ a altura e, se multipli-
carmos 0 comprimento por um nimero natural #, o volume ficard também
multiplicado por #, ou seja,

V(na,b,c) =nVia,b,c).
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Figura 11.2

A figura 11.2 mostra 4 paralelepipedos retdngulos iguais e justapostos,
colados em faces iguais. Naturalmente, o volume total é 4 vezes maior que
0 volume de um deles.

Este fato, constatado para nimeros naturais, também vale para qualquer
numero real positivo (veja Notas 1 e 2 no fim desta se¢fio) e isto quer dizer
que, mantidas constantes duas dimensdes de um paralelepipedo retdngulo,
seu volume € proporcional a terceira dimensdo. Logo, sendo a, b e ¢ as
dimensdes de um paralelepipedo retdngulo, temos:

Via,b,c) = V(a-1,b,¢)

aV{d,b,c) =aV(l,b-1,¢)

abV(l,1,c) =abV(1,1,c-1) =abcV(1,1,1)
abe - 1

= abc.

Il

Il

Portanto, o volume de um paralelepipedo retdngulo € o produto de suas di-
mensdes. Em particular, se a face de dimensdes a e b esta contida em um
plano horizontal, chamaremos essa face de base e a dimensfo ¢ de alrura.
Como o produto ab ¢ drea da base, é costume dizer que o volume de um
paralelepipedo retdngulo € o produto da area da base pela altura.

Volume do paralelepipedo = (arca da base) x (altura).

Nota 1. Utilizamos, aqui, um fato completamente intuitivo (mas que, na
verdade, ¢ um axioma) que € o seguinte. Se dois solidos sdo tais que pos-
suem em comum, no maximo pontos de suas cascas, entfo, o volume da
unido de dois € a soma dos volumes de cada um.

Para explicar melhor, dizemos que um ponto P ¢ interior a um solido S
quando existe uma esfera de centro P inteiramente contida em S. Quando
P pertence a § mas néo existe tal esfera, dizemos que P esta na casca de
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5 (ou na superficie de S). Isto é 0 que nos permite usar termos como “jus-
tapor” ou “colar” dois sélidos. Ainda, permite dizer que, se um sélido esta
dividido em varios outros, entfio, seu volume ¢é a soma dos volumes de suas
partes.

Nota 2. O conceito de proporcionalidade é extremamente importante na
Matemdtica elementar. Em particular na geometria, existem ocasides em
que certos resultados sfo facilmente verificados quando as medidas séo ni-
meros naturais (ou mesmo racionais), mas o que se torna um problema
¢ estender esses mesmos resuitados para niimeros reais. O que resolve
essa constrangedora situagio ¢ o teorema fundamental da proporcionali-
dade, que diz o seguinte:

Teorema. Scjam x e y grandezas positivas. Se x ¢ y estdo relacionadas
por uma fungo crescente f tal que para todo natural n, f(nx) = nf(x),
entdo, para todo real r, tem-se que f(rx) = rf(x).

Em palavras mais simples, dizemos que duas grandezas positivas x ¢
¥ sdo proporcionais quando, se a primeira for multiplicada por um niimero
natural 7, entfio, a segunda fica também multiplicada por #. Esse teorema
nos garante que, neste caso, se a primeira grandeza for multiplicada por
um numero real 7, a segunda grandeza também fica multiplicada por r.
A demonstragio deste belo teorema pode ser encontrada no livro “Meu
Professor de Matematica” de Elon Lages Lima na pagina 127.

Nio estamos aqui estimulando o professor do segundo grau que faca
essa demonstragéo em sala de aula. Muito pelo contrério. Estamos dizendo
que, se o professor der para os estudantes do segundo grau, alguma justifi-
cativa de um importante resultado utilizando nimeros naturais, ou mesmo
racionais, esse procedimento nfo € um erro, deve ser feito dessa forma, e
estard sendo adequado ao nivel de desenvolvimento dos seus alunos. Por
outro lado, o professor ficard consciente que, mesmo nfio podendo fazer
a demonstragio completa, estar4 fornecendo argumentos corretos, e dei-
xando a generalizagdo para um estagio posterior.

11.3 O Principio de Cavalieri

Conseguimos estabelecer a formula do volume de um paralelepipedo re-
tingulo, mas ndo & facil ir adiante sem ferramentas adicionais. Uma forma
confortdvel de prosseguir é adotar como axioma um resultado conhecido
como o Principio de Cavalieri.
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Antes de enuncia-lo, observe uma experiéncia que se pode fazer para
os alunos. Ponha, em cima da mesa, uma resma de papel. Estando ainda
perfeitamente bem arrumada, ela € um paralelepipedo retdngulo (fig. 11.3
a) e, portanto, tem um volume que podemos calcular. Encostandf) uma
régua nas faces laterais, podemos transformar o paralelepipedo retdngulo
em um outro obliquo (fig. 11.3b) ou, usando as mdos, poderemos moldar
um so6lido bem diferente (fig. 11.3c).

(a) (b) ()

Figura 11.3: Pilhas de papel

Sabemos que esses trés sdlidos tém volumes iguais mas ainda nos fal-
tam argumentos para explicar esse fato que intuitivamente percebe_mos. De
uma forma mais geral, suponha que dois sélidos A e B estéio apoiados em
um plano horizontal e que qualquer outro plano, também hqrizpntal, corte
ambos segundo se¢des de mesma area. O Principio de Cavalieri afirma que
o volume de A ¢ igual ao volume de B .(figura 11.4).

Se imaginarmos os dois solidos fatiados no mesmo numero de fatias
muito finas, todas com mesma altura, duas fatias correspondentes com
mesma area terfio, aproximadamente, mesmo volume. Tanto mais apro-
ximadamente quanto mais finas forem. Sendo o volume de cada sélido a
soma dos volumes de suas fatias, concluimos que os dois so6lidos tém vo-
lumes iguais. Repare ainda que o exemplo da resma de papel mostra um
caso particular desse argumento, onde os trés sdlidos possuem, cada um,

500 fatias, todas iguais.
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Figura 11.4

E claro que os exemplos acima nfio constituem uma demonstragio do

Principio de Cavalieri, mas d&o uma forte indicagio de que ele € verdadeiro. -

Podemos, entdo, aceitar o axioma seguinte:

Axioma (Principio de Cavalieri)
Sdo dados dois sélidos e um plano. Se todo plano paralelo ao plano dado
secciona os dois sélidos segundo figuras de mesma drea, entdo, esses soli-
dos tém mesmo volume.

Esta é a ferramenta que vamos utilizar para encontrar os volumes dos
demais s6lidos simples.

Nota 3. No ensino da Geometria, existem alguns resultados que néo po-
demos demonstrar de forma satisfatéria e que, naturalmente, causam incd-
modo ao professor. Os principais sdo os seguintes: o Teorema de Tales (das
paralelas), a drea do quadrado, o volume do paralelepipedo ¢ o Principio de
Cavalieri. Para os trés primeiros temas, o professor podera oferecer uma
demonstragiio parcial, utilizando nimeros naturais (ou mesmo racionais),
que deve satisfazer a maioria dos alunos. Essa atitude ndo é condenavel,
muito pelo contrario. O professor estara justificando importantes resulta-
dos de acordo com o nivel de desenvolvimento dos seus alunos, mas sabera
que o resultado geral estard garantido pelo Teorema Fundamental da Pro-
porcionalidade (veja Nota 2 deste capftulo). Existem outras op¢des e uma
delas é adotar o Teorema Fundamental da Proporcionalidade (como fato
que podera ser demonstrado mais tarde) e, a partir dele, demonstrar a area
do retdngulo, do tridingulo e, dai, o Teorema de Tales. Para esse caminho, o
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leitor podera consultar o artigo “Usando Areas” naRPMn°21, pag. 19. Foi
esse 0 caminho que utilizamos aqui para obter o volume do paralelepipedo
e ndo ha duvida de que esse procedimento satisfaz a nossa necessidade ime-
diata mas transfere a dificuldade para outro lugar. Néo tem jeito. Existem
obstaculos no percurso do ensino da Geometria. E o professor, consciente
das dificuldades, devera optar pelo rumo a tomar. No caso do Principio
de Cavalieri, a situacgio é diferente. A sua demonstragfio envolve conceitos
avangados de Teoria da Medida e, portanto, s6 podemos oferccer aos alunos
alguns exemplos. Mas cremos que esses exemplos sejam suficientes para
que possamos adotar, sem traumas, o Principio de Cavalieri como axioma.

11.4 O Prisma

Com o Principio de Cavalieri, podemos obter sem dificuldade o volume
de um prisma. Imaginemos um prisma de altura /, cuja base seja um po-
ligono de 4rea A, contido em um plano horizontal. Construimos a0 lado
um paralelepipedo retingulo com altura % ¢ de forma que sua base sgja um
retdngulo de area A.

Suponha, agora, que 0s dois sélidos sejam cortados por um outro plano
horizontal, que produz se¢des de dreas A; € Az no prisma e no paralele-
pipedo, respectivamente. Ora, o paralelepipedo ¢ fambém um prisma e,
sabemos que em todo prisma, uma segfo paralela a base € congruente com
essa base. Logo, como figuras congruentes tém mesma drea, temos que
Ay = A = A, e, pelo Principio de Cavalieri, os dois s6lidos tém mesmo
volume. Como o volume do paralelepipedo é A, o volume do prisma ¢
também o produto da drea de sua base por sua altura.

Volume do prisma = (4rea da base) x (altura).
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Figura 11.5

11.5 A Piramide

Para obter o volume da pirdmide, precisamos de resultados adicionais.
Em particular, o que realmente importa € ter a certeza de que, se o vértice
de uma pirimide se move em um plano paralelo 4 base, o volume dessa
pirdmide ndo se altera. Para isso, vamos examinar 0 que ocorre quando
uma pirdmide € seccionada por um plano paralelo a sua base.

' A figura 11.6 a seguir mostra uma pirdmide de vértice V, base ABC
(triangular apenas para simplificar o desenho) e altura H. Um plano para-
leloa ABC, distando H do vértice V, produziu nessa pirimide uma secio
DEF.
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D oV H
1\
C

N4

B

Figura 11.6

Vamos, agora, citar dois fatos importantes com respeito a situagdo?
acima.

1) A segdo e a base da pirdmide s&o figuras semelhantes ¢ a razéio de
semelhanca ¢ -1’;‘7

2) A razio entre dreas de figuras semelhantes ¢ o quadrado da razdo de
semelhanca.

O primeiro fato foi demonstrado no Capitulo 7 deste livro. A demons-
tracdo do segundo pode ser encontrada em diversos livros de Matematica do
segundo grau. Para uma referéncia mais avangada, recomendamos o livio
“Medida e Forma em Geometria” do professor Elon Lages Lima editado
pela SBM, que trata também dos mesmos assuntos que estamos desenvol-
vendo aqui. Passamos, agora, a um teorema preparatdrio para o que nos
permitira obter o volume da pirdmide.
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Teorema. Duas pirimides de mesma base € mesma-altura tém mesmo vo-

lume.
A figura a seguir mostra suas pirimides de mesma base ABC (nova-

mente triangular apenas para simplificagio do desenho), vértices V; e Vo
¢ com mesma altura H. Um plano paralelo ao plano (4BC) e dfstg.ndo h
dos vértices das pirdmides, produziu segdes S € S nas duas pirdmides.

T
h

B

Figura 11.7

Seja A a 4rea da base ABC e scjam A; e A as areas das secBes S €
S,, respectivamente. Pelos argumentos que citamos, temos que:

A _(hY 4
A \H A
de onde se conclui que A; = A,. Pelo Principio de Cavalieri, as duas
pirdmides tém mesmo volume, como queriamos dem_onstr_ar.
O fato de que podemos mover o vértice de uma pirdmide em um plano

paralelo 4 sua base sem alterar o seu volume ¢ a chave para a demonstra-
¢do do volume da pirdmide de base triangular. Veremos 1sto no teorema
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seguinte.

Teorema. O volume de uma pirdmide triangular € igual a um terco do
produto da area da base pela altura.

A demonstracio deste teorema é elementar mas requer aten¢io. Para
facilitar o entendimento, vamos convencionar uma notacdo especial. Trata-
remos de diversos tetraedros e como, em um tetraedro, qualquer face pode
ser considerada uma base, vamos convencionar o seguinte. Se, em um te-
traedro de vértices A, B, C e D, imaginamos a face ABC como base ¢ o
ponto D como vértice dessa pirdmide, vamos representé-lo por D — ABC.
Ainda, o volume desse tetraedro sera representado por

V(D — ABC) = V(B — ACD) = --- efc,

dependendo de qual face estamos considerando como base.

Consideremos, entdo, um
prisma triangular cujas ba-
ses sfo os tridngulos ABC
e A’B’C’, como mostra a fi-
gura 11.8. Scja A a drea
de ABC e seja h a altura
do prisma. Como sabemos,
seu volume € Ah.

Vamos, agora, dividir
ess¢ prisma em trés tetrac-
dros: A — A’'B'C’, B’ —
ACC' e B' — ABC, como
mostram as figuras a seguir. Figura 11.8
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A c A c' A C’

1]

L

Figura 11.9: Decompondo o prisma em tetracdros de mesmo volume.

Sejam Vi, V5 e V3 0s volumes respectivos dos trés tetraedros citados €
seja V o volume do prisma. Pelo teorema anterior, sabemos que o volume
de uma pirdmide ndo se modifica, quando, mantendo a base fixa, movemos
o vértice em um plano paralelo a essa base. Tendo isto em mente podemos
concluir:

V, = V(A—A'B'C")y=V(4d—A'BC)
— V(A—A'BC) = V(A — ABC)
V, = V(B —ACC')=V(B—ACC’) = V(C'— ABC)

Vs = V(B —ABC)

Conclufmos, entéio, que o volume do prisma ¢ igual & soma dos volumes
de trés tetraedros:

A'—ABC, B'— ABC e C' — ABC,
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com a mesma base do prisma e com alturas iguais a do prisma. Logo, cada
um deles tem volume igual a um tergo do volume do prisma. Demonstra-
mos, entdo, que o volume de uma pirdmide de base triangular € igual a um
tergo do produto da area da base pela altura.

Estamos agora, muito proximos do resultado geral. O teorema a seguir
estende o resultado obtido para qualquer piramide.

Teorema. O volume de qualquer pirimide € igual a um tergo do produto
da 4rea da base pela altura. Para justificar, observe que qualquer pirdmide
pode ser dividida em pirdmides de base triangular. Essa divisdo € feita
dividindo-se a base em tridngulos justapostos por meio de diagonais e defi-
nindo cada plano de divisfo da pirdmide por uma dessas diagonais da base

“e pelo vértice da pirdmide.

Figura 11.10

Suponha, agora, que a pirimide tenha altura b e que sua base, de drea
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A, tenha sido dividida em n tridingulos de areas
Ay, Ay, A

Como o volume da pirdmide é a soma dos volumes das pirdmides triangu-
lares, temos que seu volume ¢:

1 1 1
= —Aih+ - ot Ay
|4 3 +3A2h+ -[-3 h
1
V = §(A1+A2+'+An)h
1
V = —A,
3 h

como queriamos demonstrar. Fica entdo estabelecido que:
A 1,
volume da pirdmide = g(area da base) x (altura).

A obtencdo dos volumes do prisma e da pirdimide demanda consideravel
esforco. E conveniente que, apds esses resultados, o professor os explore
em diversos sélidos regulares, em particular, prismas e pirdmides regula-
res. Para encontrar os elementos necessarios para o calculo do volume de
um desses poliedros, serd frequentemente necessario encontrar tridngulos
convenientes, aplicar relagdes métricas ¢ calcular dreas, propiciando uma
revisdo dos resultados importantes da geometria plana.

Quando prismas e pirdmides sdo apresentados ao aluno do segundo
grau, a motivagio natural é o célculo dos volumes. Entretanto, paralela-
mente a isso, diversas outras relagdes métricas e propriedades desses poli-
edros devem ser estudadas, como fizemos no Capitulo 9.

11.6 Cilindros e Cones

No cilindro, toda sec¢dio paralela 4 base, ¢ congruente com essa base.
Esse fato permite concluir, pelo Principio de Cavalieri, que o volume do
cilindro é o produto da 4rea de sua base pela sua altura.

Se o cilindro tem altura / e base de 4rea A contida em um plano horizon-
tal, imaginamos um prisma qualquer (ou em particular um paralelepipedo
retingulo) de altura H, com basc de drea A contida no mesmo plano. Se
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um outro plano horizontal secciona os dois soélidos segundo figuras de areas
Aj e Az, entdo, Ay = A = A, e, por consequéncia, os dois tém mesmo
volume. Logo, o volume do cilindro é também o produto da drca da base
pela altura.

Volume do cilindro = (4rea da base) x (altura)

‘Figura 11.11

A relagfo entre o prisma e o cilindro é a mesma que entre a pirdmide
€ 0 cone, ou seja, o primeiro € caso particular do segundo. Optamos por
demonstrar o volume do prisma e, depois, estender o resultado a um caso
mais geral, o cilindro, porque esse é o caminho percorrido pela maioria
dos professores da escola secundaria. E concordamos com eles. O aluno
do segundo grau, no seu primeiro contato com a geometria espacial, sente-
se mais seguro quando compreende bem resultados obtidos em situagdes
particulares, para depois estendé-los em casos mais gerais. O matematico
profissional gosta, frequentemente, de fazer o inverso, ou seja, demonstrar
um resultado geral e, depois, citar os casos particulares em que 0 mesmo
vale.

O volume do cone segue 0 mesmo caminho trithado anteriormente. Se
um cone tem altura A ¢ base de area 4 contida em um plano horizontal,
consideramos uma pirdmide de altura H e base de drea A contida nesse
mesmo plano.

Se um outro plano horizontal, distando # do vértice desses sélidos sec-
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ciona ambos segundo figuras de areas A; e A, entdo:

ouseja, A; = A,. O Principio de Cavalieri nos garante que os dois s6lidos
tém mesmo volume e, portanto, concluimos que o volume do cone € igual
a um ter¢o do produto da 4rea da base pela altura.

1
Volume do cone = 3 (area da base) x (altura).

|
h
L

Figura 11.12

Os casos mais interessantes para 0s alunos séo os cilindros € cones refos
de base circular, porque eles estio mais relacionados com os objetos do
cotidiano. Ainda nesses objetos, a superficie lateral pode ser obtida de
forma simples.

A superficie lateral de um cilindro reto de raio R e altura 4, pode ser

desenrolada e transformada em um retangulo de base 277 e altura . A
4rea lateral do cilindro é igual a 4rca desse retingulo, que vale 2z Rh.
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2R

Figura 11.13: Area lateral do cilindro = 27 Rk

A superficie lateral de um cone reto de raio R e geratriz g, pode ser de-
senrolada e transformada em um setor de raio g cujo arco tem comprimento
27 R. A drea A desse setor é igual 4 4rea lateral do cone e, para calculi-la,
usaremos apenas uma elementar regra de trés. Diremos que a drea A desse
setor estd para a drea do circulo de raio g, assim como o comprimento do
arco 2w R estd para o comprimento total da circunferéncia 2rg. Com isso,
concluimos que a 4rea lateral do cone reto vale TRg.

Figura 11.14

O leitor deve reparar que, ao utilizar a regra de trés, estamos usando
o fato de que a drea de um setor circular ¢ diretamente proporcional ao
comprimento do arco que ele subtende (veja Nota 2 deste capitulo).
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11.7 Atividades para Sala de Aula

Cilindros e cones retos de base circular devem ser associados as suas
esferas inscrita e circunscrita. Além disso, inimeras embalagens de produ-
tos séo cilindricas, o que fornece diversos problemas interessantes. Vamos
listar algumas atividades que podem ser desenvolvidas com os alunos.

1. O cilindro equilatero (isto &, o cilindro circular reto em que a altura ¢
igual ao didmetro da base) possui uma interessante propriedade. De todos
os cilindros de mesmo volume, o cilindro equilatero € o que possui a menor
area total. Assim, se o industrial deseja comercializar seu produto em em-
balagens cilindricas que gastem um minimo de material em sua fabricagio,
ele deve preferir o cilindro equilétero. E o caso, por exemplo, das latas
de leite condensado. Elas sdo cilindros equilateros. A demonstragéio dessa
propriedade requer o uso de calculo e, portanto, nfio estd ainda acessivel
aos alunos do segundo grau. Entretanto, o professor podera calcular a drea
de um cilindro equilatero e depois calcular a rea de um outro cilindro com
mesmo volume, para que os alunos vejam que ¢ maior.

2. Quando se desenrola a superficie lateral de um cone, obtemos um
setor, E interessante investigar o valor do 4ngulo central desse setor. Esse
dngulo define a forma do cone. Se o cone tiver um raio pequeno comparado
com sua altura (tipo chapéu de bruxa), o dngulo do setor serd pequeno. Se,
por outro lado, o raio do cone for grande quando comparado com sua altura
(tipo chapéu de chinés), o dngulo do setor serd também grande. O professor
podera demonstrar, utilizando também uma regra de trés que o dngulo desse
setor €, em radianos, igual a 27 R/g e, com isso, mostrar que, no cone
equilatero (cone que tem a geratriz igual ao didmetro da base), esse dngulo
¢ de 180°.

11.8 A Esfera

O volume da esfera ser obtido também como aplicagéo do Principio de
Cavalieri. Para isso, devemos imaginar um certo sélido, de volume conhe-
cido e tal que se¢Bes produzidas por planos horizontais na esfera e nesse
sOlido tenham areas iguais. Repare que, em uma esfera de raio R, uma
secdo que dista £ do centro é um circulo de 4rea w(R? — h?). Mas esta é
também a drea de uma coroa circular limitada por circunferéncias de raios
Reh.
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Figura 11.15

Consideremos, entfio, uma esfera de raio R apoiada em um plano hori-
zontal e, ao lado, um cilindro equilatero de raio R com base também sobre
esse plano. Do cilindro, vamos subtrair dois cones iguais, cada um deles
com base em uma base do cilindro e vértices coincidentes no centro do
cilindro. Este sélido C (chamado clépsidra) é tal que qualquer plano hori-
zontal distando / do seu centro (ou do centro da esfera, o que € 0 mesmo),
produz uma segio que é uma coroa circular cujo raio externo ¢ R e cujo
raio interno é 4. Logo, o volume da esfera ¢ igual ao de C.

O volume de C é o volume do cilindro de raio R e altura 2R subtraido
de dois cones de raio R e altura R. Isso da:

1 4
7R?2R — 2531122 = gnR:‘

que € o volume da esfera.

4
Volume da esfera = -?;:rrR3.

Adotando o Principio de Cavalieri, pudemos calcular o volume da es-
fera. Entretanto, a 4rea da esfera ndo pode ser obtida pelo método sugerido
para o cilindro e para o cone. A superficie da esfera ndo ¢ “desenvolvivel”,
ou seja, ndio & possivel fazer cortes nela e depois aplici-la sobre um plano
sem dobrar nem esticar.

Qualquer que seja o método que imaginarmos para obter a area da es-
fera, em algum momento precisaremos de uma “passagem ao limite”. En-
tretanto, para justificar o valor 47w R? para a érea da esfera ao aluno do
segundo grau, existem processos que, apesar de ndo constituirem uma de-
monstragdo, tornam esse resultado bastante aceitavel. Um deles, estd no
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livro Medida e Forma em Geometria, pag. 81, o outro pode ser o seguinte.

Suponha a esfera de raio R, dividida em um ntmero » muito grande de
regides, todas com drea e perfmetro muito pequenos. Como se a esfera
estivesse coberta por uma rede de malha muito fina, Cada uma dessas re-
gides, que & “quase” plana se n for muito grande, serd base de um cone com
vértice no centro da esfera. Assim, a esfera ficara dividida em n cones, to-
dos com altura aproximadamente igual a R (tanto mais aproximadamente
quanto menor for a base do cone).

Se Aéadreadaesferae Ay, Ay,..., A, sdo as dreas das diversas regides,
temos;
4 1 1 1
—aR} = AR+ -4 e —AxR
37 R S S
4 1
§TIR3 = 5(141 + A2 + 4 An)R
4 1
—nR* = -AR
37 3
A = 4nR%

E preciso deixar claro que esses calculos ndo demonstram nada. Afinal, usa-
mos a palavra “aproximadamente” muitas vezes e com significado pouco
preciso. No ensino do segundo grau, atitudes desse tipo sdo corretas. Se
nio podemos demonstrar resultado, deveremos mostrar argumentos que,
pelo menos os fagam plausiveis, aceitiveis, e dizer, honestamente, aos alu-
nos que a demonstracdo requer o uso de Calculo ou de outras ferramentas
que ¢les védo aprender depois. Afinal de contas, a forma de ensinar, e os
argumentos que podemos utilizar, dependem do nivel de desenvolvimento
dos estudantes. Como dizia o professor Zoroastro, a verdade nem sempre
pode ser dita de uma vez so.

11.9 Atividades para Sala de Aula

Utilizamos a palavra esfera com dois significados. Ora, ela representa
a superficie, a casca do solido. Ora, ela representa o interior. Néo hé pro-
blema nisso. Repare que, na geometria plana, o mesmo ja ocorria. Por
exemplo, a palavra quadrado era utilizada tanto para representar a unido
dos quatro lados (o bordo) quanto para o interior. Os estudantes deverdo

compreender o significado de acordo com a situagfio que estd sendo estu-
dada.

.
|
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Sugerimos algumas atividades relacionadas com dreas e volumes na es-
fera.

1. Para praticar as formulas de drea e de volume, € interessante ,dlemops-
trar o seguinte fato descoberto por Arquimedes: se uma esferzit esta 1pscr1t.'31
em um cilindro (reto), entfio, a raz&o entre as areas desses solidos € igual &
razio entre seus volumes.

2. O professor pode também pedir aos alunos para calcular a érer«.} ¢ 0 vo-
lume de um fuso esférico (isto é, a regido delimitada por dois meridianos).
E simples convencé-los de que tanto a drea como o volume de um fuso es-
férico é proporcional ao dngulo desse fuso. Portanto, se & ¢ a medida em
graus do Angulo de um fuso em uma esfera de raio R, a drea desse fuso sera

2 4rR2.
360

3. & bom aproveitar as formulas da 4drea e do volume da esfera (em que
aparecem, respectivamente, R? ¢ R?) para reforcar o fato de que as razdes
entre areas e volumes de figuras semelhantes sdo iguais, respectivamente,
a0 quadrado e ao cubo da raziio de semelhanga. O professor pode, por
exemplo, perguntar aos alunos que relagio existe entre as massas de duas
bolas de gude, uma com raio igual ao dobro do da outra.

11.10 Exercicios

1. Uma piscina tem 10 m de comprimento, 6 m de largura ¢ 1,6 m de
profundidade. '

a) Calcule seu volume em litros.

b) Determine quantos ladrilhos quadrados com 20cm de lado sfio neces-
sarios para ladrilhar essa piscina.

2. Um tablete de doce de leite medindo 12cm por 9cm por .6cm, esta in-
teiramente coberto com papel laminado. Esse tablete ¢ dividido em cubos

com lcm de aresta.

a) Quantos desses cubos ndio possuem nenhuma face coberta com o pa-
pel laminado?
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b) Quantos desses cubos possuem apenas uma face coberta com papel? |

¢) Quantos desses cubos possuem exatamente duas faces cobertas com
papel?

d) Quantos desses cubos possuem trés faces cobertas com papel?

3. Determine o volume do maior tetraedro que pode ser guardado dentro
de um cubo de aresta a.

4.. AConsidere um tridngulo equilitero ABC de lado a. Pelo centro G do
tridngulo, considere um segmento GD perpendicular ao plano do tridngulo.

a) Calcule o comprimento de GD para que os segmentos DA, DB e
DC tenham também comprimento a.

b) Nas condigdes do item a), o tetracdro ABCD ¢ regular. Calcule,
entdo, o volume de um tetraedro regular de aresta a.

5. Um cubo.de aresta a ¢ seccionado por oito planos. Cada plano contém os
pontos médios das trés arestas que concorrem em um vértice. Retirando-se
os tetraedros formados, obtemos um poliedro P.

a) Descreva as faces de P.
b) Calcule o volume de P.

¢) Calcule o raio da esfera circunscrita ao poliedro P.
6. Calcule o volume de um octaedro regular de aresta a.

7. Calcule o volume do octaedro cujos vértices sdo os centros das faces de
um cubo de volume V.

8. a) Mostre que a soma das distincias de um ponto interior a um tetraedro
regular s suas faces € constante.

b) A partir do item anterior, calcule o raio da esfera inscrita a um tetra-
edro regular de aresta a.

9, Uma pirdmide chama-se regular quando a sua base € um poligono regular
e a projegdo do. vértice sobre o plano da base € o seu centro.
Uma pirdmide regular de altura 4cm tem por base um quadrado de lado

6qm. Calcule seu volume, sua area e os raios das esferas inscrita ¢ circuns-
crita.
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10. Um cilindro reto possui uma esfera inscrita. Mostre que a razio entre
as areas desses dois solidos é igual 4 razio entre seus volumes (Teorema de
Arquimedes).

11. Um copo cdnico de papel foi feito a partir de um setor de 12¢m de raio
¢ angulo central de 120°. Calcule o volume desse copo.

12. Um cone reto tem 3cm de raio e 4cm de altura. Calcule seu volume,
4rea e os raios das esferas inscrita e circunscrita.

13. Um copo cilindrico tem 3c¢m de raio e 12cm de altura. Estando inici-
almente cheio d’4gua, o copo € inclinado até que o plano de sua base faca
45° com o plano horizontal. Calcule o volume de dgua que permaneceu no
copo.

14. Teorema: Se dois sélidos sdo semelhantes com razéo de semelhanga k,
entio, a razfio entre seus volumes € k3.

Demonstre este teorema em casos particulares utilizando paralelepi-
pedo retdngulo, prisma, pirdmide, cilindro, cone ¢ esfera.

15. Uma garrafa de bebida com 30cm de altura tem uma miniatura perfeita-
mente semelhante com 10cm de altura. Se a miniatura tem 50ml de volume,
qual é o volume da garrafa original?

16. Um cone tem altura /i ¢ volume V. Este cone é seccionado por um
plano paralelo & sua base, distando //3 dessa base. Calcule os volumes
das partes em que esse cone ficou dividido.

17. Um tanque subterrineo tem a forma de um cone invertido com 12m de
profundidade. Este tanque estd completamente cheio com 27000 litros de
agua e 37000 litros de petrdleo. Calcule a altura da camada de petréleo.

18. Utilizando um pouco de célculo (ou de imaginagdo).

Um fabricante de leite condensado deseja comercializar seu produto
em embalagens cilindricas de volume V. Determine as dimensdes dessa
embalagem para que seja gasto um minimo de material em sua fabricago
(ou seja, a superficie da lata deve ser minima).

19. O professor perguntou ao aluno qual seria o volume gerado pela rotagdo
de um retangulo em torno de um eixo que contém um de seus lados. O
aluno respondeu corretamente, calculando o volume de um cilindro. Em
seguida, o professor tragou a diagonal do retingulo e perguntou ao aluno
quais seriam os volumes gerados pelos dois tridngulos formados. O aluno,
entio, dividiu a resposta anterior por dois. Esta certo 18507



