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Bem posto × mal condicionado

Em dimensão finita

Melhor aproximação x† existe para todo b
Melhor aproximação x† sempre é única
Melhor aproximação x† depende continuamente dos dados
Operador A é aproximação de operador compacto em
dimensão infinita
Operador A torna-se muito mal condicionado

x†
ϵ = A†(b + ϵ)

∥x†
ϵ − x†∥
∥x†∥ ≈ cond(A)

∥ϵ∥
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Melhorando o condicionamento

Tikhonov

x†
ϵ,γ = arg min

x∈Rn
{∥Ax − (b + ϵ)∥2 + γ∥x∥2}

lim
γ→0

x†
ϵ,γ = x†

ϵ

lim
γ→∞

x†
ϵ,γ = 0

Se γ é muito pequeno, condicionamento ruim
Se γ é muito grande, precisão ruim
Como escolher γ?

γ∗ = arg min
γ∈[0,∞)

∥x†
ϵ,γ − x∥2
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Risco esperado

Modelo probabilístico

ϵ muitas vezes é um vetor de variáveis aleatórias
O modelo de probabilidades é conhecido com precisão
razoável
Como escolher γ?

γ∗ = arg min
γ∈[0,∞)

Eϵ∥Bγ(b + ϵ)− x∥2
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Generalizando divergências

Divergência de Bregman

f : Rn → R estritamente convexa
Df (x , y) = f (x)− f (y)−∇f (y)T (x − y) ≥ 0
D∥·∥2(x , y) = ∥x − y∥2

Como escolher γ?

γ∗ = arg min
γ∈[0,∞)

EϵDf (x ,Bγ(b + ϵ))
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Construindo substitutos para o erro esperado

Risco preditivo esperado de Bregman (RPEB)

xγ(b) := Bγ(b)
R f
γ (b) := EϵDf (Ax ,Axγ(b + ϵ))

Como escolher γ?

γ∗ = arg min
γ∈[0,∞)

R f
γ (b)

R f
γ (b) = EϵDf (Ax ,Axγ(b + ϵ))

̸= EϵDf (x , xγ(b + ϵ))
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Risco preditivo esperado de Bregman (RPEB)

xγ(b) := Bγ(b)
R f
γ (b) := EϵDf (Ax ,Axγ(b + ϵ))

Como escolher γ?

γ∗ = arg min
γ∈[0,∞)

R f
γ (b)

R f
γ (b) = EϵDf (Ax ,Axγ(b + ϵ))

̸= EϵDf (x , xγ(b + ϵ))
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Tornando o RPEB computável

Lema de Stein

Seja b ∈ Rm e ϵ ∼ N (0, σ2I ) e considere h : Rm 7→ Rm

fracamente diferenciável e tal que, para i ∈ {1, 2, . . . ,m},
Eϵ

∣∣∣∂hi∂bi
(b + ϵ)

∣∣∣ < ∞. Então

Eϵ

[
h(b + ϵ)Tϵ

]
= σ2Eϵ

[
m∑
i=1

∂hi
∂bi

(b + ϵ)

]
. (1)
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Tornando o RPEB computável

Usando o Lema de Stein

Df

(
Ax ,Axγ(b + ϵ)

)
= Df

(
b,Axγ(b + ϵ)

)
= f (b)− f

(
Axγ(b + ϵ)

)
−∇f

(
Axγ(b + ϵ)

)T (b − Axγ(b + ϵ)
)

= f (b)− f
(
Axγ(b + ϵ)

)
−∇f

(
Axγ(b + ϵ)

)T (b + ϵ− Axγ(b + ϵ)
)

+∇f
(
Axγ(b + ϵ)

)T
ϵ

= f (b)− f (b + ϵ) + Df

(
b + ϵ,Axγ(b + ϵ)

)
+∇f

(
Axγ(b + ϵ)

)T
ϵ.
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Usando o Lema de Stein

R f
γ(b) = K + Eϵ

[
Df

(
b + ϵ,Axγ(b + ϵ)

)]
+ Eϵ

[
∇f

(
Axγ(b + ϵ)

)T
ϵ
]

= K + Eϵ

[
Df

(
b + ϵ,Axγ(b + ϵ)

)]
+ Eϵ

[
h(b + ϵ)Tϵ

]
= K + Eϵ

[
Df

(
b + ϵ,Axγ(b + ϵ)

)]
+ σ2Eϵ

[
m∑
i=1

∂hi
∂bi

(b + ϵ)

]

Portanto, podemos tentar usar o parâmetro γ que minimiza

R̃ f
γ (b) = Df

(
b + ϵ,Axγ(b + ϵ)

)
+ σ2

m∑
i=1

∂hi
∂bi

(b + ϵ)

≈ R f
γ (b)− K
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Experimento simulado

γ∗fms,10−1 γ∗ γ∗fms

2.25

2.50

2.75

3.00

3.25

×10−4

γ∗fms,10−2 γ∗ γ∗fms

2.25

2.50

2.75

3.00

3.25

×10−4

γ∗fkl,10−1 γ∗ γ∗fkl

2.50

2.75

3.00

3.25

3.50
×10−4

γ∗fis,10−1 γ∗ γ∗fis

2.75

3.00

3.25

3.50

3.75

4.00
×10−4
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mais difícil do que minizar o risco preditivo quadrático

Em alguns casos, a precisão pode ser melhor para outros
riscos preditivos de Bregman do que para o risco preditivo
quadrático
Mesmo usando uma única realização a precisão é grande
Podemos mostrar que o resultado concentra-se fortemente
em torno do valor esperado?
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