Selecdo de Pardmetros de Regularizacdo por
Minimizacdo de Distancias Esperadas de
Bregman

Elias S. Helou, Lucas E. A. Simdes, Sandra A. Santos
ICMC - USP / IMECC - UNICAMP

19 de setembro 2023



Problemas bem postos




Problemas bem postos

b = Ax

Definicdo de Hadmard



Problemas bem postos

b = Ax

Definicdo de Hadmard

m Solucdo existe para todo b



Problemas bem postos

b = Ax

Definicdo de Hadmard

m Solucdo existe para todo b

m Solugdo sempre é Gnica



Problemas bem postos

b = Ax

Definicdo de Hadmard

m Solucdo existe para todo b
m Solucdo sempre é (nica

m Solucdo depende continuamente dos dados



Problemas bem postos

b = Ax

Definicdo de Hadmard

m Solucdo existe para todo b
m Solucdo sempre é (nica

m Solucdo depende continuamente dos dados

xt = A'h



Bem posto x mal condicionado

Em dimens3o finita




Bem posto x mal condicionado

Em dimens3o finita

m Melhor aproximacdo x' existe para todo b



Bem posto x mal condicionado

Em dimens3o finita

m Melhor aproximacdo x' existe para todo b

m Melhor aproximacio x' sempre é tnica



Bem posto x mal condicionado

Em dimens3o finita

m Melhor aproximacdo x' existe para todo b

m Melhor aproximacio x' sempre é tnica

m Melhor aproximacio x depende continuamente dos dados



Bem posto x mal condicionado

Em dimens3o finita

m Melhor aproximacdo x' existe para todo b

m Melhor aproximacio x' sempre é tnica

m Melhor aproximacio x depende continuamente dos dados
m Operador A é aproximacio de operador compacto em
dimens3o infinita



Bem posto x mal condicionado

Em dimens3o finita

m Melhor aproximacdo x' existe para todo b

m Melhor aproximacio x' sempre é tnica

m Melhor aproximacio x depende continuamente dos dados
m Operador A é aproximacio de operador compacto em
dimens3o infinita

m Operador A torna-se muito mal condicionado



Bem posto x mal condicionado

Em dimens3o finita

m Melhor aproximacdo x' existe para todo b

m Melhor aproximacio x' sempre é tnica

m Melhor aproximacio x depende continuamente dos dados
m Operador A é aproximacio de operador compacto em
dimens3o infinita

m Operador A torna-se muito mal condicionado

xi = Af(b + €)



Bem posto x mal condicionado

Em dimens3o finita

m Melhor aproximacdo x' existe para todo b

m Melhor aproximacio x' sempre é tnica

m Melhor aproximacio x depende continuamente dos dados

m Operador A é aproximacio de operador compacto em
dimens3o infinita

m Operador A torna-se muito mal condicionado

x!

= AT(b +e€)

Ixt — x|

e
~ cond
I A1)

1Bl



Melhorando o condicionamento




Melhorando o condicionamento

xl, =arg gin{lle — (b+¢)|* +7llx|?}
x€R"




Melhorando o condicionamento

xl, =arg gin{lle — (b+¢)|* +7llx|?}
x€R"

m lim xi_ = xI
y—0 &7 €



Melhorando o condicionamento

xl, =arg gin{lle — (b+¢)|* +7llx|?}
x€R"

T = o
[ vlinoxeﬁ = x.
m limxl_ =0



Melhorando o condicionamento

xl, =arg gin{lle — (b+ )l +x]1}
xeRn

m lim xi :xi
v—0 Y

m limxi_=0
Y—00 &Y

m Se 7 é muito pequeno, condicionamento ruim



Melhorando o condicionamento

xl = argegin{llf‘\x — (b+ €[ +1|x[I*}
X n

m lim xi :xi
v—0 Y

m limxi_=0
Y—00 &Y

m Se 7 é muito pequeno, condicionamento ruim

m Se 7 é muito grande, precisdo ruim



Melhorando o condicionamento

xi, = arg min{||Ax — (b + €)|]* + [ x]*}
xeRn

m lim xiAY = xi
y—0 7’
m lim sz =0
Y—00 ?
m Se 7 é muito pequeno, condicionamento ruim

Se v € muito grande, precisdo ruim
m Como escolher 47



Melhorando o condicionamento

xi, = arg min{||Ax — (b + €)|]* + [ x]*}
xeRn

im xI = xt
LS

u
3
X
<
I
o

Se v &€ muito pequeno, condicionamento ruim

Se v € muito grande, precisdo ruim

Como escolher ~7?

7 = arg minJxd,, - x|?
v€[0,00) ’



Melhorando o condicionamento

Regularizagdo




Melhorando o condicionamento

Regularizagdo

u {37}76R+



Melhorando o condicionamento

Regularizagdo

m {By}yer,
= lim B, = A

~v—0



Melhorando o condicionamento

Regularizagdo

m {B;}yer,

= lim B, = A
~v—0

= lim B, =0

y—00



Melhorando o condicionamento

Regularizagdo

= {B,}ers

= lim B, = A
v—0

= lim B, =0

m Se v é muito pequeno, condicionamento ruim



Melhorando o condicionamento

Regularizagdo

= {B,}ers

= lim B, = A
v—0

= lim B, =0

m Se v é muito pequeno, condicionamento ruim

m Se v é muito grande, precisdo ruim



Melhorando o condicionamento

Regularizagdo

= {B,}ers

= lim B, = A
v—0

= lim B, =0

m Se v é muito pequeno, condicionamento ruim
m Se v é muito grande, precisdo ruim

m Como escolher ~?



Melhorando o condicionamento

Regularizagdo

= {B,}ers

= lim B, = A
v—0

= lim B, =0

m Se v é muito pequeno, condicionamento ruim
m Se v é muito grande, precisdo ruim

m Como escolher ~?

7 = arg min||B,(b + €) — x|
7€[0,00)



Risco esperado

Modelo probabilistico




Risco esperado

Modelo probabilistico

Regularizagio

B € muitas vezes é um vetor de variaveis aleatérias



Risco esperado

Modelo probabilistico

Regularizagio

B € muitas vezes é um vetor de variaveis aleatérias

m O modelo de probabilidades é conhecido com precisao
razoavel



Risco esperado

Modelo probabilistico

Regularizagio

B € muitas vezes é um vetor de variaveis aleatérias

m O modelo de probabilidades é conhecido com precisao
razoavel

m Como escolher 47



Risco esperado

Modelo probabilistico

B € muitas vezes é um vetor de variaveis aleatérias

m O modelo de probabilidades é conhecido com precisao
razoavel

m Como escolher 47

v* = arg min E||B,(b + €) — x||?
76[0700)



Generalizando divergéncias

Divergéncia de Bregman




Generalizando divergéncias

Divergéncia de Bregman

m f:R” — R estritamente convexa




Generalizando divergéncias

Divergéncia de Bregman

m f:R” — R estritamente convexa
m De(x,y) = f(x) — f(y) = VF(y)"(x —y) >0



Generalizando divergéncias

Divergéncia de Bregman

m f:R” — R estritamente convexa
m De(x,y) = f(x) — f(y) = VF(y)"(x —y) >0
m D (x,y) =|Ix -yl



Generalizando divergéncias

Divergéncia de Bregman

f : R™ — R estritamente convexa

Dr(x,y) = f(x) = f(y) = Vf(y) (x —y) >0
Dyje(x,y) =[x — yII?

Como escolher v7



Generalizando divergéncias

Divergéncia de Bregman

f : R™ — R estritamente convexa

Dr(x,y) = f(x) = f(y) = Vf(y) (x —y) >0
Dyje(x,y) =[x — yII?

Como escolher v7

v* = arg min EcD¢(x, By(b + €))
V€[0,00)



Construindo substitutos para o erro esperado

Risco preditivo esperado de Bregman (RPEB)




Construindo substitutos para o erro esperado

Risco preditivo esperado de Bregman (RPEB)
x x,(b) := B,(b)



Construindo substitutos para o erro esperado

Risco preditivo esperado de Bregman (RPEB)

x x,(b) := B,(b)
] R,’;(b) = EcDf(Ax, Ax(b + €))



Construindo substitutos para o erro esperado

Risco preditivo esperado de Bregman (RPEB)
x x,(b) := B,(b)
] R,’;(b) = EcDf(Ax, Ax(b + €))

m Como escolher ~7?



Construindo substitutos para o erro esperado

Risco preditivo esperado de Bregman (RPEB)
x x,(b) := B,(b)
] Ri(b) = EcDf(Ax, Ax(b + €))

m Como escolher ~7?

~* = arg min Rl;(b)
~v€[0,00)



Construindo substitutos para o erro esperado

Risco preditivo esperado de Bregman (RPEB)
x x,(b) := B,(b)
] Ri(b) = EcDf(Ax, Ax(b + €))

m Como escolher ~7?

~* = arg min Rl;(b)
~v€[0,00)

RI(b) = ED¢(Ax, Ax,(b + €))
# EcDr(x, x4(b + €))



Construindo substitutos para o erro esperado

Dificuldades



Construindo substitutos para o erro esperado

Dificuldades

m A “realidade” x n3o é conhecida



Construindo substitutos para o erro esperado

Dificuldades

m A “realidade” x n3o é conhecida

m Calcular o valor esperado n3o seria possivel



Construindo substitutos para o erro esperado

Solugdes



Construindo substitutos para o erro esperado

Solugdes

m Lema de Stein



Construindo substitutos para o erro esperado

Solugdes

m Lema de Stein

m Utilizar uma realizagco ao invés do valor esperado
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Seja b € R™ e € ~ N(0,02/) e considere h : R™ s R™
fracamente diferenciavel e tal que, para i € {1,2,..., m},

E. g—Z::(b—i-e)’ < o0. Entdo

E. [h(b + e)Te] = o2E, [zm: 8—bl:(b +e)



Tornando o RPEB computavel




Tornando o RPEB computavel

m Permite trocar estimador desconhecido por computavel



Tornando o RPEB computavel

m Permite trocar estimador desconhecido por computavel

m Existem variantes para diversos modelos de ruido



Tornando o RPEB computavel

m Permite trocar estimador desconhecido por computavel
m Existem variantes para diversos modelos de ruido

m Hipoteses bastante gerais



Tornando o RPEB computavel

Permite trocar estimador desconhecido por computavel
Existem variantes para diversos modelos de ruido

Hipoteses bastante gerais

Envolve a derivada de de uma funcio geralmente fornecida
implicitamente
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Usando o Lema de Stein

Dr (Ax, Ax~ (b + €)) = D¢ (b, Ax(b + €))
= f(b) — f(Ax,(b+€)) — VF(Ax,(b+ €)' (b — Ax,(b + €))
= f(b) — f(Ax,(b+€)) — VF(Ax,(b+ €)' (b+e— Ax,(b+€))
+ V£ (Axy(b+ €)) Te
= f(b) — f(b+€) + D (b+ ¢, Ax, (b + €)) + VF(Ax,(b+¢€)) €.
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Usando o Lema de Stein

Ri(b) = K + E. [Ds (b + ¢, Ax, (b + €))] + E [Vf(Axy(b + e))Te]

= K+E. [Dr(b+e Ax,(b+e€))] +Ee [h(b + e)Te]

. Oh;
db;

i=1

=K+ Ec [Dr(b+¢€,Axy(b+€))] + 0°E. [ (b+e€)

Portanto, podemos tentar usar o pardmetro v que minimiza

Co(b+e)

RE(b) = Dr(b+ ¢, Ax,(b+€)) +0°>
i=1

~ pf
~ RI(b) — K



Experimento simulado

Resultados

*
Y fruss10-2

x10~* x10~*
3.50 4.00 %
3.25 3.75
3.00 350
3.25
2.75
3.00
250
2.75
* * * *
Y fa,10-t Vfa V1071 V£
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mais dificil do que minizar o risco preditivo quadratico

m Em alguns casos, a precisdo pode ser melhor para outros
riscos preditivos de Bregman do que para o risco preditivo
quadratico

m Mesmo usando uma (nica realizacdo a precisdo é grande

Resultados

m Podemos mostrar que o resultado concentra-se fortemente
em torno do valor esperado?
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