Teoria de Placas de
Kirchhoftf



Geometria: placa delgada e com um carregamento atuando
transversalmente a superficie média dessa placa.

Comportamento de flexao:

A flexdo de uma placa que resiste a carga transversal pode ser
interpretada de forma simplificada por meio de barras que se dispoem
ortogonalmente uma a outra.




Modelo de Placa de Kirchhoff

Cinematica:

- Fibras retilineas inicialmente ortogonais a superficie média da placa

permanecem retilineas e ortogonais a superficie media apos a
deformacao

- Os deslocamentos na dire¢ao transversal nao variam ao longo da
espessura da placa
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P ¢ um ponto da superficie media de coordenadas (x,y,0)

P, ¢ um ponto que se encontra numa fibra retilinea que ¢
ortogonal a superficie média e passa por P, de coordenadas

(x,9,2).
O carregamento p(x,y) atua transversalmente a placa

A espessura h € pequena quando comparada a uma
dimensao caracteristica no plano da placa

yv
J—




Representacdes das configuracdes deformadas e
indeformadas da placa nos planos xz ¢ yz, respectivamente:
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Considerando essas defini¢des € pequenos deslocamentos, tem-se:

ow

U = —za
B ow
v = _ZE
w=w(x,Yy)

Usando as relagdes de compatibilidade:

ou o°w
gxx — L. - < 2
Ox Ox
_ov__ 0w
oo Oy o 8)/2 sendo as outras componentes nulas.
, _Ou ov_ , Ow
¥ 0y Ox OxOy



- Ateoria assume que a placa € ?
composta por uma “pilha” de 1aminas; 7 generic lamina

- (Cada lamina esta sujeita ao estado )
plano de tensao.

Portanto:
E Ez [(0*w 0%w
Tax = T (exx +veyy) = - —vz(axz +V6_yz>
E Ez [(0*w 0%w
tyy =12 (Eyy +Vexy) = 1 — 2 (6312 T Vﬁ)

_E _ Ez [0*w
Ly T oA+ ™ T T+ v) \axay



Esforcos solicitantes (por unidade de comprimento):

Nas figuras abaixo, observam-se as distribui¢coes de tensodes quando as

curvaturas sio positivas: 9*w 9?w e 9°w
dx2’ 0y? dyox

dy dy

dx h dz L
rﬁ?ﬂ’,
M, dy

dy

dx h
M, dz

dy dy

dx h dx h
- T]
T? 2} ; / My dﬁﬂ
Tye i:
- )_'U M. dy
a) x b)
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- Podem-se definir esforcos solicitantes (por unidade de

comprimento)

- Resultante de momento M, associada a componente T,

h/2
M, = j Tyr(—2)dz
~h/2
Y — Eh3 (62W
* 7 12(1 —v2) \ 9x?
Definindo D:
Eh3
b=Ta-w»
Tem-se:
0°w 0w
M, =D (W + v(?_yz)

dy

M, dy

dy



- Resultante de momento M,, associada a componente T,y

h/2

f Tyy(—2)dz

—h/2

<62W 02W>
D\=—+v=—

dy?

dx?

dx

- Momento de tor¢do por unidade de comprimento M,,,:

h/2

—h/2

dr

-

s
Tyz g

dy

h

Ta‘y

T
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dx

e

M YT d Yy

dy

62

h

M,,dx

)

J Tyx(—2z)dz = D(1 —v) <6xay

dy

h

M, dz



- Momento de tor¢do por unidade de comprimento M,

h/2
M
—h/2

xy = j Tyyzdz = —D(1 — v)(

d%w
dxdy

- Sendo Ty, = Ty, temos que My, = —M,,,

M,.,, negativo

dz

-

=

Ty

Yz E

dy

dx

Para essas tensoes
M, ¢ negativo!

dy
h

M.ydz

Representacao

de M,,, positivo!

Obs: esse momento nao existe em teoria de barras e ¢ gerado por
tensoes de cisalhamentot,,= T,



Equilibrio:

Esfor¢os nas se¢cdes de um elemento infinitesimal de placa no

plano xy
i oM
11243
. ( y T 37 dy)dx
Qrdy ‘
x M., d;
Qydz pdzdy
l L M,dx
by N M,,dx |
// / d{l’,‘ ’ _-_aMTy dy) d"
" dy Y
Q IQy
O PR TR AE T
dz oy (qu+ aTuzdm) dy MT—'—(‘)Q‘S dz dy
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- Equilibrio de for¢as na direcao z:

d d
—Q,.dy + (Qx + idx> dy — Q,dx + (Qy a(i} dy) dx + pdxdy = 0

d
00x 99 _ _
d0x oy P (1)

z oM,
, (1” +a— d lb d
’ M,dy

QT pdzdy l ( Mudy

| y h Mydz \ <
A \ M,,dx > /: /

dz /’/ / aM = . ) dx

du :Z_\ ST

(QMLaa? dz)dy (@, + oy y)de (Mr +8Mqld1) dy M. +gﬂ[ dT)dU

U ox
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- Equilibrio de momentos em torno de x:

oM, OM,,
(Qydx)dy — Mydx + | M,, + Wdy dx — My dy +  Myx +—=dx | dy = 0
oM, oM

yx _ _ 9)
6y+ ™ Q, (2)

- Equilibrio de momentos em torno de y:

oM, M,
_ — _ 3

£ oM
I (Mv 4=t d-z) dr
1 a y b
" M,dy

T

Qdr pizdy l ( M,.dy

| y h Mydz \ <
AN s | 27

dz a4 oM )
y)dz

//// ¢ ‘ 7_J.ydl
7 dy % M,, 3y i

2. 1), (0,2%11) g ,
(Q”‘—Fa:z? dz dy Qy+ ay i dv (ju’w +8Mu.1d1) dlj M1‘+%ﬂl—$f“d:r)dy

or
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Derivando a equacgao (2) em relacdo a y € a equagao (3) em relagdo a
x, somando-as ¢ usando a equacao (1) chega-se a:
0°M, 62Mxy BZMy

—9 =
0x? 0x0y T dy? P

Substituindo-se as expressoes que relacionam os momentos aos
deslocamentos transversais chega-se a:

04w o'w  o*w p
— 42 ==
dx* 0x?dy? dy* D

que ¢ conhecida como a equacao de Lagrange para as placas.



Substituindo as expressoes que fornecem os momentos em
funcao dos deslocamentos transversais nas equacgoes (2) e (3),
obtém-se os esforcos cortantes em termos dos deslocamentos:

5 0 62W+62W
Cx Ox \ 0x2 = Oy?

B Da 62W+02W
Uy = dy \ 0x% = 0y?



Considerando-se uma aresta paralela ao eixo y, dada por x = a.

- A condicao de borda engastada corresponde a se impor que os
deslocamentos transversais e as rotagoes das fibras em torno do eixo y

sao nulos.

=

T A5 -
/ A K\



- Considerando a condi¢ao simplesmente apoiada, o
deslocamento transversal deve ser restringido. Adicionalmente
nao ha vinculos cinematicos que restrinjam as rotagoes de
fibras em torno do eixo y, tais como AB, € nao ha tensoes
normais T,., atuando na secao de extremidade da placa dada
por x = a. Desta forma, em x = a, tem-se:

b | w =0
a . /]I_»U x=a
- m| =0
. IL xX=a
i
Ly ay
02w 02w 62W_|_ 92w 0
M,=D|— +v— S tvo— )| =
2 2 0x dy2
0x dy g
2
como 2V _, 2w _




- A ultima condicdo a se considerar € a condicao de
borda livre.

- nao existem restricoes cinematicas nesse caso

- nao existem tensoes que atuem sobre a secdo da
extremidade da placa definida por x = a.

- As componentes de tensao que poderiam agir SA0 T,.,,
Tyx € Tzx. Essas componentes estdo associadas com

My, M, € Qy

3.-'11’”_1.
(Myl.+ 3y dy ) dy

——racy
Co
| N> f
M =( j \
ly=a o Myzdy
Qx _ aMJ/X — 0 Mjr ﬂ{yr—i—%dy
dy 9

X=a
Os efeitos de 7, (Myy) € de T 4 (Qy) juntos
compoem o equilibrio do contornoemz  ~

~, T~
A1

=

yo

oM
yr yr d’
yr + ay Yy



Encontrar a solu¢ao para uma placa retangular, quando a placa ¢
simplesmente apoiada nas suas quatro bordas e atua sobre ela
uma for¢ca p = p(x,y) transversal. Particularizar a solugao
para p(x,y) = p, constante.

T =
/ A
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SOLUCAO: Tem-se as condicdes de contorno abaixo:

| AL B
v x=0 - dx? B
x=0
‘ —0 aZW —0
v y=0 - E)yz =0 B
‘ 0 62w —0
v x=a " 0x? B
x=a
| _0 2
v y=b  0y? B




Buscando a solu¢ao a partir de uma serie de Fourier:

co 0O

w(x,y) = Z z WynSen (m;rx) sen (nbg)

m=1n=1

que atende as condi¢oes de contorno.

Buscam-se as constantes w,,,,, para que satisfacam a equacao:

Para tal, o carregamento precisa ser caracterizado. Pode-se
escrever (novamente usando-se a serie de Fourier):

p(x,y) = i i mnsen mﬂx) sen (nbg)




Onde:

a b
4 mnx nmy
n——bjj (x, y)sen - )Sen(—b )dxdy
0 0

Substituindo-se w(x,y) e p(x,y) em IV , F'w 0w _
chega-se a:

p
d0x* d0x%?dy?  dy* D
o (mt 2mPn?  nt mrmx niy
4 YN
ZZ(a4+ 222 b4>ﬂ Wmnsen( . )sen( 5 )—




Como os coeficientes das duas séries tém que ser os
mesmos, tem-se:

pmn

m 2m2n? n?
”4D(a4 + a2h2 +b4)

Wmn

Quando o carregamento ¢ uniforme ¢ 1gual a p,, tem-se:

16p,
pmn=n_ 2 ;m,n = 1,3,5,.
pmn — O,m,n — 2;4,6,...



Com todas essas relacdes, chega-se a:

) s (1)

b
m?2 nz)

2

Com m e n impares. Portanto, tendo-se o campo de deslocamentos,
pode-se obter os campos de tensoes e os esfor¢os resultantes.



Considere uma placa retangular simplesmente apoiada. Pode-
se buscar entendimento sobre o comportamento da placa a
partir de barras de se¢do transversal retangular.

Considerando uma barra com eixo paralelo ao eixo x global,
observa-se que além do momento M, e da forca Q, que estio
diretamente associados a flexao dessa barra, o momento de
tor¢ao My, e a for¢a J,, — que atuam sobre as faces laterais —

contribuem para o seu equilibrio.



Este efeito ¢ examinado abaixo num contexto simplificado de
grelha. G M

N ey K
)’V//'//ﬂf ’
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