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Elemento Variaveis Aleatorias

e Altura [m]
% e Massa [kg]
e Concentrag3o ferro no sangue [mg/L]

e Cor dos olhos

o ...
Populagao Variaveis Aleatérias PDF - Altura
e Altura [m]
Parametros populacionais © /
e 1. = média de altura da populagdo [m]
e G = desvio padrao da média populacional [m]
e ...
Amostra Inferéncia
Estimagao de parametros populacionais a partir das
estatisticas amostrais (estimadores)
Estatisticas amostrais Estimadores ©

X = média amostral da altura
s = desvio padrdo amostral da altura

Prof. André Wiist Zibetti




Estimacao de Parametros

e Avaliar certas caracteristicas dos elementos da

populacao com base nos dados de uma
amostra.

e Para avaliar essas caracteristicas utilizamos,
geralmente, a estimacao dos parametros:
estimacao pontual (um valor numérico) ou
uma estimacao intervalar (um intervalo de
valores, com determinada probabilidade).



Estimacao de Parametros

Parametros Estatisticas
(caracteristicas na (caracteristicas da
populacao) amostra)
1 = média de alguma variavel X = média da variavel
quantitativa nos elementos da | quantitativa, calculada com os
populagao elementos da amostra
o = desvio padrao de uma s = desvio padrao da variavel,
variavel, dentre os elementos | calculado com os elementos da
da populacao amostra




Distribuicao Amostral

A distribuicado amostral de uma estatistica é a
distribuicao dos possiveis valores dessa estatistica, se
examinassemos todas as possiveis amostras de

tamanho n, extraidas aleatoriamente de uma
populacao.
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Distribuicao Amostral

A distribuicado amostral de uma estatistica é a
distribuicao dos possiveis valores dessa estatistica, se
examinassemos todas as possiveis amostras de

tamanho n, extraidas aleatoriamente de uma
populacao.

Distribuicdo amostral da média (X)



Distribuicao Amostral da Média com

0% conhecida
Teorema Central do Limite:

Quando o tamanho da amostra (n) aumenta,
independentemente da forma da distribuicao da
populacio, a distribuicio amostral de X aproxima-
se cada vez mais de uma distribuicao Normal com

2
V 4 [ ] o N [ 0-
meédia u e variancia —.

X~N o
m—



Distribuicao Amostral da Média

Teorema
Central do
Limite

X~N(u,a?)

Distribuicdes de X e Xbarra

0.20

=100
g=10

u=100
g=2.5

0.15
|




Distribuicao Amostral da Média com
g desconhecida

e Observe que, para utilizacao do teorema central do
limite, temos que assumir que a variancia populacional
g’ é conhecida. Entretanto, é muito pouco provavel que
em uma situacao real ela realmente seja conhecida.
Assim, faz-se necessario o uso do seguinte Teorema:

* Seja uma populacdo descrita por uma variavel X~N(u, %)

da qual coleta-se infinitas amostras de tamanho n a partir

. ~ e ~ s X_
das quais sdo calculadas X e s2. Entdo a varidvel T = 5,

S

n

tem distribuicdo t de Student, que tem como uUnico
parametro a constante v = n — 1 graus de liberdade.




Distribuicao Amostral da Média com

g% desconhecida

* Distribuigcdo t de Student

— E semelhante a distribuicio Normal, pois é simétrica
em relacao a média e tem forma campanular (sino);

— A distribuicao t de Student é definida a partir de um
unico parametro, o numero de graus de liberdade
obtido porv =n — 1;

— Sera bastante utilizada em testes de hipotese para
média e diferenca entre médias populacionais.



Estimativa por Ponto e por Intervalo

O parametro populacional é estimado por dois
valores, obtidos por meio de calculos com os
dados amostrais e informacoes sobre a
distribuicao amostral da estatistica, formando
um intervalo denominado intervalo de
confianca, dentro do qual se espera, com
determinada probabilidade, encontrar o
verdadeiro valor do parametro.



Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para média
(6*conhecida e desconhecida);



Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para meédia
(6“conhecida)

Definimos um intervalo simétrico ao redor
da média amostral (xX) que contém valores
“plausiveis” para a média populacional (u)

Os intervalos sao construidos de acordo com
um dado “nivel de confianca (1 — a)”



Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para meédia
(6*conhecida)

P[—ZgSZSZg] =1—a
2 2




Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para meédia
(6*conhecida)

P[—ZgSZSZg] =1—a
2 2

Intervalo de 95% de
confianca para u
1—a=0,95

11—

0,4750 0,4750




Z
0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5

1,6
1,7
1,8
1,9
2,0

2,1
2,2
2,3
2,4
2,5

2,6
2,7
3,9

0
0,0000
0,0398
0,0793
0,1179
0,1554
0,1915

0,4452
0,4554
0,4641
0,4713
0,4772

0,4821
0,4861
0,4893
0,4918
0,4938

0,4953
0,4965
0,5000

Estimativa por Intervalo

0,0040
0,0438
0,0832
0,1217
0,1591
0,1950

0,4463
0,4564
0,4649
0,4719
0,4778

0,4826
0,4864
0,4896
0,4920
0,4940

0,4955
0,4966
0,5000

0,0080
0,0478
0,0871
0,1255
0,1628
0,1985

0,4474
0,4573
0,4656
0,4726
0,4783

0,4830
0,4868
0,4898
0,4922
0,4941

0,4956
0,4967
0,5000

0,0120
0,0517
0,0910
0,1293
0,1664
0,2019

0,4484
0,4582
0,4664
0,4732
0,4788

0,4834
0,4871
0,4901
0,4925
0,4943

0,4957
0,4968
0,5000

0,0160
0,0557
0,0948
0,1331
0,1700
0,2054

0,4495
0,4591
0,4671
0,4738
0,4793

0,4838
0,4875
0,4904
0,4927
0,4945

0,4959
0,4969
0,5000

0,0199
0,0596
0,0987
0,1368
0,1736
0,2088

0,4505
0,4599
0,4678
0,4744
0,4798

0,4842
0,4878
0,4906
0,4929
0,4946

0,4960
0,4970
0,5000

0,0239
0,0636
0,1026
0,1406
0,1772
0,2123

0,4846
0,4881
0,4909
0,4931
0,4948

0,4961
0,4971
0,5000

0,0279
0,0675
0,1064
0,1443
0,1808
0,2157

0,4525
0,4616
0,4693
0,4756
0,4808

0,4850
0,4884
0,4911
0,4932
0,4949

0,4962
0,4972
0,5000

8
0,0319
0,0714
0,1103
0,1480
0,1844
0,2190

0,4535
0,4625
0,4699
0,4761
0,4812

0,4854
0,4887
0,4913
0,4934
0,4951

0,4963
0,4973
0,5000

9
0,0359
0,0753
0,1141
0,1517
0,1879
0,2224

0,4545
0,4633
0,4706
0,4767
0,4817

0,4857
0,4890
0,4916
0,4936
0,4952

0,4964
0,4974
0,5000



Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para meédia
(6“conhecida)

P[~Za< Z < Za] = 0,95
2 2

P[-1,96 < Z < 1,96] = 0,95

X—pu
0-2

n

P|(—1,96 < <1,96|=0,95




Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para meédia
(6*conhecida)

Pl-196 <2 —F <196|=0095
g2
n
_ ; _ o2
P|X-1,96 |—<u<X+1,96 |—|=0,95
Vn Vn




Estimativa por Intervalo

Exemplo: Um pesquisador esta estudando a resisténcia
de um certo material sob determinadas condicoes. Ele
sabe que essa variavel tem distribuicao Normal com
0% =4un? Foi extraida uma amostra aleatdria de
tamanho 10 (n=10) obtendo-se os seguintes valores:
/,9;6,8;5,4;7,5;7,9;6,4; 8,0; 6,3;4,4; 5,9.
(a) Calcule a estimativa pontual (X) da média
populacional (i), com base nesta amostra.

(b) Determine o intervalo de confianca para a
resisténcia média () com um coeficiente de
confianca de 95%



Estimativa por Intervalo

Exemplo: Um pesquisador esta estudando a resisténcia
de um certo material sob determinadas condicoes. Ele
sabe que essa variavel tem distribuicao Normal com
g% = 4un?. Foi extraida uma amostra aleatéria de
tamanho 10 (n=10) obtendo-se os seguintes valores:
/7,9;,6,8:54;7,5;7,9;6,4; 80;6,3;4,4;5,9.

(a) Calcule a estimativa pontual (X) da média
populacional (i), com base nesta amostra.

_ 7,94+6,8+--+5,9 _
X = 10 = 6,65 unidades




Estimativa por Intervalo

Exemplo: Um pesquisador esta estudando a resisténcia
de um certo material sob determinadas condicoes. Ele
sabe que essa variavel tem distribuicao Normal com
g% = 4un?. Foi extraida uma amostra aleatéria de
tamanho 10 (n=10) obtendo-se os seguintes valores:
/7,9;,6,8:54;7,5;7,9;6,4; 80;6,3;4,4;5,9.

(b) Determine o intervalo de confiangca para a
resisténcia média (u) com um coeficiente de
confianca de 95% X = 6,65

Zy/, =1,96

o’ =4
n=10

G2
n

IC(W)1-a: X £ Za
2




Estimativa por Intervalo

Exemplo: Um pesquisador esta estudando a resisténcia
de um certo material sob determinadas condicoes. Ele
sabe que essa variavel tem distribuicao Normal com
g% = 4un?. Foi extraida uma amostra aleatéria de
tamanho 10 (n=10) obtendo-se os seguintes valores:
/7,9;,6,8:54;7,5;7,9;6,4; 80;6,3;4,4;5,9.

5,41 < u < 7,89

Se forem retiradas amostras repetidas vezes nesta
populacdao aproximadamente em 95% das vezes a
resisténcia média do material (i) estara no intervalo
encontrado (entre 5,41 unidades e 7,89 unidades).



Estimativa por Intervalo

Exemplo: Um pesquisador esta estudando a resisténcia
de um certo material sob determinadas condicoes. Ele
sabe que essa variavel tem distribuicao Normal com
g% = 4un?. Foi extraida uma amostra aleatéria de
tamanho 10 (n=10) obtendo-se os seguintes valores:
/7,9;,6,8:54;7,5;7,9;6,4; 80;6,3;4,4;5,9.

(c) Determine o intervalo de confianca para a
resisténcia média (u) com um coeficiente de
confianca de 99%.



Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para meédia
(6*conhecida)

P[—ZgSZSZg] =1—a
2 2

Intervalo de 99% de
confianca para u
1—a=0,99

11—

0,4950 0,4950




Z
0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5

1,6
1,7
1,8
1,9
2,0

2,1
2,2
2,3
2,4
2,5

2,6
2,7
3,9

0
0,0000
0,0398
0,0793
0,1179
0,1554
0,1915

0,4452
0,4554
0,4641
0,4713
0,4772

0,4821
0,4861
0,4893
0,4918
0,4938

0,4953
0,4965
0,5000

Estimativa por Interval

0,0040
0,0438
0,0832
0,1217
0,1591
0,1950

0,4463
0,4564
0,4649
0,4719
0,4778

0,4826
0,4864
0,4896
0,4920
0,4940

0,4955
0,4966
0,5000

0,0080
0,0478
0,0871
0,1255
0,1628
0,1985

0,4474
0,4573
0,4656
0,4726
0,4783

0,4830
0,4868
0,4898
0,4922
0,4941

0,4956
0,4967
0,5000

0,0120
0,0517
0,0910
0,1293
0,1664
0,2019

0,4484
0,4582
0,4664
0,4732
0,4788

0,4834
0,4871
0,4901
0,4925
0,4943

0,4957
0,4968
0,5000

0,0160
0,0557
0,0948
0,1331
0,1700
0,2054

0,4495
0,4591
0,4671
0,4738
0,4793

0,4838
0,4875
0,4904
0,4927
0,4945

0,4959
0,4969
0,5000

0,0199
0,0596
0,0987
0,1368
0,1736
0,2088

0,4505
0,4599
0,4678
0,4744
0,4798

0,4842
0,4878
0,4906
0,4929
0,4946

0,4960
0,4970
0,5000

0,0239
0,0636
0,1026
0,1406
0,1772
0,2123

0,4515
0,4608
0,4686
0,4750
0,4803

0,4846
0,4881
0,4909
0,4931
0,4948

0,4961
0,4971
0,5000

2.5+

0,0279
0,0675
0,1064
0,1443
0,1808
0,2157

0,4525
0,4616
0,4693
0,4756
0,4808

0,4850
0,4884
0,4911

0,4962
0,4972
0,5000

2 5%

=

8
0,0319
0,0714
0,1103
0,1480
0,1844
0,2190

0,4535
0,4625
0,4699
0,4761
0,4812

0,4963
0,4973
0,5000

~Td

9
0,0359
0,0753
0,1141
0,1517
0,1879
0,2224

0,4545
0,4633
0,4706
0,4767
0,4817

0,4857
0,4890
0,4916
0,4936
0,4952

0,4964
0,4974
0,5000



Estimativa por Intervalo

Exemplo: Um pesquisador esta estudando a resisténcia
de um certo material sob determinadas condicoes. Ele
sabe que essa variavel tem distribuicao Normal com
g% = 4un?. Foi extraida uma amostra aleatéria de
tamanho 10 (n=10) obtendo-se os seguintes valores:
/7,9;,6,8:54;7,5;7,9;6,4; 80;6,3;4,4;5,9.

(c) Determine o intervalo de confianca para a
resisténcia média (u) com um coeficiente de

confianca de 99%. X = 6,65
_ g2 Z“/Z — 2’ 575
IC(W)1-g: X+ Za |— 0% =4
2 n
n=10




Estimativa por Intervalo

Exemplo: Um pesquisador esta estudando a resisténcia
de um certo material sob determinadas condicoes. Ele
sabe que essa variavel tem distribuicao Normal
como? = 4 un®. Foi extraida uma amostra aleatéria de
tamanho 10 (n=10) obtendo-se os seguintes valores:
/7,9;,6,8:54;7,5;7,9;6,4; 80;6,3;4,4;5,9.

(c) Determine o intervalo de confianca para a
resisténcia média (u) com um coeficiente de
confianca de 99%

IC(”)O,99: 6, 65 + 2, 575\/11709 5, 02 < u < 8, 28



Estimativa por Intervalo

Exemplo: Um pesquisador esta estudando a resisténcia
de um certo material sob determinadas condicoes. Ele
sabe que essa variavel tem distribuicao Normal com
g% = 4un?. Foi extraida uma amostra aleatéria de
tamanho 10 (n=10) obtendo-se os seguintes valores:
/7,9;,6,8:54;7,5;7,9;6,4; 80;6,3;4,4;5,9.

(d) Comparar os dois intervalos construidos.

— O coeficiente de confianga aumentou (95% para
99%);
— O intervalo de confian¢ca aumentou
541 < u<7,89 para 502<u<s§g, 28



Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para média (o
desconhecida);



Relembrando

A distribuicao amostral de uma estatistica.

e Distribuicdo amostral da média (X) com ¢”
desconhecida

Teorema do Limite Central nao se verifica

Seja uma populacdo descrita por uma variavel X~N (u, 0%)
da qual coleta-se infinitas amostras de tamanho n a partir
das quais sdo calculadas X e s%. Ent3o a varidvel

T =

X—pu
s2’
n
tem distribuicdo t de Student com v = n — 1graus de

liberdade.




Distribuicao t Student

Tabela A.4. Quantis superior da distribuicao t de Student (t,) com v
graus de liberdade (n-1) e para diferentes valores de a, de acordo
com a seguinte afirmacdo probabilistica: P|T > t,]| = «.

(44
v 0,250 0,200 0,150 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005 0,001
1 1,000 1,376 1,93 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 636,619
2 0,816 1,061 1,386 1,88 2,920 4,303 6,965 9,925 31,599
3 0,765 0,979 1,250 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 12,924
4 0,741 0,941 1,190 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 0,727 0,920 1,156 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 6,869
6 0,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 0,711 0,89% 1,119 1,415 1,895 2,365 2,998 3,500 5,408
8 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
9 0,703 03883 1,100 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781
10 0,00 0,879 1,093 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587
11 0,697 0876 1,088 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437
12 0,695 03873 1,083 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318
13 0,694 03870 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221
14 0,692 0868 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140
15 0691 0,86 1,074 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073



Distribuicao t Student

Tabela A.4. Quantis superior da distribuicao t de Student (t,) com v
graus de liberdade e para diferentes valores de «, de acordo com a
seguinte afirmacdo probabilistica: P|T > t, ]| = «.




Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para média
(6*desconhecida)

P[—thTStg]=1—a
2 2

Intervalo de 99% de confianca para u com
o*desconhecida: 1 —a = 0,99 - a = 0,01

Intervalo de 95% de confianca para ucom
0% desconhecida: 1 —a = 0,95 - a = 0,05



Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para meédia
(6*desconhecida)

P[—thTS tg] =1—a
2 2




Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para meédia
(6*desconhecida)

P[—t%S T < t%] =1—«a
Intervalo de 95% de
confianca para u
1—a=0,95
a=005

a
E — O’ 025 —tyf0 0 Lo f2



Distribuicao t Student

Tabela A.4. Quantis superior da distribuicao t de Student (t,) com v
graus de liberdade (n-1) e para diferentes valores de a, de acordo
com a seguinte afirmacdo probabilistica: P|T > t,]| = «.

(44
v 0,250 0,200 0,150 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005 0,001
1 1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 636,619
2 0,816 1,061 1,386 1,88 2,920 4,303 6,965 9,925 31,599
3 0,765 0,979 1,250 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 12,924
4 0,741 0,941 1,190 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 0,727 0,920 1,156 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 6,869
6 0,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 0,711 0,89% 1,119 1,415 1,895 2,365 2,998 3,500 5,408
8 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
9 0,703 03883 1,100 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781
10 0,00 0,879 1,093 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587
11 0,697 0876 1,088 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437
12 0,695 03873 1,083 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318
13 0,694 03870 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221
14 0,692 0868 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140
15 0691 0,86 1,074 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073



Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para meédia
(6*desconhecida)

P[—thTStg]=1—a
— 2 — 2 —
X—uU
Pl|—ta< <ta|l=1—«
2= [z~ 2
n
—
_ s2 _ s?
PlX—ta |—< pu<X+ta|—|=1—«
f\ln 7\17’1,




Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para meédia
(6*desconhecida)

_ 2
IC(”)I—a: X T tﬁ\/z
2 n

Exemplo: Suponha que o consumo diario de agua de
uma comunidade seja uma variavel com distribuicao
normal e que uma amostra de 15 observacoes (n)
produziu as seguintes estatisticas X = 63m3e s? =
121m®. Vamos obter um intervalo de 95% de
confian¢a para a média populacional.



Estimativa por Intervalo

IC(1)1-q: X * ta =

2 n
Exemplo: Suponha que o consumo diario de agua de
uma comunidade seja uma variavel com distribuicao
normal e que uma amostra de 15 observacoes (n)
produziu as seguintes estatisticas X = 63m3e s? =
121m®. Vamos obter um intervalo de 95% de

confianca para a média populacional.



Estimativa por Intervalo

1) Intervalo de confianca para meédia
(6*desconhecida)

P[—th T < tg] = 0,95
2 2




Distribuicao t Student

Tabela A.4. Quantis superior da distribuicao t de Student (t,) com v
graus de liberdade (n-1) e para diferentes valores de a, de acordo
com a seguinte afirmacdo probabilistica: P|T > t,]| = «.

(44
v 0,250 0,200 0,150 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005 0,001
1 1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 636,619
2 0,816 1,061 1,386 1,88 2,920 4,303 6,965 9,925 31,599
3 0,765 0,979 1,250 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 12,924
4 0,741 0,941 1,190 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 0,727 0,920 1,156 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 6,869
6 0,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 0,711 0,89% 1,119 1,415 1,895 2,365 2,998 3,500 5,408
8 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
9 0,703 03883 1,100 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781
10 0,00 0,879 1,093 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587
11 0,697 0876 1,088 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437
12 0,695 03873 1,083 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318
13 0,694 03870 1,079 1,350 1,771 o 2,650 3,012 4,221
14 0,692 0,868 1,076 1,345 1,76 2,624 2,977 4,140
15 0691 0,86 1,074 1,341 1,753 > 2,602 2,947 4,073



Estimativa por Intervalo

IC(1)1-q: X * ta =

2 n
Exemplo: Suponha que o consumo diario de agua de
uma comunidade seja uma variavel com distribuicao
normal e que uma amostra de 15 observacoes (n)
produziu as seguintes estatisticas X = 63m3e s? =
121m®. Vamos obter um intervalo de 95% de

confianca para a média populacional.

IC(1)g05: 63 + 2,145 /%1




Estimativa por Intervalo

IC(1)1-q: X * ta =

2 n
Exemplo: Suponha que o consumo diario de agua de
uma comunidade seja uma variavel com distribuicao
normal e que uma amostra de 15 observacoes (n)
produziu as seguintes estatisticas X = 63m3e s? =
121m®. Vamos obter um intervalo de 95% de

confianca para a média populacional.

IC(I")O,95: 63 + 6,09
56,91m?3 < u < 69,09m?



Estimativa por Intervalo
56,91m> < u < 69,09m?

Se forem retiradas amostras repetidas vezes
nesta populacao aproximadamente em 95%
das vezes o consumo médio de agua (u) estara
entre 56,91m3 e 69,09m53.



Resumo

Como estimar ? [0 onto

><|
I

/ (pontual) n
Parametro ()

desconhecido \ Por intervalo

(de confianca)
A

A 1. 2 “
Variancia o Variancia g*
(conhecida) (desconhecida)

e Distribuicao Normal Padronizada: N(0,1) ¢ Distribuicdo t-Student
o2 e Estimar a2 (ponto)> s*

IC()1-q: X + Za | _—_
2 IC(p)1-q: X L ta .
2
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