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Principio dos Trabalhos Virtuais para a Elasticidade
Tridimensional

Define-se o trabalho virtual dos esforcos internos — as tensoes — o,,, o,,, 0;,, 0,
o,, & o,, para 0 campo das deformacoes virtuais por:

0T; = j(ngxo_xx + 0&yy0yy + 0€,,0,; + 8VxyOxy + 0Vxz0x, + 6)/3120-3/2) av
1%

5t = j{Se}T {o} dV
v

O trabalho virtual dos esforcos externos € dado por:

st = [uy ¢y av + [ouyisas

v St
onde:
u(x,y,z) ou(x,y,z)
u} =qyvxy, 2) {6u} = § ov(x,y,2)
w(x,y,z) ow(x,y,z)
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O Principio dos Trabalhos Virtuais para a elasticidade tridimensional pode ser
escrito como:

j (56T {0}dV = j G (FEaV + j ) {F5)ds
v v Sf

Mostra-se que:

Dados {f?} emVe {f°} em§$;

sdo condicdes equivalentes para o campo de tensdes {c} satisfazer o Principio dos
Trabalhos Virtuais para qualquer deslocamento virtual e satisfazer equilibrio, i.e.,
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Principio dos Trabalhos Virtuais

j (56T {0}dV = j G (FEaV + j ) {F5)ds
v v Sf

para todo {su}, {su}={0} em S,

igs

Equilibrio
00yx 00y, 00y,

B=
0x dy * 7z Th=0

do do do
yx  TTyy 4 Z0yz
0x dy 0z

+f7 =0 paratodo x emV

00, 00z, 004

B __
ox Ty "oz T =0

[THu} ={f*} paratodo x em
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O problema da elasticidade linear pode ser formulado usando o principio dos
trabalhos virtuais.

Determinar {su}, {c} e {}tal que

[ e @av = [ (7av + [ (r%)as
v v 5f Equilibrio
para todo {su}, {su}={0} em S, (a)
Ix 0 O
d
0 EoY 0
(52 y {e} = [0:]{w} VeV
Yy 0 0 —|mu -
€2z 0z
(T2 2 {:}}
ve| |3y ax
U’sz d dJ
7z ) o
a a - -gw
% % & Compatibilidade
(b)
Equacdo Constitutiva
@) =[Cle}  vxev quag e
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Substituindo as equacdes de compatibilidade e constitutivas ( (b) e (c) ) na expressao
do principio dos trabalhos virtuais (a) obtem-se a formulacdo somente em termos dos
deslocamentos

Determinar {u} tal que

f (T 10,17 [C110. 1wV = j BT (P + j )" {F5)ds
v v Sf

v {su}, (ou}={0} em S,

Tendo-se {u}, obtém-se
{e} =[0:{u}

o} = [Clie}
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Principio dos Trabalhos Virtuais para a Elasticidade
no Plano

Estado Plano de Tensodes

Particularizando-se a expressédo da elasticidade tridimensional para as condicdes de
estado plano de tensao:

h/2
j {5} {o}dV = j j (8exx0ux + 685y0yy + 8€,,0 + 8yyy0yy) dzdA
1% AJ—-h/2

=h j (8exxOxx + 8€yy0yy + 8YxyOxy)dA
A

h/2

f {(6u}T{fB} dV + j {6u}T{fS} dS = J f (6uff + 6vfF) dzdA +
14 Sf A

—h/2

h/2
+ j J (6uf? + 6vfy) dzdL = h j (6uff + 6vf,E)dA+ h f (Buf + 6vfy) dL
Lf/—h/2 A L¢
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Usando a notacao:

O-xx gxx
{o} = {Uw} {e} = {gyy

Oxy Vxy

e definindo-se

resulta:

| seriiar = [ uyrgrniaa+ | o’ o
A A L¢

}
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Estado Plano de Deformacoes

As componentes de deformacao &,,, &, &, sao diferentes de zero e as componentes

de tensdo oy, oy, O, 0, S0 A0 nulas, entdo analogamente ao caso de estado

plano de tensdes, tem-se:

| serrirar = [ uyrirmyda+ [ (o g%y
A A

Ly
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Introducao ao Metodo dos Elementos Finitos
Considerando o Problema Plano

Equilibrio:
| 0e @aa = [owy rPyaa+ [ow”
A A Lf
onde sy - (s 50}
Compatibilidade: ou
Exx = a
dov
Evy = =
yy 0x
_Ou Ov
Vay = dy 0x
Equacao constitutiva:
{o} = [Cl{e}
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Definindo-se

- 9 _
x 0

d

[0:] =0 @
d 0

9y ox]

A equacao de compatibilidade pode ser reescrita como:

{e} = [0:1{w}
Substituindo-se (i) e (ii) na equacao de equilibrio, resulta:

j (w7 0,17 [C1[0.1{u}dA = f (BT {FP)dA + j w7 (F5)dL

A A L¢

(1)
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Formulacao do Problema da Elasticidade Plana em
Termos de Deslocamentos

Determinar o campo de deslocamentos {u}, {u}" = { u(x,y) v(x,y) } tal que:

j (w7 0,17 [C1[0.]{u}dA = j (BT {FP)dA + j (w7 (F5)dL

A A L¢

para qualquer {ou}, {ou }T = { du(x,y) ov(x,y) } tal que {ou} ={0}emL,

Vamos procurar a solucédo para a equacédo acima considerando uma determinada forma
assumida para os deslocamentos.
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Para se definir essa forma considere:

A
Y
A
Y

4

v\
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m [pONtos

» XA laa
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Considere um elemento genérico

FRVAY/

e uma numeracao local \Y

define-se
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Entao

hl(X,Y) =
ha(x,y) =
hS(x'y) —

hy(x,y) =

p—
_|_

=8 =& =[S =S

N— N— N

p—
+

p—
2| W e[Re|¥ [T

I
—
_|_

p—

p—

—

N N N T N
p—
_|_

N N, N, N
N N, N, N

2
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Define-se o campo de deslocamentos no interior do elemento por
4
u(x,y) = z hiu;
=1

4
v(x,y) = Z h;v;
im1

Nota-se que

4
u(x;,yj) = Z hi (xj, yj)u;
i=1

Como hi(x,y) =1 quando i=; e h;(x;,y;) =0 quando i=;

u(x;,y;) = u;

analogamente

v(xj,Y;) = v;

Introducdo ao Método dos Elementos Finitos



Definindo-se

i}

Pode-se escrever

(um) =
onde:
[y O

\ V. J

)=

h,
0

0 h,
h, 0

|[H]{#}
0 h, O
ha 0 hy

|
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Considere: {nyr={Uu, U, ... ... Uy}

onde U., 1 =1, ..., n representam todos os deslocamentos nodais do modelo.

Pode-se escrever:
{u(m)} — [H(m)]{U}

onde

(m)] — u(m)(x'y)}
™) {vfm)(x,y)

e para o elemento (m) abaixo

FRVAY,
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tem-se Uk U, U;
[H(m)]: 0O ... 0 0 O 0 hy, hs
0O ... 0 hy, O 0O 0 O

Ur Up Uj Ug

hy, 0 ... 0 ... O

0 hy ... hy ... hy

Considerando as relagdes deslocamento-deformacoes

(™} = [5™] (0}
onde
[B(m)] = [9,] [H(m)]

e usando a equacao constitutiva
{0} = [cm]{em)

sendo que
[C(m)] = [C]

para material homogéneo.
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Lembrando o enunciado do Principio dos Trabalhos Virtuais

j (5" {0}dA = j (w7 (fP}dA + j w7 (FS)dL
A A Lf

pode-se escrevé-lo considerando-se a interpolacao de elementos finitos

{u(m)} _ {u(X, 3’)} _ [H(m)]{U}

v(x,y)

E considerando ainda que os deslocamentos virtuais sdo interpolados da mesma forma
que os deslocamentos

(sum) = [HM](5U}

(5m) = [BM]{5U}
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entao resulta

(sUYT Z j[B(m)]T[C(m)][B(m)] dAm™ | (1

{suy” ( j [H<m>]T{fB(’")}dA<m>>
Alm)

m=1
Ne

3 (f L(m)[mmf{f“’")}d“’"’ﬂ

m=1

onde L,™M, L,(M, ..., LM lados do elemento (m) que pertencem a fronteira do dominio
L, .
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Definindo-se
(K] = j (B [cm][BI™] g4

Alm)

()= [ o s

Alm)

{Rém)} - '[L(lm),...LEIm)

[H(m)]T {fs("”} 4L

Rd= Y (&) wmI= YR (R = (Re) + (RS

Pode-se escrever
{6UY' (KU} —{R)H =0

Como os deslocamentos virtuais s@o arbitrarios, {oU} pode ser tomado
arbitrariamente levando a:
[KI{U} = {R}
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Montagem da Matriz de Rigidez

PRVAY

[K] = i [K(m)]

m=1

Ki(JT”) = f {B(m)}iT[C]{B(m)}j dAM™

[B™] = [ .......... {Bm} |.......... (B} | ]
T T

| J
(m) .
Kij”# 0  somente se os graus de liberdade U, e U; pertencerem ao elemento (m)
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Montagem da Matriz de Rigidez

VYA,

Recorda-se
{u(m)}ZXl = [H(m)]ZXN{U}le = [Hloxs{tt}gx1

Analogamente

{g(m)}3x1 = [B(m)]3xN{U}Nx1 = [Blsxs{li}sx1
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Definindo

[klgxs = | [BI"[C][B] dA

Il
:m\

Ui us
K™ = ke, Ui vs {u}

Os termos de [K(M] que ndo sdo encontrados em [k] sdo nulos

~N"

RO IO UTH WD -
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Montagem da Matriz de Rigidez

A
k\lz
- »l&
2
RS
3y,
Uq Vi U, Vy, Uz Uz Uy Uy

Define-se
MmY =@ p L k i j f g

As contribuicOes da matriz de rigidez do elemento (m) para a matriz [K] podem ser

obtidas somando-se .
k,; Na posicao qq de

K, Na posigéao gp de

K,g NA posigéo qg de
K,, Na posi¢édo pp de

2 A3 B2

K,g NA posigéo pg de
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Forcas Nodais

PRVAY

e @ > [ =
_>Fi=f5 r=t
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