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Prefacio & Primeira Tiragem

e —

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas had sempre uma pi-
tada de descoberta na resolugio de qualquer problema. O problema pode ser modes-
to, mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades inventivas, quem o
resolver por seus proprios meios, experimentard a tensdo e gozaré o triunfo da desco-
berta. Experiéncias tais, numa idade susceptivel, poderdo gerar o gosto pelo trabalho
mental e deixar, por toda a vida, a sua marca na mente e no cariter,

Um professor de Mateméatica tem, assim, uma grande oportunidade. Se ele
preenche o tempo que Ihe é concedido a exercitar seus alunos em operages rotinei-
ras, aniquila o interesse e tolhe 0 desenvolvimento intelectual dos estudantes, des-
perdicando, dessa maneira, a sua oportunidade. Mas se ele desafia a curiosidade dos
alunos, apresentando-lhes problemas compativeis com os conhecimentos destes e
auxiliando-os por meio de indagagGes estimulantes, podera incutir-lhes o gosto pelo
raciocinio independente e proporcionar-thes certos meios para alcangar este objetivo.

Um estudante cujo curso inclui Matemdtica tem, também, uma oportunidade
Gnica, que ficard evidentemente perdida se ele considerar esta matéria como uma dis-
ciplina com que precisa obter tantos créditos e a qual deveré esquecer, o mais rapido
possivel, assim que passar pelas provas finais. A oportunidade pode ser desperdicada
até mesmo se o estudante tiver algum talento natural para a Matemaética, pois ele, co-
mo todos os outros, precisa descobrir seus talentos e seus gostos: ninguém poder4 sa-
ber se gosta de torta de macd se nunca a houver provado. E possivel, porém, que che-
gue a perceber que um problema de Matemética pode ser t3o divertido quanto um
jogo de palavras cruzadas, ou que o intenso trabalho mental pode ser um exercicio
tdo agradével quanto uma animada partida de ténis. Tendo experimentado prazer
no estudo da Matemdtica, ele ndo a esquecerd facilmente e haverd, entdo, uma boa
probabilidade de que ela se torne alguma coisa mais: um hobby, um instrumento pro-
fissional, a propria profissdo ou uma grande ambigéo.

O autor recorda-se do seu tempo de estudante, um aluno um pouco ambicioso,
dvido por compreender alguma coisa de Matemdtica e de Fisica. Ele assistia as aulas,
lia livros, tentava assimilar as resolugdes ¢ os fatos que Ihe eram apresentados, mas ha-
vig uma questdo que o perturbava repetidamente: 'Sim, a resolu¢dio parece que fun-
ciona, que estd certa, mas coma seria possivel inventar, ey préprio, essas coisas?”’
Hoje o autor ensina Matemiética numa universidade. Pensa, oL espera, que alguns dos
seus glunos mais interessados fagam perguntas semelhantes e procura satisfazer a cu-
riosidade deles. Na tentativa de compreender, ndo s como se resolve este ou aquele
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problema, mas também as motivagdes e procedimentos da resolugdo, e procurando
explicar a outros essas motivacdes e esses procedimentos, ele foi afinal levado a escre-
ver o presente livro. O autor tem a esperanga de que este venha a ser (til a professo-
res que desejern desenvolver nos seus alunos a capacidade de resolver problemas e a
estudantes que realmente queiram desenvolver a sua propria capacidade.

Muito embora este livro dedique atenciic especial 3s necessidades de alunos e
_professores, ele devera interessar a qualquer um que se preocupe com os meios e as
maneiras da invengio e da descoberta. E possivel gue este interesse seja mais difun-
dido do que se presume, sem maior reflexdo. O espago dedicado pelos jornais e revis-
tas populares a palavras cruzadas e a outros enigmas parece revelar gue as pessoas pas-
sam algum tempo resolvendo problemas sem aplicagdo prética. Por trés do desejo de
resolver este ou aquele problema gue ndp resuita em nenhuma vantagem material, po-
de haver uma curicsidade mais profunda, um desejo de compreender os meios e as
maneiras, as motivagdes ¢ os procedimentos da resolugdo.

As paginas seguintes foram escritas de forma um pouco concisa, mas tdo sim-
ples quanto possivel, e fundamentam-se num longo e sério estudo dos métodos de
resolugdo. Este tipo de estudo, chamado Heursstica por alguns autores, ndo estd em
moda nos dias que correm, mas tem um longo passado e, talvez, algum futuro.

Pelo estudo dos métodos de resolugdo de problemas, percebemos um novo
aspecto da Matemética. Sim, porque ela tem dois aspectos: é a rigorosa ciéncia de
Euclides, mas & também uma outra coisa. A Matemdética, apresentada.da maneira
euclidiana, revela-se uma ciéncie dedutiva, sistemética, mas a Matemaética em desen-
volvimento apresenta-se como uma ciéncia indutiva, experimental, Ambos os as-
pectos sdo tdo antigos quanto a prdpria ciéncia, Mas 0 segundo aspecto é novo sob
um certo ponto de vista: a Matemdtica /i Statu nascendi, no processo de ser inven-
tada, jamais foi apresentada exatamente desta maneira aos estudantes, aos profes-
sores ou ao grande publico.

A Heuristica tem mudltiplas conexdes: matematicos, l6gicos, psicélogos, edu-
cadores e até filosofos reivindicam partes deste estudo para os seus dominios par-
ticulares. O autor, bemn ciente da possibilidade de critica de certos setores e perfei-
tamente conscio de suas limitagtes, tem uma reivindicagio a fazer: ele tem alguma
experidncia na resolugdo de problemas e no ensino da Matemaética em diversos niveis,

O assunto é tratado pelo autor com maior profundidade num livro mais exten-
$0 que esté em fase de conclusdo.

Universidade Stanford, T de agosto de 1944
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Prefdcio & Sétima Tiragem

f

Tenho o prazer de comunicar que consegui agora cumprir, pelo menos em par-
te, uma promessa feita no prefacio & primeira tiragem: o$ dois volumes que, sob os
titulos fnduction and Analogy in Mathematics e Patterns of Plausibie !nfef'ence,
constituem & minha recente obra Mathematics and Plausible Reasoning, continuam
a linha de racioc(nio iniciada neste livro.

Zurich, 30 de agosto de 1954
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Prefacio 3 Segunda Edicdo

A presente sequnda edicdo é acrescentada, além de peqguenas melhorias, uma
nova quarta parte, sob o tftulo “Problemas, Indicagdes, Soluges”.

Quando esta edicdo estava sendo preparada para impressdo, apareceu um
estudo (Educational Testing Service, Princeton, N. J. ¢f Time, 18 de junho de 1956)
que parece ter formulado algumas observacdes muito pertinentes — elas ndo consti-
tuem novidade para as pessoas que sabem das coisas, mas j4 era tempo de apresen-
ta-las ao grande plblico: ”... a Matematica tem a duvidosa honra de ser a matéria
menos apreciada do curso... Os futuros professores passam pelas escolas elementares
a aprender a detestar a Matemdtica... Depois, voltam 2 escola elementar para ensinar
uma nova geracio a detesta-la”.

Tenho a esperanca de que a presente edicio, destinada a uma difusdo mais am-
' pla, convencga alguns de seus leitores de que a Matemdética, além de indispensdvel
aos profissionais da Engenharia e ao conhecimento cientifico, pode ser divertida e
também descortinar um panorama de atividade mental no mais alto nivel.

Zurich, 30 de junho de 1956
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Introducao

St

As consideracBes que seguem giram em torno da lista de indagages e suges-
thes que, sob o titulo ““Como Resolver um Problema™, encontram-se nas duas paginas
anteriores. Qualquer uma destas questdes, quando citada no texto, aparecera impres-
sa em ftdlico, A lista por elas constituida serd mencionada simplesmente como “‘a lis-
ta" ou "a nossa lista"".

As péginas seguintes discutirdo o objetivo da lista, ilustrardo o seu emprego
pratico com o auxilic de exemplos e explicardo os seus fundamentos bésicos e as
respectivas operacdes mentais. A titulo de explicagdo prefliminar, pode-se indagar: se,
utilizando-as adequadamente, apresentar tais questdes a si préprio ajudara a resolver
o seu problema; se, utilizando-as adequadamente, dirigir as mesrnas questdes a um de
seus alunos, ajuda-lo-4 a resolver o problema que 1he é proposto.

O livro esté dividido em quatro partes.

QO titulo da primeira parte € “Em Aula”. Contém vinte secOes, cada uma delas
designada pelo seu nGmerc em negrito, como, por exemplo, “secdo 7°, As secles 1a
B explanam, em termos gerais, o “"Objetivo’ de nossa lista. As se¢des 6 a 10 descre-
vem o que sdo as "Divisdes Principais, Questdes Principais’™ da lista e discutem um
primeiroc exemplo prético. As secGes 18, 19 e 20 acrescentam “Outros Exemplos™.

O titulo da segunda parte, muito curta, & “Como Resolver um Problema".
£ apresentada em forma de didlogo, no qual um aluno algo idealizado responde as
perguntas de um professor, também algo idealizado.

A tercefra parte, a mais extensa, constitui um ""Pequeno Diciondrio de Heurls-
tica”. Serd mencionada simplesmente como o ‘'Dicionério”. Compreende sessenta
e sete artigos, dispostos em ordem alfabética. Por exemplo, o significado da pa-
lavra HEURISTICA (assim, em versalete) estd exposto num artigo com este titulo,
encontrado 4 péagina 86. Toda referéncia feita no texto a um dos artigos do Dicioné-
rio estard impressa em VERSALETE. Certos pardgrafos de alguns artigos sdo mais téc-
nicos e, por isto, aparecem entre colchetes. Alguns dos artigos estdo intimamente Ji-
gados & primeira parte, 3 qual eles acrescentam alguns exemplos e comentirios mais
especificos. Outros artigos vac além do objetivo da primeira parte e explicam os seus
fundamentos. H4 um artigo-chave sobre HEURISTICA MODERNA, que descreve a co-
nexdo existente entre os principais artigos e o plano em que se baseia o Dicionério,
além de conter instrugBes para a procura de informagdes relativas a pontos especifi-
cos da lista. E preciso frisar que ha um plano basico & uma certa unidade no Diciona-
rio, porque os seus artigos aparentam uma grande variedade. H4 alguns artigos mais
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longos dedicados & discussfo sistemdtica, embora condensada, de alguns temas mais
gerais. Certos artigos contém comentarios mais especificos e outros tratam de remis-
sdes, dados historicos, citagdes, aforismas ou, até mesmo, anedotas.

O Diciondrio ndo deverd ser lido muito depressa, pois o texto esti muitas ve-
zes condensado e é, aqui e ali, um pouco sutil, O leitor podera recorrer ao Diciondrio
para obter informagdo sobre temas gerais. Se o assunto procurado surgir da expe-
riéncia com seus préprios prohlemas ou dos de seus alunos, a leitura terd muito maior
probabilidade de ser proveitosa.

A quarta parte ¢ intitulada *'Problemas, Indicagdes, SolucBes”. Nela sio pro-
postos alguns problemas ao leitor mais interessado. Cada “problema’” é seguido (a
uma distancia apropriada) por uma “indicagdo” que pode revelar o caminho para che-
gar ao resultado, que esté explicado na *‘solugio”’.

Mencionamos, repetidamente, o “aluno” ou o “estudante”, e ¢ “professor”,
e & eles voltamos muitas e muitas vezes. E bom observar que o “estudante’ tanto
poderd ser um aluno de curso secundério ou superior como qualquer pessoa que este-
ja estudando Matemdtica. Da mesma maneira, o “’professor’” poder4 ser secundério
ou universitério, ou gualquer pessoa interessada na técnica do ensino da Matemdtica,
O autor encara a situacdo umas vezes sob o ponto de vista do aluno e outras, do pro-
fessor (o (itimo casc é preponderante na primeira parte}. No entanto, na maior par-
te das vezes, o ponto de vista é o de alguém que nfo é nem professor nem aluno, mas
deseja resolver o problema que se |he apresenta,

XVl

Parte 1
Em Aula

OBJETIVO

1. Auxilio ac estudante. Um dos mais importantes deveres do professor é o
de auxiliar os seus alunos, o que ndo & facil, pois exige tempo, pritica, dedicacio e
principios firmes.

O estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho independente quan-
to lhe for possivel. Mas se ele for deixado sozinhe, sem ajuda ou com auxflio insufi-
ciente, é possivel gue ndo experimente qualquer progresso. Se o professor ajudar
demais, nada restard para o alunoc fazer. O professor deve auxiliar, nem demais nem
de menos, mas de tal modo que ao estudante caiba uma parcels razodvel do trabalho.

Se ¢ aluno ndo for capaz de fazer muita coisa, o0 mestre devera deixar-lhe pelo
mertos alguma ilusdo de trabatho independente, Para isto, deve auxilid-lo discreta-
mente, sem dar na visia.

O melhor é, porém, ajudar o estudante com naturalidade. O professor deve co-
locar-se no lugar do aluno, perceber o ponto de vista deste, procurar compreender o
que s¢ passa ern sua cabeca e fazer uma pergunta ou indicar um passo que poderia ter
ocorrido ao proprio estudante.

2. Questdes, recomendacies, operagbes mentais. Ao procurar realmente aju-
dar o aluno, com discricdo e naturalidade, o professor é repetidamente levado a fazer

" as mesmas perguntas e a indicar 05 mesmos passos. Assim, em inimeros problemas,

temos de indagar: Qual é a incdgnita? Podemos variar as palavras e indagar a mesma
coisa de muitas maneiras diferentes: Do que é que se precisa? O que € que se quer? O
que é gue se deve procurar? A finalidade destas indagacBes é focalizar a atengdo do
aluno na incognita. Algumas vezes, obtém-se 0 mesmo efeito de maneira mais natural,
com uma sugestdo.: Considere a incdgnita!l A indagagdo e a sugestdo visam ao mesmo
objetivo; ambas tendem a provocar a mesma operacdo mental.

Pareceu ao Autor que valeria a pena coligir ¢ agrupar indagagdes e sugestOes
tipicas, (teis para discutir os problemas com os alunos. A lista que aqui estudamos
contém indagacdes e sugestSes deste tipo, cuidadosamente selecionadas e dispostas.
Elas sfo igualmente Gteis dquele gue procura resolver problemas por si proprio. Se '
0 leitor ficar suficienternente familiarizado com essa lista e conseguir perceber, por
detras da sugestio, a acéo sugerida,‘ele verd que a lista enumera, indiretamente,
operacdes mentais tipicas, dteis para a resolucdo de problemas. Estas operagBes estio
relacionadas na ordem em que é mais provével que ocorram.



3. Generalidade. E uma importante caracteristica das indagagdes e suges-
tdes que constituem a nossa lista. Tomem-se as indaga¢Ses: Qual € a incognita? Quais
sd0 os dados? Qual é a condicionante? Elas sio de aplicago geral, podemos fazé-las
com sucessc ao tratarmos de problemas de qualquer tipo. A sua utilizagdo ndo esté
restrita a nenhum assunto em particular. O nosso problema pode ser algébrico ou geo-
‘métrico, matemético ou ndo, um problema cientifico importante ou um mero

enfgma, Néo hé diferenca, as indagacGes fazem sentido e podem auxiliar-nos a resol-
ver o problema.

H4, de fato, uma restricdo, mas que nada tem a ver com o assunto da matéria,
Algumas indagaces e sugestdes da lista sdo aplicdveis apenas a “'problemas de deter-

minagdo” e ndio a “‘problemas de demonstracio”. Ver PROBLEMAS DE DETERMINA-
CAC, PROELEMAS DE DEMONSTRACAQ.

4. Bom senso. As indagacgBes e sugestSes da nossa lista sio genéricas mas, ex-
ceto quanto & sua generalidade, sfo naturais, simples, 6bvias e se originam do bom
senso comum: Tome-se a sugestdo: Considere a incégnita! £ procure Pensar num pro-
biema conhecido que tenha a2 mesma incognita ou outra semelhante. Eia aconselha a
fazer aquilo que seria feito de qualguer maneira, sem nenhum conselho, por quem es-
tivesse realmente interessado no seu problema, Estd com fome? Deseja entdo conse-
guir comida e pensa em meios conhecidos de obté-la. O seu problema é de Geome-
tria? Deseja entdio tracar um tridngulo e pensa em processos conhecidos de fazé-lo,
Tem um problema qualquer? Desegja entdo encontrar uma certa incOgnita e pensa em
rnaneiras conhecidas de encontrar essa ou outra incégnita semelhante. Se fizer isto,
estard seguindo exatamente a sugestdo que citamos em nossa lista. E estars assim no

caminho certo, pois a sugestdo é boa e indica um procedimento que fregilentemente
apresenta bons resuitados.

Todas as indagacdes e sugestOes da nossa lista sio naturais, simples, dbvias,
apenas o bom senso comum, mas elas formulam este bom senso em termos gerais.
Elas indicam uma certa conduta que se apresenta naturalmente a qualguer um que
esteja realmente interessado em seu problema e tenha glguma dose de bom senso.
Mas aquele que procede de maneira certa geralmente ndo se preocupa em exprimir o
seu procedimento em termos claros, ou possivelmente & incapaz de fazé-lo. A nossa
fista procura assim expressar tal fato.

5. Professor e aluno. Imitagdo e pritica. H4 dois objetivos que o professor
po.de ter em vista ao dirigir a seus alunos uma indagacio ou uma sugestso da lista:
primeiro, auxilid-lo a resolver o problema que lhe & apresentado; segundo, desenvol-
ver no estudante a capacidade de resolver futuros problemas por si préprio.

A experiéncia mostra que as indagacdes e sugestdes da nossa lista, se usadas de
modo adequado, muito freqlientemente ajudam o estudante. Elas tém em comum
duas caracter(sticas: bom senso e generalidade. Como se originam no bom senso co-
mum, muitas vezes surgem naturalmente. Elas bem poderiam ter ocorrido ao proprio

aluno. Por serem genéricas, auxiliam discretamente: apenas indicam a diregio geral,
deixando muito para o estudante fazer.

Mas os dois objetivos mencionados estdo intimamente ligados: se o aluno con-
sequir resolver o problema que the é apresentado, terd acrescentado alguma coisa &
sua capacidade de resolver problemas. Nao devemos, entio, esquecer de gue as nossas
indagagdes sio genéricas, aplicaveis a muitos casos. Se a mesma indagagdo for pro-
veitosamente repetida, dificilmente o estudante deixaré de noté-la e serd induzido a
formular, ele préprio, essa indagagio em situacdo semelhante. Pela repeti¢do da in-
dagagdo, poderd chegar A idéia certa. Com tal sucesso, ele descobrird a maneira corre-
ta de utilizar a indagacdo e assim a ter4 realmente assimilado.

O estudante poderd assimilar tio bem algumas das questdes de nossa lista que
finalmente serd capaz de apresentd-la a si préprio no momento apropriado e de reali-
zar, natural e vigorosamente, a operacio mental correspondente. Quando tal acontece,
o estudante extrai o maior proveite possfvel da lista. O que poder4 o professor fazer
para obter este melhor resultado possfvel?

A resolucdo de problemas é uma habilitagdo prética como, digamos, o é a nata-
¢do. Adquirimos qualquer habilitagdo por imitac3o e pratica. Ao tentarmos nadar,
imitamos o que s outros fazem com as mdos e 0s pés para manterem suas cabegas
fora dégua e, afinal, aprendemas a nadar pela pratica da natagdo. Ao tentarmos re-
solver problemas, temos de observar e imitar o que fazem outras pessoas quando
resolvem os seus e, por fim, aprendemos a resolver problemas, resolvendo-os.

O oprofessor que deseja desenvolver nos estudantes a capacidade de resolver
problemas deve incutir em suas mentes algum interesse por problemas e proporcio-
nar-lhes muitas oportunidades de imitar e de praticar. Quande o professor tenciona
desenvolver nos seus alunos as operagbes mentais correspondentes as indagacdes e
sugestSes da nossa lista, ele as apresenta tantas vezes quanto o puder fazer com natu-
ralidade. Além disso, quando o professor resolve um problema em aula, deve dramati-
zar um pouco as suas idéias e fazer a si proprio as mesmas indagacdes que utiliza
para ajudar os alunos. Gragas a esta orientacdo, o estudante acabara por descobrir o
uso correto das indagagdes e sugestdes e, ao fazé-lo, adquirird algo mais importante
do que o simples conhecimento de um fate matematico qualguer.

DIVISOES PRINCIPAIS, QUESTOES PRINCIPAIS

6. As quatro fases. Ao procurarmos a solugio, podemos variar continuamen-
te o nosso ponto de vista, 3 nossa maneira de encarar o problema. Temos de mudar
de posicio de quando em quando. E provével que a nossa concepciio do problema se-
ja muito incompleta no principio; a nossa perspectiva é outra depois de feito algum

. progresso; ela é ainda mais diferente quando estamos quase a chegar a solugdo.

Para agrupar convenientemente as indagacGes e sugestdes da nossa lista, dis-
tinguiremos quatro fases de trabalho. Primeiro, temos de compreender o problema,
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temos de perceber claramente o que é necessdrio. Segundo, temos de ver como os
diversos itens estdo inter-relacionados, como a incégnita est4 ligada aos dados, para
termos a idéia da resolugfo, para estabelecermos um plano. Terceiro, executamos o
nosso plano. Quarto, fazemos um retrospecte da resolucio completa, revendo-a e
discutindo-a.

¢~ Cada uma destas fases tem a sua importancia, Pode acontecer fue a um estu-
dante ocorra uma excepcional idéia brilhante e, saltando por sobre todas as prepa-
racdes, ele chegue impulsivamente 3 solucBo. Estas idéias felizes sdo, evidentemente,
muito desejdveis, mas alguma coisa muito inconveniente e desastrosa pode resultar se
o estudante deixar de lado qualquer uma das quatro fases sem dela ter uma perfeita
nogdo. Acontecers o pior se o estudante atirar-se a fazer céleulos e a tragar figuras
sem ter compreendido o problema. E geralmente inGtil executar detalhes sem perce-
ber a conexdo principal ou sem ter feito uma espécie de plano. Muitos enganos
podem ser evitados se, na execugdio do seu plano, o estudante verificar cada passo.
Muitos dos melhores efeitos podem ficar perdidos se ele deixar de reexaminar e de
reconsiderar a solu¢io completa.

7. Compreensio do problema. £ uma tolice responder a uma pergunta que
ndo tenha sido compreendida. E triste trabalhar para um fim gue ndo se deseja. Estas
coisas tolas e tristes fazem-se muitas vezes, mas cabe ag professor evitar que elas ocor-
ram nas suas aulas. O aluno precisa compreender o problema, mas ndo s isto: deve
também desejar resolvé-lo. Se Ihe faltar compreensdo e interesse, isto nem sempre
seri culpa sua. O problema deve ser bem escolhido, nem muito dificil nem muito f4-
cil, natural e interessante, e um certo tempo deve ser dedicado 3 sua dpresentacdo na-
tural e interessante.

Primeiro que tudo, o enunciado verbal do problema precisa ficar bemn entendi-
do. O aluno deve também estar em condic@es de identificar as partes principais do
problerna, a incognita, os dados, a condicionante. Daf porque, raramente, pode o pro-
fessor dispensar as indagacBes: Qual & a incdgnita? Quais s&o os dados? Qual é 3 con-
dicionante?

O estudante deve considerar as partes principais do problema, atenta e repeti-
damente, sob virios pontos de vista, Se houver uma figura relacionada ao problema,
deverd tracar uma figura e nela indicar a incdgnita e os dados. Se for necessdrio de-
signar estes elementos, deverd adotar uma notagdo adequada, pois, dedicando alguma
atencdo 3 escolha dos signos apropriados, serd obrigado a considerar os elementos pa-
Fa os quais esses signos tém de ser escolhidos. H4 uma outra indagacio que pode ser
atil neste estsgio preparatério, desde que nio se espere para ela uma resposta defini-
tiva e sim uma provisdria, uma suposicio: £ possivel satisfazer a condicionante?

(Na exposicdo da Parte 2, a ”Compreensdo do Problema’ esté subdividida em
dois estagios: “Familiarizacdo” e “Aperfeicoamento da compreensio”,)

8. Exemplo. Tomemos, para ilustrar alguns pontos tratados acima, o seguinte
exemplo simples: Calcular a diagonal de um paralelepipedo retingule do qual so co-
nhecidos 0 comprimento, a largura e a altura.

Para discutir com proveito este problema, os estudantes precisam conhecer o
teorema de Pitagoras e algumas das suas aplicagdes 3 Geometria Plana, mas basta-lhes
um conhecimento sistemético muito superficial da Geometria Espacial. O professor
pode aqui contar com uma pequena familiaridade dos alunos com as relacBes espa-
ciais.

O professor pode tornar interessante o problema, concretizando-o. A sala de
aulas é um paralelepipedo retingulo cujas dimensGes podem ser medidas ou estima-
das. Os alunos devem caleular, “medir indiretamente”, a diagonal da sala. O professor
indica 0 comprimento, a largura e a altura da sala e, com um gesto, mostra a diago-
nal. Ele anima & figura que tragou no quadro-negro por continuas referéncias 3 sala,

O didlogo entre o professor e seus alunos pode principiar da seguinte maneira:
— Qual € a incégnita?

— O comprimento da diagonal de um paralelepipedo.

— Quais sdo os dados?

— O comprimento, a largura e a altura do paralelepipedo.

- Adote uma notagc§o adequada. Qual a letra que deve denotar a incognita?
- X

— Quais as letras que escolheria para o comprimento, a largura e a altura?

—abec
— Qual é a condicionante que relaciona a3, b e ¢ com x?

— x ¢é a diagonal do paralelepipedo no qual a, b e ¢ sdo, respectivamente, o
comprimento, a largura e a altura.

— Trata-se de um problema razodvel? Ou seja, 2 condicionante é suficiente pa-
ra determinar a incognita?

~ Sim, ele é razodvel. Se conhecermos a3, b e ¢, conheceremos o paralelepipe-
do. Se o paralelepipedo ficar deterrminado, a sua diagonal também o ficara.

9. Estabelecimento de um plano. Temos um plano guando conhecemos, pe-
lo menos de um modo geral, quais as contas, os célculos ou os desenhos que preci-
samos executar para obter a incognita. O caminho que vai desde a compreensdo do
problema até o estabelecimento de um plano, pode ser longo e tortuoso. Realmente,
o principal feito na resolucdo de um problema é a concepgdo da idéia de um plano.
Esta idéia pode surgir gradualmente ou, entdo, apds tentativas infrutiferas e um pe-
riodo de hesitagdo, aparecer repentinamente, num lampejo, como uma “idéia brithan-
ta”. A melhor coisa que pode um professor fazer por seu aluno é propiciar-lhe, dis-



cretamente, uma idéia luminosa. As indagagOes e sugestdes que passamos a discutir
tendem a provocar tal idéia.

Para sentir a posigio do estudante, o professor deve pensar na sua prépria expe-
riéncia, nas dificuldades e sucessos que ele mesmo encontrou ao resolver problemas,

Sabemos, naturalmente, que é dificil ter uma boa idéia se pouco conhecemos
do assunto e que é impossivel té-la se dele nada soubermos. As boas idéias sdo ba-
seadas na experiéncia passada e em conhecimentos previamente adquiridos. Para uma
boa idéia, ndo basta a simples recordagdo, mas ndo podemos ter nenhuma idéia boa
semn relembrar alguns fatos pertinentes. N3o bastam os materiais para a construcéo de
ma casa, mas nao podemos construi-la sem langar mio dos materiais necessarios. Os ma-
teriais indispensdveis 3 resolucdo de um problema matemitico sdo certos itens relevan-
tes do conhecimento matematico ja adquirido, tais comeo problemas anteriormente re-
solvidos e teoremas anteriormente demonstrados. Assim sendo, deve-se muitas vezes
comegar o trabalho pela indagagdo: Conhece um problema correlato?

A dificuldade estd em que, geraimente, hd problemas demais gue estio, de uma
maneira ou de outra, relacionados com o nosso, isto &, que tém com este algum pon-
to em comum. Como, entdo, escolher aquele, ou 0s poucos, que sdo realmente (teis?
Ha uma sugestdo gue vai diretamente a um ponto comum essencial: Considere a
incognita! £ procure pensar num problema conhecido que tenha a mesma incégnita
ou outra semelhante.

Se conseguirmos lembrar de um problema anteriormente resolvido que seja
intimamente relacionado com o nosso, teremos tido muita sorte. Devemos fazer
por merecer esta sorte e podemos merecé-la, aproveitando-a, £/s um problema corre-
lato j& resolvido. E possivel utilizé-lo?

As indagagdes acima, se forem bem compreendidas e atentamente considera-
das, muitas vezes contribuem para dar partida & correta seqiiéncia de idéias, mas nem
sempre conseguem ajudar, pois ndo podem fazer milagres. Se elas ndo funcionarem,
precisaremos procurar, em torno, algum outro ponto de contato apropriado e exami-
nar os diversos aspectos de nosso problema. Teremos de variar, de transformar, de
modificd-lo. £ possivel reformular o problema? Algumas das indagagBes da nossa
lista indicam meios especificos de VARIACAD DO PROBLEMA, tais como a GENERALI-
ZAGAO, a PARTICULARIZAGAQ, 0 recurso & ANALOGIA, o abandono de uma parte da
condicionante e outros. Os detalhes sdo importantes, mas ndo podemos examina-los
agora. A variagdo do problema pode levar a um PROBLEMA AUXILIAR adequado: Se
ndo conseguir resoiver o probiema, procure antes resalver um problema correlato.

Ao tentarmos aplicar vérios problemas ou teoremas conhecidos, cogitando de
diversas modificagies e ensaiando problemas auxiliares diferentes, podemos distan-
ciarmo-nos tanto do nosso problema original que correremos o risco de perdé-lo
por completo. Ha, no entanto, uma boa indagagio que pode nos trazer de volta a ele:
Utilizou rodos os dados? Utilizou tods a condicionante?

10. Exemplo. Voltemos ao exemplo considerado na secdo 8. Quando o dei-
xamos, os alunos haviam acabado de compreender 0 problema e de mostrar por ele
algum interesse. Eles poderiam ter agora algumas idéias préprias, alguma iniciativa.
Se o professor, tendo observade atentamente, ndo notar qualquer sinal dessa inicia-
tiva, terd de repetir cuidadosamente todo o seu didloge com os estudantes. Ele deve
astar preparado para apresentar de novo, com modificagies, as indagagdes ndo res-
pondidas. Deve também estar preparade para encontrar, muitas vezes, 0 siléncio des-
concertante de seus alunos (o qual sera abaixo indicado por reticéncias.....).

— Conhece um problema correlato?

_ Considere a incognita\ Conhece um problema que tenha a mesma incognita

ou outra semethante?

— Entdo, gual é a incognita?

A diagonal de um paralelepipedo.

Conhece algum problema que tenha a mesma incognita?
— N&o. Ainda ndo resolvemos nenhum problema em que entrasse a diagonal de
um paralelepipedo.

- Conhece algum probiema que tenha uma incdégnita semelhante?

— Repare, a diagonal é um segmento, um segmento de reta, Nunca resolveu
um problema cuja incognita fosse o comprimento de uma linha?

— Claro que j4 resolvemos desses problemas. Por exemplo, calcutar um lado
de um tridngulo retdngulo.

— Esta certo. Eis um problema correlato ji resolfvido. £ possivel utifizd-10?

— Teve sorte de se lembrar de um problema relacionado ao seu e que ja resal-
veu antes, N3o gostaria de utilizé-lo? E possivel introduzir algum elemento auxiliar
para possibilfitar a sua utilizacdo?

— Olhe aqui, o problema de que se lembrou refere-se a um tridngulo. Ha algum
tridgngulo na sua figura?

Esperemos que esta Gltima indicagdo seja bastante explicita para dar a idéia
da solucio, que é a introdugdo de um tridngulo retdngulo {destacado na figura 1}, do
qual a diagonal pedida é a hipotenusa. No entanto, o professor deve estar preparado
para o caso em gue até esta indicacdo tio explicita seja insuficiente para despertar 05
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alunos de seu torpor. Deve ainda preparar-se para usar toda uma gama de indicac8es
mais ou mengs explicitas.

Figura 1

— N&o gostaria de ter um tridngulo na figura?
— Que tipo de tridnguio gostaria de ter na figura?

— Nio pode ainda calcular a diagonal, mas j& disse que & capaz de caleular o
lado de um tridngulo. Entdo, o que far4 agora? '

— Poderia calcular a diagonal se ela fosse o lado de um tridngulo?

Quando afinal, com ajuda maior cu menor, os estudantes conseguirem intro-
duzir o elemento auxiliar decisivo, que é o tridngulo retingulo em destaque na
figura 1, o professor devera estar convicto de que seus alunos véem bastante adiante,
antes de encorajid-los a passar aos cdlculos.

— Acho que foi uma boa idéia tragar aquele tridngulo. Agora tem um tridngu-
lo, mas a incdgnita?

— A incégnita ¢ a hipotenusa do triingulo. Podemos calculé-la pelo teorema
de Pitdgoras.

— Sim, se forem conhecidos os dois catetos. Mas ndo sio?

— Um cateto é dado, é c. Q outro, parece que nfo é dificil de achar. Sim, o
outro cateto € a hipotenusa de um outro tridngulo retingulo,

— Muito bem! Agora vejo que |4 tem um plano.

11. Execugdo do plano. Conceber um plano, a idéia da resolugdo, ndo é fécil.
Para conseguir isto é preciso, além de conhecimentos anteriores, de bons habitos
mentais e de concentracio no objetivo, mais uma coisa: boa sorte, Executar o plano é
muita mais f4cil; paciéncia & o de que mais se precisa,

O plano proporciona apenas um roteiro geral. Precisamos ficar convictos de que
os detalhes inserem-se nesse roteiro e, para isto, temos de examina-los, um apbs ou-
tro, pacientemente, até que tudo fique perfeitamente claro e que ndo reste nenhum
recanto obscuro no gual possa ocultar-se um erro.

Se o alune houver realmente concebido um plano, o professor terd entdo um
periodo de relativa trangiilidade. O maior risco é o de que o estudante esquega o
seu plano, o que pode facilmente ocorrer se ele recebeu o plano de fora e o aceitou
por influéncia do professor. Mas se ele proprio houver preparado o plano, mesmo
com alguma ajuda, e concebido com satisfagdo a idéia final, ndo perdera facilmente
essa idéia, De qualquer maneira, o professor deve insistir para que o aluno verifigue
cada passo.

Podemos nos convencer “intuitivamente” ou ‘‘formalmente’ da correcdo de
um passo do nosso raciocinio. Podemos nos concentrar no ponto em questdo até
que o percebamos com tanta clareza e nitidez que ndo reste divida de que o passo &
correto ou, ent§o, podemos deduzi-lo de acordo com regras formais. (A diferenga
entre “intuicdo’ e '‘raciocinio formal’ é, em muitos casos importantes, bastante
clara, parém podemos deixar a sua discussdo para os filésofos.)

O principal é que o estudante fique honestamente convicto da corregdo de cada
passa. Em certos casos, pode o professor realcar a diferenca entre “perceber' e “'de-
monstrar”’: £ possivel perceber claramente que ¢ passo estd certo? Mas pode também
demonstrar que o passo estd certo?

12. Exemplo. Retomemos o problema no ponto em que o deixamos, no
final da secfo 10. O aluno conseguiu, afinal, ter a idéia da resolugio. Ele percebe o
tridngulo do qual a incognita x é a hipotenusa e a altura dada ¢ é um dos catetos; o
outro cateto ¢ a diagonal de uma face. Deve-se, possivefmente, insistir para que o
estudante adote uma notagdo apropriada. Ele deve escolher y para denotar o outro
cateto, que é a diagonal da face cujos lados sdo a e b. Assim conseguird perceber com
maior clareza a idéia da resolucdo, que consiste em introduzir um problema auxiliar
cuja incégnita serd y. Por fim, calculando um tridngulo apbs outro, ele poderéd chegar
a {ver figura 1)

2

x 2

y: + ¢

2 82+b'2

y

1l

e dai, eliminando a incognita auxiliar p,

x2 = at + b ¥ ¢t

x =/al + b+t
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O professor ndo terd motivo de interromper o aluno se este executar correta-

mente as operacdes, a ndo ser, possivelmente, para alerta-lo de que devera verificar
cada passo. Assim, o professor pode argumentar:

— E possivel perceber claramente que o tridngulo de lados x, y e ¢ é retingulo?

O estudante a isto poders responder honestamente “'8im, é"”, mas é possivel
que ele fique muito embaragado se o professor, ndo contente com a convicedo intui-
tiva do aluno, continuar a inquirir;

— Pode entdo demonstrar que o tridangulo é retdngulo?

Por isso, é melhor que o professor suprima esta indagacio até que a turma te-
nha uma boa base de Geometria Espacial. Mesmo neste caso, hé o risco de que a res-

posta 8 uma pergunta incidental se torne a dificuldade principal para a maioria dos
alunos.

13. Retrospecto. Até mesmo alunos razoavelmente bons, uma vez chegados 3
solucdo do problema e escrita a demonstragfio, fecham os livros e passam a outro
assunto. Assim fazendo, eles perdem uma fase importante e instrutiva do trabalho da
resolucdo. Se fizerem um retrospecto da resolugdo completa, reconsiderando e re-
examinando o resultado final e o caminho que levou até este, eles poderfio consoli-
dar o seu conhecimento e aperfeicoar a sua capacidade de resolver problemas. Um
bom professor precisa compreender e transmitir a seus alunos o conceito de que pro-
blema algum fica completamente esgotado. Resta sempre alguma coisa a fazer, Com
estudo e aprofundamento, podemos meilhorar qualquer resolugo e, seja como for,
€ sempre possivel aperfeicoar a nossa compreensdo da resolucdo.

A esta altura, o estudante cumpriu o seu plano. Ele escreveu a resolucdo, ve-
rificando cada passo. Assim, tem boas razdes para crer que resolveu corretamente o
seu problema., Apesar de tudo, é sempre passivel haver erros, especialmente se o
argumento for longo e trabalhoso. Dal, a conveniéncia de verificagGes. Em particu-
lar, se houver algum processo rdpido e intuitivo para verificar, quer o resultado, quer

© argumento, ele ndo devers ser desprezado. £ possive! verificar o resultade? £ POss|-
vel verificar o argumento?

Para nos convencermos da presenca ou da qualidade de um objeto, desejamos
vé-lo e tocé-lo. Assim como preferimos perceber por meio de dois sentidos, preferi-
mos nos convencer por duas demonstragtes diferentes: £ possivel chegar ao resulta-
do por um caminho diferente? E preferivel, paturalmente, um argumento curto e
intuitivo do que um outro longo e trabalhoso: £ possivel percebé-lo num relance?

Um dos primeiros deveres do professor & ndo dar aos 5eus alunos a impressio
de que os problemas matemdticos tém pouca relacdo uns com os outros, de que
nenhuma relagio tém com qualquer outra coisa. Surge uma oportunidade natural de
investigar as relagSes de um problema quando fazemos o retrospecto de sua resolu-
¢do. Os estudantes acharfo realmente interessante o retrospecto se eles houverem fei-

to um esforco honesto e ficarem conscientes de terem resolvido bem o problema.
Neste caso, ficardo ansiosos para ver o que mais poderdo conseguir com aquele esfor-
co e como poderdo, da proxima vez, fazer tdo bem quanto desta. 0 p_rf:-fessor deve
encorajar os alunecsa imaginar casos em que eles poderdo outra vez utilizar o r':oroce-
dimento usado ou o resultado obtido. £ possivel utilizar o resuftado, ou o método,
em algum outro probiema?

14. Exemplo. Na se¢do 12, os estudantes haviam finalmente chegado 3 so-
lugdo: se as trés arestas de um paralelepipedo retdngulo, que se originam num mesmo
vértice, sio a, b e c, a diagonal serd

Vat + b + €

E possivel verificar o resuftado? O professor ndo pode esperar de um aluno
inexperiente uma boa resposta a esta indagacdo. Os alunos devem, porém, aprender
bem cedo que os problemas “literais’” apresentam uma grande vantagem so.bre 0s
problemas puramente “numéricos’’: se o problema for literal ele se prest?ré a diversas
yerificacBes, as quais nfo podem ser aplicadas a um problema nurnérlco. 0 nosso
exemplo, embora bem simples, é suficiente para mostrar esta propriedade. O"profes-
sor pode apresentar vdrias indagacdes a que os alunos facilmente responderdo com
“Sim", mas um ""Nao” revelard uma séria falha no resultado.

— Utilizou todos os dados? Todos os dados aparecem na sua formula gue ex-
prime a diagonal?

— O comprimento, a largura e a altura desempenham fungdes no nr_:sso proble-
ma: este & simétrico em relacdo a a, b e ¢. A expressio obtida para a diagonal seré
sim,étrica em relago a a, b,c? Ela permanecerd inalterada quando 2, b e ¢ forem per-
mutados entre si?

— O nosso problema é da Geometria Espacial: calcular a diagonal de um para!t:m
iepipedo de dimensdes dadas &, b e ¢. Ele é anélogo a outro problema da Geometria
Plana: calcular a diagonal de um retdngulo de dimenses dadas, 3 e b. O resultade do
nosso problema *espacial” serd analogo ao resultado do problema ”plano"?'_

— Se aaltura ¢ decrescer até se anular, o paralelepipedo transformar-se-a num
paralelogramo, Se fizer ¢ = 0 nasua férmula, obterd a formula correta para a dia-
gonal de um paraleiogramao retangule?

— Se a altura ¢ crescer, a diagonal também crescera. A sua formula mostra isto?

— Se todas as trés dimensSes do paralelepipedo crescerem numa determinada
proporcio, a diagonal também crescerd nessa mesma proporgdo. Se, na sua férmula?,
substituir a, b ec por 12a, 12b, 12¢, respectivamente, a expresséo da diagonal, devi-
do a essa substituicdo, também devera ficar multiplicada por 12. Estara certo isto?

— Se a b e ¢ estiverem expressos em metros, a férmula fornecerd a diagonal
também em metros. Mas se mudar todas as medidas para cent{metros, a formula de-
verd continuar valida. Estarg certo isto?
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{As duas Gltimas questes so essencialmente equivalentes; ver TESTE DIMEN-
SIONAL.)

Estas indagagGes produzem diversos efeitos bons. Primeiro, um estudante in-
teligente ndo poderd deixar de impressionar-se pelo fato de que a formula passou em
tantos testes. Eie j& ficara convicto de estar certa a fédrmula porque ele a deduzira

-cuidadosamente. Mas agora estd ainda mais convencido disso e o aumento da confi-
anca provém de outra origem: deve-se a uma espécie de “prova experimental”. Entdo,
gracas s indagagSes precedentes, os detalhes da formula adquirem um novo signifi-
cado e ficam ligados a vérios fatos. A férmula tem, portanto, melhor probabilidade
de ficar lembrada, o conhecimento do estudante consolida-se. Finalmente, as inda-
gacBes podem facilmente ser transferidas para problemas semelhantes, Apds alguma
experiéncia com problemas semelhantes, um estudante inteligente poderd perceber
as idéias bésicas gerais: a utiliza¢fo dos dados refevantes, a variacio dos dados, a sime-
tria, @ analogia. Se ele adquirir o hibito de dirigir sua atengdio para estes pontos, a
sua capacidade de resolver problemas poderd definitivamente beneficiar-se.

E possivel verificar o argumento? Em casos dificeis e importantes, pode ser
necessdrio verificar de novo o argumento, passo a passo. Geralmente, nfo basta to-
mar, para verificagdo, alguns pontos “sensiveis”. No nosso caso, pode ser conveniente
discutir retrospectivamente aquela questo que parecia a menos propria 3 discussSo
quando a solugdo ainda ndo havia sido alcancada: é possivel demonstrar que o trian-
gulo cujos lados sdoa, bec é retdngulo? (Ver o final da secdo 12.)

E possivel utitizar o resuftado, ou 0 método, em algum outro problema? Com
um pouco de incentivo e apos um ou dois exemplos, os estudantes facilmente encon-
tram aplica¢Ges que consistam, essencialmente, em dar alguma interpretagdo concre-
ts aos elementos matemdticos abstratos do problema. O proprio professor deu uma
interpretacfo concreta ac tomar a sala em que dava a aula como o paralelepipedo
do problema. Um estudante medfocre pode propor, como aplicacdo, caleular a dia-
gonal do restaurante em lugar da diagonal da sala de aulas. Se os alunos ndo apare-
cerem com observaces mais imaginosas, o professor poderd apresentar o problema
de forma ligeiramente diferente, como, por exemplo: “Sendo dados 0 comprimento,
a largura e a altura de um paralelep/pedo retdngulo, calcular a distancia do seu cen-
tro a um dos vértices”.

Os estudantes podem utilizar o resu/tade do problema que acabaram de resol-
ver, se observarem que a distdncia pedida é a metade da diagonal recentemente cal-
culada. Ou entdo eles podem ytilizar o métado, introduzindo tridngulos retingulos
apropriados {esta Gltima alternativa é menos obvia e algo mais desajeitada para o
caso presente).

Depois desta aplicacio, o professor pode discutir a configuracio das quatro
diagonais do paralelepipedo e das seis piramides das quais as seis diagonais sdo as
arestas. Quando a imaginacio geométrica dos alunos estiver suficientemente avivada,
12

o professor deverd voltar & sua indagacdo: E possivel utilizar o resuftado, ou o méto-
do, em algum outro problema? Hé agora maior probabilidade de que os alunos encon-
trem alguma interpretacdo concreta mais interessante, como, por exemplo, a seguinte:

“No centro da cobertura retangular de um edificio, que tem 21 metros de com-
primento e 16 metros de largura, instala-se um mastro de 8 metros de altura. Para
amarrar o mastro, precisamos de quatro cabos iguais. Estes partem do mesmo ponto,
2 metros abaixo do topo do mastro, e sio fixados nos quatro cantos da cobertura

do edificio. Qual serd o comprimento de cada cabo?”

Os estudantes podem utilizar o método do problema que acabaram de resolver
com detalhes, introduzindo um trifinguio retdngulo num plano vertical e um outro
plano horizontal, ou, se¢ ndo, podem utilizar o resuftado, imaginando um paralelepi-
pedo retdngulo, do qual a diagonal x ¢ um dos quatro cabos e as arestas sao

a = 105 b =8 ¢ = B
Pela aplica¢iio direta da férmula, obtém-se x = 14.6.
Para outros exemplos, ver E POSSIVEL UTILIZAR O RESULTADG?

15. Abordagens diversas. Voltemos, por um momento, ao problemz? c_onsi-
derado nas se¢Bes anteriores 8, 10, 12 e 14. O trabalho principal, qut.a conmstu_: na
descoberta de um plano, foi descrito na segdo 10. Ele poderia ter seguido uma linha
de raciocinio diferente, apresentando as seguintes indagagdes:

— Conhece algum problema correlato?

— Conhece um problema andlogo?

— Como vé, o problema proposto é da Geometria Espacial. Poderia imaginar
um problema andlogo mais simples da Geometria Planla?

— Como vé, o problema proposte é relativo a uma figura no espage e refelre-se
3 diagonal de um paralelepidedo retingulo. Que problema relativo a uma figura
no plano poderia ser anélogo? Ele deverd referir-se 8 — diagonal — de —.um paralelo-
gramo —

— Reténgulo.

Os estudantes, mesmo se forem muito vagarosos e indiferentes, e houverem si-
do incapazes de até al fazer quaiquer supasicio, serfio forgados a contrit.:uir fom pelo
menos uma minGscula parte da idéia. Além disso, se os alunos forem assim tdo lentos,
o professor ndo deverd tomar o presente problema sem antes ter discutido, para pre:
parar os alunos, o problema anédlogo refativo ao paralelogramo. Af entdio ele podera
prosseguir da seguinte maneira:

— Eis aqui um problema correlato jd antes resolvido. E possivel utilizd-lo?

13



14

— Deve-se introduzir algum elemento auxiliar para tornar possivel a sua uti-
lizacdo?

Por fim, o professor pode chegar a sugerir aos alunos a idéia desejada, que con-
siste em conceber a diagonal de um dado paralelepipedo como a diagonal de um pa-
ralelogramo apropriado, que precisa ser introduzido na figura (como a interse¢do de
urﬁ_paralelepfpedo com um plano que passa por duas arestas opostas). A idéia é es-
sencialmente a mesma que antes (segdo 10), mas a abordagem é diferente. Na se¢do
10, o contato com o conhecimento de que dispunham os estudantes foi estabelecido
por intermédio da incognita: um problema resolvido antes, foi relembrado porque a
sua incognita era a mesma do problema proposto. Aqui, é a analogia que proporciona
a idéia da resolugdo.

16. O método de questionar do professor, descritc nas secGes anteriores,
8, 10, 12, 14, 15 consiste essencialmente nisto: comegar por indagag3o ou sugestio
genérica da nossa lista e, se necessdrio, descer gradualmente para outras mais espe-
cificas e concretas até chegar & que provoque a resposta na mente do estudante.
Se for preciso auxiliar o aluno a aproveitar a sua idéia, deve-se comegar de novo, se
possivel, por uma indagagdo ou sugestdo genérica da lista e, se necessario, voltar a
alguma mais especifica e assim por diante.

Naturalmente, a nossa lista é apenas a primeira do género. Ela parece sufi-
ciente para a maioria dos casos, mas sem dlvida poders ser aperfeicoada. E impor-
tante, porém, que as sugestOes iniciais sejam simples, naturais e genéricas, e que
a lista seja curta.

As sugestBes devem ser simples e naturais, porque do contrério elas ndo
poderiam ser discretas.

As sugestBes devem ser genéricas, aplicdveis ndo apenas ao problema presente,
mas também a problemas de todos os tipos, pois s assim elas poderdo desenvalver
a capacidade do estudante e ndo somente uma técnica especifica,

A lista deve ser curta, para que as questSes possam ser freqUentemente repeti
das, sem artificialismo e em condicdes diferentes. Desse modo, é provével que elas
sejam finalmente assimiladas pelo estudante e contribuam para o deserwolvimento de
um hdbito mental.

E necessdrio descer gradualmente a sugestdes espec(ficas, para que o aluno te-
nha uma parcela do trabalho tdo grande quanto possivel.

Este método de questionar ndo é rigido. E ainda bem, pois, nestes assuntos,
qualquer procedimento rigido, mecdnico, pedante, serd forcosamente prejudicial.
O nosso método permite uma certa elasticidade e variacdo, admite abordagens
diversas (secio 15), pode e deve ser aplicado de tal maneira que as questées apre-
sentadas pelo professor possam ter ocorrido ao préprio aluno.

Se o professor desejar experimentar, em aula, o métode aqui proposto, devera,
evidentemente, proceder com cautela, Deverd estudar cuidadosamente o exemplo
apresentado na secdo 8 e aqueles que seqguem nas segSes 18, 19 e 20. Devera preparar
cuidadosamente os exemplos que pretende discutir, considerando também aborda-
gens diversas, Deverd, ainda, comegar por algumas tentativas e descobrir gradualmen-
te como |he seré possivel aplicar o método, como os estudantes o recebem e quanto
temnpo isso lhe tomaré.

17. Quesides boas e mis. Quando o método de questionar acima formulado é
bem compreendido, ele ajuda a avaliar, por comparacgdo, a qualidade de certas suges-
toes que podem ser apresentadas na intengdo de suxiliar 0s estudantes.

Voltemos 3 situagdo tal como ela se apresentava no infcio da se¢éo 10, quando
foi feita a indagagdo: Conhece um problema correlato? Em lugar desta, com a melhor
das intenges de ajudar os alunos, pode ser que se apresente a questiio: E possivel
aplicar o teorema de Pitdgoras?

A intengio pode ser a melhor, mas a questdo é das piores. Precisamos perce-
ber em que situagio foi ela apresentada, para em seguida ver por que hd uma longa
seqDéncia de objegSes contra esta espécie de “aux(lio’".

{1} Se o estudante estiver préximo da solugdio, ele entendera a sugestdo impli-
cita na indagagdo; mas se ndo estiver, é muito provédvel que de modo algum perceba
aonde se quer chegar com a questdo. Assim, esta deixara de auxiliar no exato momen-
to e que ¢ auxilio mais se fizer necessario.

{2) Se a sugestdo for compreendida, ela revelara todo o segredo, muito pouco
restando para o estudante fazer.

(3) A sugestdo é de natureza muito especifica. Mesmo que 0 estudante a apro-
veite na resolugdo do presente problema, nada aprenderd para problemas futuros. A
questdo ndo é instrutiva.

3

{4) Mesmo que ele compreenda a sugestdo, o estudante dificilmente perceberé
como ocorreu ao professor apresentar tal questdo. E como poderia ele, o estudante,
chegar a esta questio por si proprio? Parece um passe de magica, assirn como tirar um
coelho de um chapéu. A questdo realmente nada tem de instrutiva,

Nenhuma destas objegOes pode ser levantada contra o procedimento descrito
na se¢do 10 e, novamente, na se¢io 15,

OUTROS EXEMPLOS

18. Um problema de tracado geométrico, /nscrever um quadrado num tridn-
gulo dado. Dois vértices do quadrado devem situar-se sobre a base do tridngulo e os
dois outros vértices sobre os dois outros lados do trigngulo, um em cada.

Qual é a incdgnita?
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— Um quadrado.
— Quais sdo os dados?
— E dado um triéngulo, nada mais.

— Qual é a condicionante?

~— Qs quatro vértices do quadrado devem situar-se sobre o perimetrd do tridn-

gulo, dois deles sobre a base & um vétice em cada um dos dois outros lados.
— E possivel satisfazer a condicionante?

— Acho que sim. Nio tenho muita certeza.

— Parece achar que o problema nio ¢ muito facil. Se ndo puder resoiver o pro-
blema proposto, procure primeiro resolver algum problema correlato. E possivel sa-

tisfazer uma parte da condicionante?
— Que quer dizer por parte da condicionante?

— Como vé, a condicionante refere-se a todos os vértices do quadrado. Quan-
tos vértices tem este? '

— Quatro.

— Uma parte da condicionante seria relativa a menos de quatro vértices. Man-

tenha apenas uma parte da condicionante, deixe a outra de fado. Que parte da condi-
cionante & ficil de satisfazer?

— E fécil tragar um quadrado que tenha dois vértices sobre o perimetro — ou
mesmao trés vértices sobre o perimetro,

— Trace uma figura!

O aluno traga a figura 2,

Figura 2

— Manteve uma parte da condicionante e deixou a outra de lado. Até que pon-
to ficou a incdgnita assim determinads?

— O quadrado nfo ficaré determinado se tiver apenas trés vértices sobre o
perfimetro,

— Muito bem. Trace uma figurat

O aluno traca a figura 3.

Figura 3

— Como disse, o quadrado ndo fica determinado pels parte ds condicionante
que foi mantida. Como & que ele pode varisr?

— Trés dos vértices do quadrado estdo sobre o perimetro do tridngulo, mas o
quarto ndo estd 14 onde deveria ficar. O seu quadrado, como observou, estd indeter-
minado, ele pode variar, assim como © seu quarto vértice, Como € que pode variar?

— Tente experimentalmente, se desejar. Trace cutros quadrados com trés vér-
tices sobre o perfmetro, da mesma maneira que tragou os dois quadrados j& na figura.
Trace quadrados grandes e pequenos. O que parece ser o lugar geométrico do quarto
vértice? Como d que ele pode variar?

O professor levou o aluno até proximo da idéia da solugdo. Se este for capaz de
perceber que o lugar geométrico do guarto vértice & uma reta, ele terd chegado  so-
lugdo.,

19. Um problema de demonstragiio. Dois dngulos estio em planos diferentes,
mas cada lado de um deles & paralelo ao lado correspondente do outro ¢ estd também
na mesma direcdo. Demonstrar que os dois 8ngalos sio iguals.

O que temos a demonstrar é um‘teorera fundamental da Geometria Espacial.
O problema pode ser submetido a estudantes que saibam a Geometria Plana e tenham
conhecimento daguelas poucas no¢Ges da Geometria Espacial que servem de prepara-
¢lo para o presente teorema, nos Elementos de Euclides. (O teorema que enunciamos
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?
e vamos demonstrar constitui a proposicdo 10 do Livro XI dos Elementos.} No ape-

nas aquelas indagacdes e sugestOes extraldas da nossa lista estdo impressas em itilico,
mas também outras que a elas correspondem, assim como “‘problemas de demonstra-

¢io™ corresponpem a "problemas de determinagdo”. (Esta correspondéncia é siste-
mgticamente desceita em PROBLEMAS DE DETERMINAGAO, PROBLEMAS DE DE-
MONSTRACAQ, 5 e 6.)

— Qual é a hipdtese?

— Daois dngulos estdo em planos diferentes. Cada lado de um é paralelo ao lado
correspondente do outro e tem também a mesma direcéo,

— Qual 8 a conclusio?
— Os dois dngulos sdo iguais.
\
— Trace uma'figura, Adote uma notacdo adequada.

O aluno traca as linhas da figura 4 e escolhe, mais ou menos ajudado pelo pro-
fessor, as letras que aparecem na figura.

-‘ c

Figura 4

— Qual é a hipdtese? Por favor, diga usando a sua notacso,

— A, B, C nio estdo no mesmo planoque A', 8", C e AB||A'B ACIIAT".
Além disso, A8 tem 8 mesma direcdo de A’B e AC a mesma de A°C”.

— Qual é a conclusio?
— LBAC = LBAC

_— Considere a conclusio! E procure pensar num teorema que tenha a mesma
conclusdo ou outra sernefhante.

— Se dois tridngulos forem congruentes, os dngulos correspondentes serfio
iguais,

— Muito bem! Eis um tecrema correlato e j& antes demonstrado. £ possivel
utilizd-le?

— Parece que sim, mas ainda ndo vejo bem como.

— £ preciso introduzir algum elemento auxiliar para tornar possivel a sua
utitizagdo?

— Bem, o teorema gue tdo bem citou é relativo a tridngulos, refere-se a um par
de trifingulos congruentes. H4 algum tridngulo na sua figura?

— Niao, mas posso tracar alguns. Deixe-me ligar & a C e 8"a C’. Haverd entdo
dois tridngulos, AABC e AABTC".

— Est4 certo. Mas para que servem esses tridngulos?
- Para demonstrar a conclusio, LBAC = LB'ATC

Figura 5

— Bem, se quer demonstrar isto, de que tipoc de tridngulos precisa?

— De triSngulos congruentes. Estd claro, posso escolher 8, C, 8 e C’ de tal
maneira que

AB = AB’, AC = A,

— Muito bem! Que deseja agora demonstrar?

— Quero demonstrar que os tridnbulos sio congruentes, gque

AABC = AABT.
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Se conseguir demonstrar isto, dal se seguird imediatamente a conclusio
LBAC = [ B'AC

— Certol Tem um novo objetivo, visa a uma nova conclusso. Considere a con-
clusdo| £ procure pensar num tecrems conhecido que tenhe a mesme conclusio ou
outra sernelhanie,

.= Dois tridngulos sdo congruentes quando os trés lados de um deles forem res-
pectivamente iguais aos trés lados do outro.

— Muito bemn. Poderia ter escolhido um pior. Agora, eis um teorema correlsto
e j& antes demonstrado. E possivel utilizd-lo?

— Poderia utilizé-lo se soubesse que BC = 87"
— E isso mesmo. Portanto, o que & que procura?
— Demonstrar que 8C = B’

—~ Procure pensar num teorema conhecido que tenha a mesma conclusdo ou
outra semelhante.

— E, conhego um teorema que termina: ... entio as duas linhas so iguais”.
Mas parece que ele nfo cabe aqui,

~ £ preciso introduzir algum elemento auxiliar para tornar possivel a sua uti-
lizacho?

.....

— Repare, como poderia demonstrar que BC = B°C’, quando nfo h4 na figu-
ra uma relagfo entre BC e 8°C%?

— Utilizou a hipdtese? Qua & a hipdtese?
— Admitimos que AB || A’B° ¢ AC || ATC". Sim, é claro que terei de uti-
lizar isto.

~ Utilizou toda a hiptese? Diz que AB Il A8”. Isto ¢ tudo que sabe sobre es-
tas linhas?

= Nio. A8 ¢ também igual a A'B’, pelo tracado. Como também AC e AC’
sdo iguais.

— Duas linhas paralelas do mesmo comprimento. E uma configuracio interes-
sante. M # viu antes?

— Siml E claro! Paralelogramo! Deixe-me ligor A a A, BaB'eCacC
— A idéia ndo ¢ assim tic m4. Quantos paralelogramos tem agora a sua figura?

— Dois. Ndo, trés. No, dois. Quero dizer, h4 dois que posso imediatamente de-
monstrar que sdo paralelogramos. H4 um terceiro que parece ser um paralelogramo e
espero demonstrar que o é. Com isso, a demonstraglio estars conclufds.

0

Das respostas anteriores, poderfamos ter deduzido que o atuno & inteligente,
Depois desta sua Ultima observagiio, nfo resta mais davida.

Este estudante conseguiu perceber um resultado matemaético e distinguir entre
demonstracio e suposi¢io. Sabe também que as sgposiq:é‘es podem ser mais ou menos
plausiveis. Na verdade, ele aproveitou alguma coisa das suas aulas de Matemnética.
Ele tem uma certa experiéncia real de resoiver problemas e pode concaber e apro-
veitar uma boa idéia.

20. Um problema de raziio de variagiio. A dgua escoa para um vaso cilfndrico 3
razdo r, O vasg tem a forma de um cone circular reto, de base horizontal, com o
wértice para baixo; o raio da base é a e 3 altura do cone é b. Determinar a razéo 3
qual o nivel da dgua sobe quando a profundidade for y. Em seguida, calcular o valor
numérico da incégnita, ssbendo-sequea = 4m, b = 3m, r = 2m? por minuto
ey =1m

Pavyan"

Figura 6

Admite-se que os alunos conhecam as mais simples regras de diferenciaco e a
noglo de "“razfio de variacio",

— Quais 580 os dados?

— O raio da base do cone 2 = 4 m; aalturadocone b = 3 m; a razo 3
qual a 4gua escorre para o vaso r = 2 m3 por minuto e a profundidade da 4gua num
certo momento ¥y = 1m.

— Certo. O enunciado do probiema sugere que provisoriamente, se deve des-
prezar os valores numéricos; trabalhar com as letras; expressar a inchgnita em funﬁl')
des, b, rey e s no final, depais de chegar & expressdo literal da incognita, substi-
tuir as letras pelos valores numéricos. Eu seguiria esta sugestdo. Agora, gual & a in-
cognita? ’ .
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— A razdo 3 qual a superficie da égua sobe quando a profundidade & y.
— Como? Poderia repetir em outras palavras?
— A razdo de variagdo da profundidade da dgua & aumentada,
* — Esté certo, a razdo de variagio de y. Mas o que é razdo de variagBo? Volte
85 definicées.
— A derivada é a razdo de variacgdo.

— Correto. Ora, ¥ & uma funciio? Como dissemos, desprezamos o valor nume-:
rico de y. E possivel imaginar como y varia?

— 8im, y, a profundidade, aumenta com o decorrer do tempo.
— Portanto, y é uma fungdo de qué?
— Do tempo t.

Muito bem. Adote uma notacdo adequada. Como poderia escrever a “razdo
de variagio de ¥ em sfmbolos mateméticos?

dy

-

— Certo. Assim, esta é a sua incognita. E preciso expressi-la em funcdo de
a, b, rey. A propbsito, um destes dados é uma razdo. Qual deles?

— r# arazdo 4 qual a 4gua escoa para o vaso.
— Como ¢ isso? Pode dizé-lo ern outras palavras?

— r ¢ arazdo de variagdo do volume de gua no vaso.

Como? £ possivel formuld-lo de uma outrs maneira? Como representaria
isso numa notacdo adequada?

av
~rE
— Qqueéd V?

— O volume de dgua no vaso no instante ¢,

— Muitc bem. Agora, tem de expressar %E em funclo de a, b,%e y. Como
faria isto?

— Se nio puder resolver o problema proposto, procure antes resolver algum

problema correlato. Se ndo perceber ainda a relago que existe entre ay e os dados,
dt
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procure introduzir alguma conexdo mais simples gue possa servir de intermediéria.
Como fazer isto?

- Nao percebeu que hé outras relacdes? Por exemplo, serdo y e V independen-
tes uma do outro?

—~ Nao. Quando y cresce, V também cresce.
- Portanto, h4 uma relagdo. Qual é?

— Bem, V & o volume de um cone cuja altura é y. Mas ndo sei ainda qual é ¢
raio da base.

~ Nio obstante, pode tomé-lo em consideragio. Chame-o de alguma coisa,
digamos x.

— Certo. Agora, quanto a x. Independe de y?

— Ni#o. Ouando a profundidade y da dgua cresce, o raio da superficie livre, x,
também cresce.

— Portanto, hi uma relagiio entre eles. Qual é?

— E ¢laro, tridngulos semelhantes.
X :y=a:b

— Estéd vendo? Mais uma relagio. Eu ndo gostaria de deixar de aproveité-la.
Néo se esqueca de que procura conhecer a relacdo entre Vey.

— Tenho
x =2
2.3
v = Foy
30

— Muito bem. isto nfo parece um bom elemento auxiliar? Mas nio deve es-
quecer o seu objetivo. Qual é a incdgnita?
dy

— Bem, =X
dt

" v L
— Precisa encontrar uma relagio entre :—: :_t e as outras grandezas. E ja aqui

tem uma entre y, V e outras guantidades. O que fazer?
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— Diferenciarl Esté claro!

Eis tudo af,

— Otimo. E quanto aos valores numéricos?

—Sea=4; b=3;

dv _ _

m_r_.

7 X 16 X
9

Parte 2
Como Resolver Um Problema
— Um Didlogo — |

Familiarizaciio

Por ande corecar? Comece pelo enunciado do problema.

Que posso fazer? Visualize o problema como um todo, com tanta clareza e
nitidez quanto possivel.

Qual a vantagem em assim proceder? E preciso compreender o problema,
familiarizar-se com ele, gravar na mente o seu objetivo. A aten¢iio concedida ao pro-
blema pode também estimular a memdria & propiciar a recordacSo de pontos relevantes.

Aperfeicoamento ds Compresnsio

Por onde comecar? Comece de novo pelo enunciado do problema, quando este
estiver tio claro e tio bem gravado em sua mente que poderd até perdé-lo de vista
por um momento sem temor de perdé-lo por completo,

Que posso fazer? 1sole as partes principais de seu problema. A hipbtese e a
conclusdo s3o as partes principais de um “problema de demonstracio”; a incognita,
os dados e a condicionante s80 as partes principais de um *‘problema de determinac8o”.
Verifique as partes principais do seu problema, considere-as uma a uma, em seguida
examine-as em vérias combinagdes, relacionando cada detalhe com os outros deta-
ihes ¢ cada um destes com a totalidade do prciblema.

Qual a vantagem em assim proceder? Deve-se preparar e clarificar os detalhes
que mais tarde ter§o uma funcio a desempenhasr.

Procura da Idéia Proveitosa

Por onde comegar? Comece pelo exame das partes principais de seu probiema,
quando estas estiverem nitidamente dispostas e claramente concebidas, gracas ao seu
trabalho anterior, e quando a sua memdria estiver receptiva.

Que posso fazer? Considere o problema sob diversos pontos de vista e procure
contatos com seus conhecimentos previdmente adquiridos.

Considere o seu problema por diferentes lados. Destaque as diferentes partes,exa-
mine os diversos detalhes, examine repetidamente os mesmos detalhes, mas de manei-
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ras diferentes, combine-os diferentemente, aborde-os por diversos lados. Procure per-
ceber algum significado novo em cada detalhe, alguma nova interpretacdo do conjunto,

Procure contatos com os seus conhecimentos anteriormente adquiridos. Tente
pensar naguilo que ja serviu de auxflio em situacSes semelhantes. Tente reconhecer
alguma coisa de familiar no que examina e perceber algo de ti! naquilo que reconhecer.

Que posso perceber? Uma idéia proveitosa, talvez a idéia decisiva que indique,
num relance, o caminho para chegar ao fim desejado.

Como pode uma idéia ser proveitosa? Ela lhe mostra tode o caminho ou par-
te dele; ela lhe sugere, com maior ou menor nitidez, como prosseguir. As idéias sdo
mais ou menos completas. J4 é uma sorte ter uma idéia qualquer.

Que posso fazer com uma idéia incompleta? Deve levé-la em consideracso.
Se parecer vantajosa, deve examing-la mais demoradamente. Se parecer confidvel, deve
verificar até onde ela o leva a reconsiderar a situacfio. Esta se modificou gragas a sua

idéia proveitosa. Examine a nova situaciio por diversos lados e procure contatos com
seus conhecimentos anteriormente adquiridos.

Qual a vantagemn em tornar a fazer isso? £ possivel que tenha sorte e Ihe surja
uma idéia. Talvez a sua préxima idéia o leve diretamente 3 resolucdo, Talvez precise
ainda de mais algumas idéias proveitosas depois da proxima. Algumas delas talvez o
levem por outro caminho. Nic obstante, deve ser grato a todas as idéias novas, até is
mats insignificantes, s nebulosas, s suplementares, que emprestam precisio 3s nebu-
losas ou tentam corrigir as menos felizes. Mesmo que, por algum tempo, no lhe ocor-
ra qualquer nova idéia aprecidvel, dever4 ficar agradecido se a sua concepcio do pro-
blema tornar-se mais completa ou mais coerente, mais homogénea ou mais equilibrada,

Execucio do Plano

Por onde comegar? Comece da idéia feliz que o levou 3 resolucdo. Principie
quando se sentir segure de que dominou a conexdo principal e confiante em que
pode proporcionar os detalhes menores que faltam.

Que posso fazer? Assegure o seu dominio. Realize detathadamente todas as
operaces algébricas e geométricas que j4 verificou serem viveis, Verifique a correcio
de cada passo, pelo raciocfnio formal ou pela intui¢do, ou de ambas as maneiras. Se
o seu problema é muito compiexo, pode distinguir passos “grandes” e “pequenos”,
constituindo-se cada grande passo de diversos pequenos, Verifique primeiro os grandes
e passe depois para os pequenos.

Qual a vantagem em assim proceder? Uma apresentacdo da resolugdo, na qual
cada passo esta correto fora de qualquer divida.

Retrospecto

Por onde comegar? Pela resolugdo, completa e correta em todos os seus detalhes.

Que posso fazer? Considere a resolugdo por diversos lados e busque contatos
com seus conhecimentos adquiridos.

Considere os detalhes da resolucdo e procure torné-los tio simples quanto pos-
s{vel; examine as partes mais amplas da resolu¢do e procure abrevié-las; tente perce-
ber toda a resolugiio num relance. Procure modificar vantajosamente as partes maio-
res e menores da resolugio, methoré-la toda e inseri-la tdo naturalmente quanto for
possivel, nos seus conhecimentos anteriormente adquiridos. Examine o método- que
o levou 3 resolugdo, para caracterizé-lo e utilizé-lo em outros problemas. Examine ¢
resuitado e procure utilizé-lo em outros problemas.

Dual a vantagem em assim proceder? E possivel gue encontre uma outra're-
solugio melhor, que descubra fatos novos e interessantes. De qualquer maneira,
se adquirir o hébito de verificar e examinar desse modo as suas resciucdes, obterd
alguns conhecimentos bem ordenados e prontos a serem utilizados e assim desenvol-
verd a sua capacidade de resolver problemas.
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Parte 3
Pequeno Diciondrio de Heuristica

e —

Analogia ¢ uma espécie de semethanga. Objetos semelhantes coincidem uns
com Os outros em algum aspecto; objetos andlogos coincidem em certas refagdes
das suas respectivas partes.

1. Um paralelogramo retdngulo é andlogo a um paralelepfpedo retingulo.
Com efeito, as relapdes entre os lados do paralelogramo sio semelhantes s que exis-
tern entre as faces do paralelepipedo:

" Cada lado do paralelogramo é paraielo a apenas um outro lado e ¢ perpendi-
cular aos demais.

Cada face do paralelepipedo é paralela a apenas uma outra face e é perpendicu-
lar &s demais.

Convenhamos em chamar cada lado um “elemento-limite” do paralelogramo e
cada face um "elemanto-limite” do paralelepipedo. Podemos, entiio, fundir os dois
enunciados num 0Onico, que se aplica igualmente a ambas as figuras geométricas:

Cada elemento-limite é paralelo a apenas um outro elemento-limite e & per-
pendicular aos demais.

Temaos, assim, expressado certas relagdes que sdo comuns aos dois sisternas de
objetos comparados, tados de um retingulo e faces de um paralelepipedo retingulo.
A analogia dos dois sistemas consiste nesta identidade de relages.

2. A analogia permeia todo o nosso pensamento, a nossa fala cotidiana e
as nossas conclusdes triviais, assim como os modos de expressfio artistica e as mais
elevadas conclusbes cientfficas. Ela é empregada nos mais diferentes niveis, E comum
o uso de analogias vagas, incompletas ou obscuras, porém a analogia pode algar-se ao
nivel do rigor matemético. Todos os tipos de analogia podem desempenhar uma
fungdo na descoberta da solugdo e, por isso, nfo devemos desprezar nenhum deles.

3. Pademos nos considerar felizes quando, ao tentarmos resolver um proble-
ma, conseguimos descobritr um problema andlogo mais simples. Na secio 15, o
nosso problema original era relativo 4 diagonal do paralelepipedo retdngule. A con-
sideragdo de um problema mais simples, relativo 4 diagonal do retingulo levou 23
resolugdo do problema criginal. Passemos a discutir um outro caso do mesmo tipo.
Temos a resolver o seguinte problema:

1

Determinar o centro de gravidade de um tetraedro homogéneo.

Sem conhecer o Célculo Integral e com poucos conhecimentos de Fisica, esta



questio ndo ¢, de modo algum, fécil e constitula um sério problerna cientffico nos
dias de Arquimedes e de Galileu. Assim, se desejarmos resolvé-la com um minimo de
conhecimentos preliminares, deveremos sair 4 procura de uma questSo aniloga mais
sirples. O problema carrespondente no plana ocorre-nos aqui naturalmente:

Determinar o centro de gravidade de um tridngulo homogéneo. =

Temos agora duas questdes no lugar de uma. Mas & mais facil responder a

duas indagactes do que a uma sé, desde que ambas astejam inteligentemente cor-
relacionadas.

4. Deixando de lado, no momento, o nosso problema original, relativo ao
tetraedro, concentramo-nos no problema mais simples, referente ao tridngulo. Para
resolver este altimo, temos de saber alguma coisa a respeito de centros de gravidade.
O principio seguinte & plausivel e surge naturalmente.

Se um sistema de massas S & composto de partes, tendo, todas elas, os seus
centros de gravidade no mesmao plano, este plano contém também o centro de gra-
vidade de todo o sistema S.

Este principio proporcicna tudo de que necessitamos no caso do triéngulo.
Primeiro, ele implica em que o centro de gravidade fique no plano do tridngulo, Em
seguida, podemos considerar o plano como compasto de fibras (estreitas faixas,
paralelogramos “infinitamente estreitos”), paralelas a um determinado lado do trién-
gulo {a lado A8 na figura 7). O centro de gravidade de cada fibra {ou de cada para-
lelogramo)} &, evidenternente, o seu ponto médio e todos esses pontos médios ficam

sobre a linha que liga o vértice C, aposto ac lado AB, ao meio Mde AB {ver
figura 7).

C
/ $ Wi
i ¢ /
A ¢ L
v 4 /
L / J/
A M B
Figura 7

Qualquer plano que passe pela mediana CM do tridngulo contém os centros
de gravidade de todas as fibras paralelas que constituem o tridngulo. Somos, assim,
levados a concluir que o centro de gravidade do tridngulo todo est4 na mesma media-

na. Como ele tem de estar também nas outras medianas, deveré ser o ponto de inter-
segio comurm a todas as trés medianas.

£ conveniente verificar, por consideragBes puramente geométricas, in-
“dependentes de qualquer suposi¢do mecinica, que as tr8s medianas se encontram
num mesmo ponto.

6. Apés o casc do tridngulo, o do tetraedro torna-se relativamente_ facil. Aca-
bamos de resolver um problema andlogo ao problema proposto €, com isto, temos
um modslo a seguir.

Para a resolugiio do problema anélogo, que passamos 2 utilizar como modelo,
concebemos o trisngulo como composto de fibras paralelas a um dos s.eus lados,
AB. Ora, podembs concaber o tetraedro ABCD como composto de fibras para-
lelas a uma das suas arestas, AB.

Os pontos médios das fibras que constituem o tridngulo ficam todos sobrtj.- a
mesma reta, uma mediana do tridngulo, que liga o meio M do lado TAB ao vértice
oposte €. Os pontos médios das fibras que constituem o tetraedro ficam tlodos no
mesmo plano, que liga 0 meio M da aresta AB 3 aresta oposta CD (ver figura 8).
Podemos chamar este plano MCD de um plano mediano do tetraedro.

D

A M B
Figura 8

No caso do tridngulo, tinhamos trés medianas como MC, cada uma .das quais
tinha de conter o centro de gravidade do tridngulo. Portanto, estas trés medianas tém
de encontrar-se num ponta que é, precisamente, o centro de gravidade. No ca_so do
tetraedro, temos seis planos medianos, como MCD, que ligam os pontos rnédlo.f_. de
alguma aresta a aresta oposta, cada um daos quais tem de conter o centro de gravida-
de do tetraedro. Portanto, estes seis pllanos medianos t8m de encontrar-se num ponto
que &, precisamente, o centro de gravidade.

6. Temos assim resolvido o problema do centro de gravidad‘e do Eetraedro
homogéneo. Para completar, ¢ conveniente verificar agora, por consideragdes pura-
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mente geométricas, independentemente de suposicbes mecanicas, que os seis men-
cionados planos medianos passam por um mesmo ponto.

Quando da resolucdc do problema do centro de gravidade do tridngulo homo-
géneo, achamos conveniente verificar, para completar, que as trés medianas do tridn-
gulo passavam pelo mesme ponto. Este problema é andlogo ao outro, porém eviden-
temente mais simples.

Podemos de novo utilizar, para resolver o problema relativo ao tetraedro, o
problema anélogo mais simples referente ao triinguio (que podemos aqui supor j&
resolvido). Com efeito, considerem-se os trés planos medianos, que passam pelas
trés arestas DA, DB, DC e que se originam no vértice D. Todos eles passam também
pelo ponto médic da aresta oposta (o plano mediano passa por DC passam também
por M, ver figura 8). Ora, estes trés planos medianos interceptam o A A8C nas
trés medianas deste trisngulo. Estas trds passam pelo mesmo ponto listo re-
sulta do problema andlogo mais simples) e este ponto, assim como D, & comum
aos trés planos medianos. A reta que liga 0s dois pontos & comum a todos os trés
planos medianos.

Demonstramos que estes trés, dentre os seis, planos medianos que passam peto
vértice D' tém uma reta comum. O mesmo deve ser verdade para os trés planos me-
dianos que passam por A, e também para os trés que passam por B e para os
trés que passam por C. Relacionando convenientemente estes fatos, podemos de-
monstrar que os seis planos medianos tém um ponto em comum. {Os trés planos
gue passam pelos lados do A ABC determinam um ponto comum e trés linhas que
se encontram pum ponto comum. Ora, pelo que acabamos de demonstrar, por
cada linha de intersecdo deve passar mais um plano mediano),

7. Tanto no item 5 como na 6, utilizamos um problema anélogo mais sim-
ples, relativo ao tridngulo, para resolver o problema referente ao tetraedro. No entan-
to, os dois casos diferem num aspecto importante. No item 5, utilizamos o método
do problema anélogo mais simples, cuja resolugdio seguimos passo a passo. No item 6,
utilizamos o resuftado do problema andlogo, sem nos preccuparmos como tal
resultado foi obtido. Algumas vezes é possivel utilizar ambos, 0 métado e o resuita-
do do problema andlogo mais simples. Até mesmo o exemplo precedente mostrard
iss0 se tomarmos as consideracdes dos itens 5 e 6 como sendo partes diferantes da
resolucdo de um mesmo problema.

O nosso exemplo é tipico. Ao resolvermos um problema proposto, podemos
muitas vezes utilizar a resolugio de um probiema andlogo mais simples: pode nos
ser possivel utilizar o seu método, o seu resultado ou ambos. Naturalmente, em casos
mais dificeis, podem surgir complicagBes que n3o foram ainda mostradas no nosso
exemplo. Em particulsr, pode ocorrer que a resolugéio do problema anilogo ndo pos-
5a ser imediatamente utilizada ao nosso problema original, Neste caso, pode valer a
pena reconsiderar a resolucdio, varis-la e modifica-la até que, depois de serem tentadas

diversas formas de resolucdo, encontremos finalmente uma, suscetivel de aplicacdo
ao nosso problema original.

8. E desejivel prever o resultado ou, pelo menos, alguns aspectos do resulta-
do, com um certo grau de piausibilidade. Essas previses plausiveis sio, muitas vezes,

baseadas na analogia.

Assim, podemgs saber que o centro de gravidade de um tridngulo coincide com
o centro de gravidade dos seus trés vértices {isto &, de trés pontos materiais de massas
iguais, situados nos trés vértices do tridngulo). Sabendo disto, podemos conjecturar
que o centro de gravidade do tetraedro coincide com o centro de gravidade dos seus
quatro vértices.

Esta conjectura constitui uma “infer@ncia por analogia”. Sabendo que o tridn-
gulo e o tetraedro assemelham-se em muitos aspectas, conjecturamos que eles se asse-
melham em mais um aspecto. Seria tolice considerar a plausibilidade de tais con-
jecturas como certeza, mas tolice igual, ou até maior, seria desprezar conjecturas tdo
plausfveis.

A inferéncia por analogia parece ser o tipo mais comum de conclusdo e é o es-
sencial. Proporciona conjecturas mais ou menos plausfveis que podem ou ndo ser
confirmadas pela experiéncia e pelo raciocinio mais rigoroso. Um historiador, ao es-
tudar a influéncia das mais famosas personalidades do passado scbre a nossa civiliza-
cdo, chega a conclus@es por analogia. Mas isto também o fez uma crianca que, ao
ouvir mencionado um personagem histérico, perguntou:

Cuem é Napoledo?

— Foi um grande general.

— De que tamanho ele era?

8. Uma conclusio analdgica extrafda de muitos casos paralelos é mais forte
do que uma outra proveniente de casos menos numerosos. Ndo obstante, a qualida-
de & aqui mais importante do que a quantidade. Analogias evidentes pesam mais do
que vagas similitudes, exemplos sistematicamente dispostos t8m maior valor do que
colecOes aleatbrias de casos.

No item 8, apresentamos uma conjectura sobre o centro de gravidade do te-
traedro. Essa conjectura apoiava-se na analogia, pois o caso do tetraedro é anédlogo ao
do tridngulo. Podemos reforgé-la pelo exame de mais um caso andlogo, aguele de uma
barra homaogénea {isto &, de um segmento de reta de densidade uniforme),

A analogia entre

tetraedro

segmento tridngulo

apresenta muitos aspectos. Um segmento situa-se numa reta, um tridngulo num plano
e um tetraedro no espaco. Os segmentos de rets sdu as mais simples figuras unidi-
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mencionais limitadas, os tridngulos os mais simples poligonos e os tetraedros os mais
simples poliedros.

0 segmento tem 2 elementos-limite adimensionais {dois pontos extremos) e o
seu interior é unidimensional.

O triangulo tem 3 elementos-limite adimensionais e 3 unidimensionais {3 vér-
tices e 3 lados) e o seu interior é bidimensional.

O tetraedro tem 4 elementos-limite adimensionais, 6 unidimensionais e 4 bidi-
mensionais {4 vértices, 6 arestas e 4 faces) e o seu interior é tridimensional,

Estes ndmeros podem ser dispostos numa tabela. As colunas sucessivas contém
os nimeros de elementos a_, uni_, bi_ e tridimensionais, as linhas sucessivas, os
ndmeros para o segmento, 0 tridgngulo e o tetraedro:

2 1
3 3 1
4 6 4 1

Basta um pouco de familiarizagdo com as poténcias do bindmio para reconhecer nes-
ta tabela urna secdo do tridngulo de Pascal. Encontramos uma notével regularidade no
segmento, no tridngulo e no tetraedro.

10. Se tivermos verificado que os objetivos que comparamos sio intimamente
relacionados, as “inferéncias por analogia”, como as que seguem, poderdo ter para
nds um certo valor.

O centro de gravidade de uma barra homogénea coincide com o centro de gra-
vidade dos seus 2 pontos extremos, o centro de gravidade de um trignguio homogé-
neo coincide com o centro de gravidade dos seus 3 vértices. Ndo seria de suspeitar
que o centro de gravidade do tetraedro homogéneo coincidisse com o centro de gra-
vidade dos seus 4 vértices?

Repetindo, o centro de gravidade de uma barra homogénea divide a distdncia
entre os seus pontos extremos na proporgio T : 1. O centro de gravidade de um tri-
angulo divide a distincia entre qualquer vértice e 0 ponto médio do lado oposto na
proporcio de 2 : 1. Ndo seria de suspeitar que o centro de um tetraedro homogéneo
dividisse a distancia entre qualquer vértice e o centro de gravidade da face oposta na
proporciode 3 ; 17

Parece extremamente improvével que as conjecturas sugeridas por estas ques-
tdes sejam errbneas, que uma regularidade tio bela seja destruida. O sentimento de
que a ordem harmoniosa simples ndo pode ser iluséria orienta o descobridor, tanto na
Matemdtica como nas outras ciéncias, e estd expresso no provérbio latino: simplex
sigitlurn veri (a simplicidade é 0 segredo da verdade}.

[O que se vem de expor sugere uma extensio para 7 dimens3es. Parece imprové-
vel que 0 que é verdadeiro para as trds primeiras dimensdes, para 7 = 1,2, 3,

cesse de o ser para valores maiores de 7. Esta conjectura é uma “inferéncia por in-
dugdio” e mostra que a inducdo baseia-se naturalmente na analogia. VeriNDUGCAO E
INDUCAD MATEMATICA. ]

[11.Concluiremos o presente artigo com algumas breves consideragfes sobre
os mais importantes casos em gue a analogia atinge o rigor das idéias mateméticas.

{1} Dois sistemas de elementos matemdaticos, sejam eles § e $°, estdo ligados
de tal maneira que as relagdes entre os elementos de S sdo regidas pelas mesmas leis
que regem as relagdes entre os elementos de §°.

Este tipo de analogiaentre S e S” é exemplificado por aguilo que acabamos de ex-
por no item 1, sejam S os lados do retdngulo e 5” as faces do paralelepfpedo retingulo.

{1} H§ uma correspondéncia unfvoca entre os elementos dos dois sistemas
S e S conservando certas relagOes. 1sto &, se uma relacéo existir entre os elementos
de um dos sistemas, a mesma relacio existird entre os elementos do outro sistema,
Uma tal ligagio entre dois sistemnas é um tipo muito rigoroso de analogia e se chama
isomorfismo {ou isomorfismo holoédrico}.

{(II1YH4 uma correspondéncia plurfvoca entre os objetos dos dois sistemas
S e §° conservando certas relages. Uma tal ligagdo (que é importante em muitos
ramos da Matemdtica avancada, especialmente na Teoria dos Grupos, e ndo precisa
ser aqui discutida em detalhe) chama-se isomorfismo meroédrico {ou homomorfismo,
se bern que homoiomorfismo fosse taivez um termo melhor). O isomorfismo meroé-
drico pode ser também considerado um tipo muito rigoroso de analogia. ]

Bolzano, Bernard {1781—1844)}, ldgico e matemético, dedicou grande parte
de sua vasta obra sobre Légica, Wissenschaftsiehre, a questio da Heuristica {vol. 3,
pags. 293-295). Assim escreveu ele: “Ndo me julgo, de maneira alguma, capaz de
apresentar agui gualquer processo de investigacio que ndo tenha sido j& héd muito
tempo percebido por todos os homens de talento e de forma alguma prometo que o
leitor encontrard agui qualquer completa novidade neste assunto. Farei, no entanto,
todo o possivel para formular, em linguagem clara, as regras ¢ os meios de investiga-
¢do que sdo observados por todos os homens capazes, 0s quais, na maioria das vezes,
ndo tém sequer consciéncia de as estarem seguindo. Embora nfo mantenha a ilusdo
de conseguir plenamente nem mesmo isso, ainda tenho a esperanca de que o pouco
aqui apresentaclo possa agradar a alguém e encontrar mais tarde alguma aplicacic™.

Condicionante é uma das partes principais de um “problema de determinacio’”.
Ver PROBLEMAS DE DETERMINACAD, PROBLEMAS DE DEMONSTRACAOQ, 3. Ver tam-
bém TERMOS, ANTIGOS E NOVOS, 2.

Uma condicionante ¢ chamada Yedundante quando contém partes supérfluas.
E dita contraditéria quando as suas partes sdo reciprocamente opostas e incompat(-
veis, de tal maneira que ela ndo possa ser satisfeita.
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Assim, se uma condicionante for expressa por um ndmero de equacGes lineares
maior que o de incagnitas, ela serd redundante ou contraditéria. Se for expressa por
equaedes em ndmero menor que o de incognitas, ela sera insuficiente para determinar
as incégnitas. Se a condicionante for expressa pelo mesmo ndmero de equacSes e de
inchgnitas, ela serd, em geral, exatamente suficiente, mas podera também ser, em ca-
$0s excepcionais, contraditoria ou insuficiente,

Conhece um problema correlate? E diffcil imaginar um problema absoluta-
mente novo, sem qualquer semethanga ou relagdo com qualguer outro que j4 haja si-
do resolvido; se um tal problema pudesse existir, ele seria insoivel. De fato, ao re-
solver um problema, sempre aproveitames algum problema anteriormente resolvido,
usando ¢ seu resultado, ou o seu métodoe, ou a experiéncia adquirida ao resolvé-lo.
Além do que, naturalmente, o problema de que nos aproveitamos deve ser, de alguma
maneira, refacionado com o nosso problema atual. Dafl a pergunta: Conhece um
problema correlato?

Nio h4, de modo geral, nenhuma dificuldade em lembrar de um problema
que jé foi resolvido e que seja mais ou menos relacionado com o que se apresenta.
Pelo contrério, & possivel que encontremos um excesso de tais problemas e que a
dificuldade esteja em escolher um que nos seja atil. Temos de procurar problemas
intimamente correlatos; CONSIDERE A INCOGNITA ou procure um outro problema
que j4 haja sido resolvido e que esteja relacionado ao problema que se apresenta
por GENERALIZAGAQ, PARTICULARIZACAC ou ANALOGIA.

A indagagdo aqui tratada visa & mobilizacdo do conhecimento anteriormente
adquirido (PROGRESSO E CONSECUGAQ, 1). Uma parte de nosso conhecimento
matemdtico estd guardado sob a forma de teoremas demonstrados anteriormente.
Daf a pergunta: Conhece um teorema que possa ser Gtil? Esta indagacdo pode ser par-
ticularmente apropriada quando se trata de um “problema de demonstracéo”’, isto
¢, quando temos a demonstrar, ou a refutar, um teorema.

Considere 2 incégnita. Este é um velho conselho. Corresponde ao ditado la-
tino respice finem, isto é, olhe para o fim. Lembre-se do seu objetivo. Ndo esqueca
a sua meta. Pense naguilo que deseja obter. Nao perca de vista o que & necessério.
Tenha em mente aquilo para que ests a trabalhar. Considere a incbgnita. Considere a
conclusdo. Estas duas Gltimas versGes do respice finem estio especificamente adapta-
das aos problemas mateméticos, a “’problemas de determinagdo’” e a “problemas de
demonstragdo”, respectivamente,

Ao focalizar a atencdo e concentrar a vontade no nosso objetivo, pensamos em
meios e maneiras de alcancd-lo. Quais sdo os meios para este fim? Como podemos
chegar a sle? Como podemos obter um resultade deste tipo? Que causas poderiam
produzir este resultado? Onde j4 viu aparecer um tal problema? O que geralmente se
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faz para obter este resultado? £ procure pensar num problema conhecido que tenha
a mesma incoégnita ou outra semelhante, E procure pensar num teorema conhecido
gue tenha a mesma conclusio ou outra semefhante. Aqui também as duas (ltimas ver-
sbes estio especificamente adaptadas aos problemas mateméticos, a “problemas de
determinacdo”” e a “problemas de demonstragdo”.

1. Vamos tratar agora de problemas matematicos, “problemas de determina-
¢iio”, e da sugestfo: Procure pensar num problema conhecide que tenha a masma
incégnita ou outra semelhante. Comparemos esta sugestdo com aquela outra implica-
da na indagacdo: Conhece um problema correlato?

Esta (itima é mais gendrica do que a primeira. Se um problema pode ser rela-
cionado @ um outro, é porque os dois tém alguma coisa em comum. Eles podem
envolver alguns elementos ou nogdes comuns, ou ter em comum alguns dados ou
alguma parte da condicionante e assim por diante. A nossa primaira sugestdo insiste
AuUMm ponto comum particular: os dois problemas devem ter a mesma incégnita. isto
&, a incHgnita deve ser a mesma em ambos 0s casos, por exemplo, o comprimento de
uma linha reta.

Em comparagdc com a pergunta genérica, hd uma certa economia na sugestio
especlfica.

Primeiro, podemos poupar algum esforco na representago do problema, pois
ndo precisamos, de imediato, considerar o problema inteiro, mas somente a incogni-
ta. O problema assim nos aparece, esquematicamente:

“Dados . ........... calcular o comprimento da linha.”

Segundo, ha uma certa economia de escolha. Muitissimos problemas podem es
tar relacionados com o problema proposto, por terem um Ou cutre ponto em co-
mum com ele, Mas, ao considerarmos a inchgnita, restringimos a nossa escolha, pois
somente levamos em conta agueles problemas que tém a mesma incognita. Além dis-
so, dentre os problemas que tBm a mesma incégnita, consideramos primeiro aqueles
mais elementares e que nos sdo familiares.

2. O problema se nos apresenta sob a forma:
“Dados ......... calcular o comprimento da linha.”

Os problemas deste tipo mais simples e mais conhecidos sfo relativos a tridn-
gulos: dadas trés partes constituintes de um tridngulo, calcular o comprimento de um
lado. Ao nos lembrarmos disto, encontramos algo de possivel relevancia: Eis um pro-
blema correlato que j& foi antes resolvido. E possivel utilizé-lo? E possivel utilizar
seu resuitado? Para utilizar resultados conhecidos relativos a tridngulos, precisamos
ter um deles. H& algum tridngulo? Ou devemos introduzir um, para tirar proveito
desses resultados conhecidos? Deve-se introduzir algum elemento auxifiar para
possibilitar sua utilizagdo?
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H4 diversos problemas simples cuja incognita & o lado de um tridngulo. {Eles
diferem pelos dados; podem ser dados dois dngulos e um lado ou dois lados e um
éngulo, podendo a posicao do dngulo com referéncia aos lados dados ser diferente.
Em particular, todos estes problemas se tornam ainda mais simples no caso dos tridn-
gulos retdngulos). Com a atengdo concentrada no problema que defrontamos, pode-
mos 't_entar descobrir que tipo de tridngulo devemos introduzir, que problema ja
antes resolvido (e que tenhaa mesma incignita do nosso problema) & possivel adaptar
convenientemente aos nossos fins.

Uma vez introduzido um tridngulo auxiliar adequado, pode acontecer que ain-
da nfio conhegamos trés das partes constitutivas do mesmo. Isto nic &, porém, abso-
lutamente indispensével: se prevemos que as partes faltantes podem, de alguma ma-

neira, ser obtidas, teremos feito um progresso essencial, pois dispomos entiic de um
plano.

3. O procedimento descrito nos itens 2 e 3 estd exemplificado na segio 10,
embora a ilustragdo tenha ficado algo obscurecida pela lentiddo dos alunos. Nio é de
modo algurn dificil acrescentar outros exemplos semelhantes. De fato, a resclugio
de quase todos os “problemas de determinagio” que geralmente sfo apresentados
as turmas menos adiantadas poderiam comegar pela utilizagio apropriada da suges-
tdo: Procure pensar num problema conhecido que tenha a mesma incdgnita ou outra
semelhante.

Devemos encarar tais problemas esquematicamente e considerar, em primeire
lugar, a incognita:

(1) Dados . ................. caleular o comprimento da linha,
(2} Dados .................. calcuiar o dnguio.

(3) Dados .................. calcular o volume do tetraedro.
(4) Dados . ................. determinar o ponto.

Se tivermos alguma experiéncia no trato de problemas matemaéticos elementa-
res, lembramos prontamente algum problema simples e conhecido ou, entdo, proble-
mas que tenham a mesma incognita. Se o problema proposto ndo for um daqueles
simples problemas conhecidos, tentaremos naturalmente utilizar aquilo que nos for
conhecido e aproveitar o resuitado dagueles problemas simples, Tentaremos intro-
duzir alguma coisa bem conhecida no problema e, assim fazendo, comegaremos bem.

Em catda um dos quatro casos acima mencionados hd umn plano dbvio, uma su-
posigdo plausivel para a futura linha de ac3o.

{1) A soluglo deverd ser determinada como um lado de um tridngulo. $6 faltars

introduzir um tridngulo apropriado, com trés partes constitutivas conhecidas, ou f4-
ceis de determinar,

(2) A solugio deverd ser determinada come um anguio de um tridgnguio, 56
faltard introduzir um tringulo apropriado.

{3) A soluclio poderd ser determinada se forem conhecidas a &rea da base e
a altura. S6 faltara calcular a 4rea do lado e a respectiva altura.

{4} A solugio deverd ser determinada como o ponto de intersecdo de dois
lugares geométricos, cada um dos quais & um circulo ou uma reta. 86 faltars desen-
tranhar esses lugares geométricos da condicionante imposta.

Em todos esses casos, o plano fica sugerido por um problema simples que tem
a mesma incognita e pelo desejo de utilizar o seu resultado ou o seu método. Pode-
mos, haturalmente, encontrar dificuldades na execugdo de um tal plano, mas temos
uma idéia de como comegar, 0 gue j4 € uma grande vantagem.

4. Vantagem dessa natureza ndo haverd se nfo houver um problema, ja ante-
riormente resolvido, que tenha a mesma incognita do problema proposto. Em casos
tais, torna-se muito mais dificil enfrentar este problema.

“Calcular a 4rea da superficie de uma esfera de raio dado.”" Este problema foi
resolvido por Arquimedes. Dificilmente serd encontrado um problema mais simples
com a mesma incognita e certamente ndo havia um que Arquimedes pudesse ter uti-
lizado. Na realidade, a solugdo de Arquimedes pode ser considerada um dos mais
notiveis feitos matematicos.

“Calcular a drea da superficie da esfera inscrita num tetraedro cujas seis ares-
tas sio dadas.” Se conhecermos a solugéo de Arquimedes nfo precisaremos do seu gé-
nio para resolver este problema: bastard exprimir o raio da esfera inscrita em fungdo
das seis arestas do tetraedro. Isto pode ndo ser exatamente facil, mas a dificuldade
ndo se compara com aquela do problema de Arquimedes.

A diferenca entre um problema facil e outro difécil pode estar em conhecer-se
ou ndo um outro problema ja anteriormente resolvido, que tenha a mesma incognita.

5, Quando Arguimedes encontrou a area da superficie da esfera, ele ndo co-
nhecia, como j4 mencionamos, nenhum problema ja resolvido que tivesse a mesma
incognita. Mas ele conhecia vérios outros problemas ja anteriormente resolvidos, cujas
incognitas eram semelhantes. Ha superficies curvas cujas éreas sdo mais faceis de cal-
cular que a da esfera e que eram bem conhecidas na época de Arquimedes, tais como
as superficies laterais de cilindros retos circulares, de cones retos circulares e de tron-
cos destes cones. Podemos estar certos de gue Arguimedes examinou cuidadosamente
estes casos similares mais simples. De fato, para a sua resolugdo, ele utilizou, como
aproximacgiio da esfera, um sélido composto, constituido de dois cones e de diversos
troncos de cones {ver DEFINIGOES, 6).

Se nio conseguirmos encontrar um problema que j4 tenha sido resolvido,
cuja incdgnita seja a mesma do problema que se nos apresenta, procuramos encon-
trar outro que tenha uma incognita semelhante & deste. Problemas deste dltimo tipo
sdo menos intimamente relacionados com o nosso problema do que agueles antes
mencionados e, portanto, de um mado geral, menos ficeis de utilizar para 0s nOssos
fins, mas de qualquer maneira eles podem servir como preciosos guias.
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6. Acrescentaremos algumas observagdes referentes a “problemas de demons-
tracdo”, andlogas aos comentérios anteriores, mais extensos, relativos aos ’problemas
de determinagio””.

Temos a demonstrar (ou a refutar) um teorema claramente enunciado, Qual-
quer teorema, j& antes demonstrado, que seja, de qualguer maneira, relacionado ao
que fhos é agora apresentado tem uma possibilidade de nos ser de alguma utilidade.
Sabendo disso, consideramos a conclusdo, isto 6, destacamos a conclusio do nosso
teorema. Um modo de encarar o teorema pode ser assim esquematicamente enun-
ciado:

“Se. . ... . ... entdo os dngulos serdo iguais.”

Concentramos a atengdo sobre a conclusio apresentada e procuramos pensar
num teorema semethante gue tenha a mesma conclusdo, ou outra semethante. Em
particular, procuramos pensar em teoremas deste tipo que sejam muito simples
¢ de nasso conhecimenta.

No caso apresentado, ha vérios teoremas do mesmo tipo e podemos lembrar do
seguinte; “Se dois trifngulos forem congruentes, entio os dngulos serdo iguais.”
Eis um teorema correlato que j4 foi antes demonstrado. Procure pensar num teorema
semelhante que tenha 8 mesma conclusio ou outra semelhante.

Seguindo estas sugestbes e procurando avaliar o auxilio proporcionado pelo
teorema relembrado, podemos conceber um plano: procuremos demonstrar a igualda-
de dos dngulos em questdo a partir dos triangulos congruentes. Vemos, entdo, a ne-
cessidade de introduzir um par de trifingulos que contenham esses dngulos e de de-
monstrar que eles sdo congruentes. Um tal plano constitui certamente um bom pon-
to de partida e nos pode levar finalmente a conclusdo, como na segio 19.

7. Para resumir: relembrando problemas ja anteriormente resolvidos e que te-
nham a mesma incognita ou outra semelhante (teoremas ja anteriormente demonstra-
dos e que tenham a mesma conclusdo ou outra semelhante}, terermos uma boa possi-
bilidade de comecar na diregdo certa e poderemos conceber um plano de resolucao.
Nos casos simples, que sdo os mais freglentes nas turmas menos adiantadas, os pro-
blemas elementares com a mesma incognita (teoremas com a mesma conclusdo) sdo
geralmente suficientes, A tentativa de relembrar problemas que tenham a mesma in-
chOgnita constitui um recurso 6bvio e sensato {comparar com o que ficou dito a este
respeito na secdo 4). E surpreendente que um recurso tdo simples e Gtil ndo seja mais
conhecido. O autor estd inclinado a pensar que ele ndo tenha sequer sido até agora
formulado em toda a suva generalidade. De qualquer maneira, ndo & I(cito nem a estu-
dantes nem a professores de Matemaética desprezar a utilizacBo apropriada da suges-
tdo: Considere a incdgnital E procure pensar num probiema conhecido que tenha a
mesrna incdgnita ou outra semelhante.

Contradigdo. Ver CONDICIONANTE,

Coroldrio é um teorema que se demonstra facilmente pelo exame de outrg teo-
rema que se acaba de demonstrar. A palavra é de arigem grega e a sua tradugio mais
literal seria “"galarddo”, ou "recompensa”’.

Decomposigio e recombinagdo constituem importantes operacBes mentais.

Examina-se um objeto que desperta o interesse ou provoca a curiosidade: a casa
que se pretende alugar, um telegrama importante mas obscuro, qualquer objeta cujas
finalidades e origem intrigam, ou qualquer problema que se queira resolver. Tem-se
uma impressdo do objeto como um todo, mas esta impressdo possivelmente ndo é
bastante definida. Um detalhe sobressai e sobre ele se focaliza a atencdo. Em segui-
da, concentra-se num outro detathe, depois ainda num outro. Diversas combinagies
de detalhes podem apresentar-se g, um pouco depois, considera-se novamente o obje-
to como um todo, mas agora ele € visto de maneira diferente. Decompde-se o todo
em suas partes e recombina-se as partes num todo mais ou menos diferente.

1. Quem entra em detalhes corre o risco de neles se perder. As particulari-
dades muito numerosas ou muito minuciosas constituem uma sobrecarga mental,
Podem impedir que se dé a devida atencdo ao ponte principal, ou mesmo que se
perceba este ponto. E bom lembrar do homem que néo podia ver a floresta por causa
das arvores.

Maturatmente, ndo desejamos perder tempo com detalhes desnecessarios e de-
vemos reservar o nosso esforco para o que for essencial, A dificuldade esta em que
ndo podemos dizer de antermndo quais os detalhes que se revelardo, finaimente, (teis
e quais os que ndo © serdo.

Portanto, procuremos, antes de tudo, compreender o problema como um todo.
Uma vez compreendido, estamos em melhor posicéo para avaliar que pontos particu-
lares podem ser os mais essenciais. Tendo examinado um ou dois pontos essenciais,
ficamos em melhor posicdo para julgar quais os outros detalhes que merecem exame
mais atento. Passamos aos detathes e decompomos gradualmente o problema, mas
ndo além do que se faz necessirio.

Como ¢ natural, o professor ndo pode esperar que todos os alunos procedam
judiciosamente a este respeito. Pelo contririo, mu.os estudantes tém o tolo e mau
hébito de principiar a mexer nos detalhes antes de terem compreendido ¢ problema
como um todo.

2. Consideremos problemas mateméaticos, “problemas de determinagdo”.

Uma vez compreendido todo o problema, o seu objetivo, o seu ponto principal,
desejamos entrar nos detalhes. Por onde comegar? Quase sempre, é razodvel principiar
pela consideragdo das partes principais, que s3o a incdgnita, os dados e a condicio-
nante. Em guase todos os casos, & aconsethavel comegar o exame detalhado do pro-
blema pelas indagagies: Qual & a incdgnita? Quais so os dados? Qual é a condicio-
nante?
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Se desejarmos examinar outros detalhes, que deveremos fazer? Muitas vezes, é
aconselhdvel examinar os dados um a um, separar as diversas partes da condicionan-
te e examind-las uma a uma.

Se 0 nosso problema é mais dificil, & possivel que tenhamos de decompd-lo
ainda mais e de examinar detathes ainda mais remotos. Desse modo, pode ser necessé-
rio Voltar & definicdo de um certo termo, introduzir novos elementos constantes da
definicdo e examinar os elementos assim introduzidos.

3. Uma vez decomposto o problema, podemos tentar recombinar os seus ele-

» mentos de maneira nova, Em particular, podemos tentar essa recombinagio de modo

a obtermos um problema novo e mais acessivel, que possamos utilizar come um
problema auxiliar.

As possibilidades de recombinagdo sdio, naturalmente, ilimitadas. Os problemas
dificeis exigem combinagdes ocultas, excepcionais, originais, e o engenho do solucio-
nador revela-se na originalidade da combinacio. H4, porém, certos tipos de combina-
cbes uteis e relativamente simples, suficientes para os problemas menos complexos,
que devemos conhecer bem e ensaiar primeiro, mesmo que depois sejamos obrigados
a recorrer a meios menos 6bvios.

Ha uma classificacdo formal na qual as combinagGes mais comuns e mais teis
ficam claramente colocadas. No preparo de um novo problema, a partir do problema
proposta, podemos

{1} manter a incognita e mudar o restante {os dados e a condicionante); ou
(2} manter os dados e mudar o restante [a incbgnita e a condicionante); ou
{3) manter a incdgnita e os dados.

Passamos a examinar estes casos.

Os casos {1) e (2) se superpSem. De fato, é possivel manter a incognita e os da-
dos e transformar o problema apenas peia mudanca da condicionante. Por exempla,

0s dois problemas seguintes, embora claramente equivalentes, nfo sdo exatamente o
mesmao:

Tracar um tridngulo equiltero, sendo dado um lado,
Tragar um tridngulo equidngulo, sendo dado um lado.

A diferenga dos dois enunciados, que é insignificante neste exemplo, pode ser
muito significativa em outros casos. Tais casos sdo mesmo importantes sob certos
aspectos, mas a sua discussdo aqui tomaria muito espago. Comparar com a (ltima
observacdo de PROBLEMA AUXILIAR, 7.

4. Manter a incdgnita e mudar os dados e a condicionante, para transformar o
problema proposto, & muitas vezes (til. A sugestdo CONSIDERE A INCOGNITA visa a
problemas que tém a mesma incbgnita. Tentamos relembrar um outre problema, ja
antes resolvido, do mesmo tipo: £ procure pensar num problema conhecido que te-
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nha a mesma incégnita ou outra semelhante, Se nfo conseguimos relembrar um tal
problema, procuremos invents-lo: £ possivel imaginar outros dados apropriados
para determinar a incégnita?

Um problema novo que seja mais intimamente relacionado com o problema
proposto terd uma melhor possibilidade de ser Gtil. Portanto, mantendo a incognita,
procuramos manter também alguns dados e alguma parte da condicionante, mudando
o minimo possivel, apenas um ou dois dados & uma parte da condicionante. Um bom
método & aquele em que omitimos alguma coisa sem nada acrescentarmos: mantemos
a incagnita, mantemos somente uma parte da condicionente, deixamos a outra de
lado, mas ndo introduzimes nenhuma cléusula, nenhum dado. Exemplos e coments-
rios sobre este caso sio encontados nos itens 7 e 8.

8. Mantendo os dados, podemos tentar introduzir uma nova incégnita, mais
util e mais acessivel. Esta precisa ser obtida dos dados e tsmos em mente uma tal in-
cognita quando indagamos: E POSSIVEL OBTER ALGO DE UTIL DOS DADOS?

Observemos que duas coisas sdo aqui desejéveis. Primeiro, a nova incégnita
deve ser mais acessivel, isto &, mais fécil de obter, a partir dos dados, do que a in-
cbgnita original. Segundo, a nova incognita deve ser (itil, isto &, deve ser, quando en-
contrada, capaz de prestar algum servigo efetivo na procura da incognita original. Em
surna, a nova incognita deve ser uma espécie de intermedidrio. Uma pedra no meio
de um riacho estd mais préxima de mim do que a outra margem, a qual desejo che-
gar e, quando chegar 4 pedra, ela me terd auxiliado a alcangar a margem oposta.

A nova incognita deve ser acessivel e (til, as duas coisas, mas muitas vezes te-
mos de nos contentar com menos. Se nada melhor aparecer, ndo serd desarrazoado
deduzir alguma coisa que tenha a possibilidade de ser Otil, e seria também razodvel
tentar uma nova incognita intimamente relacionada com a original, mesmo gque
no inicio esta ndo parega especialmente acessivel.

Por exemplo, se o nosso problema for o célculo da diagonal de um paralele-
pipedo {como na se¢do 8), podemos introduzir a diagonal de uma das faces como
nova incognita. Podemos fazé-lo ou porque sabemos que se tivermos a diagonal de
uma face poderemos assim obter a diagonal do solido {como na secdo 10}, ou porque
percebemos que aquela é ficil de calcular e suspeitamos que ela poderd ser Gtil no
clculo da diagonal do sélido. {Comparar com UTILIZOU TODOS 0S DADOS?, 1)

Se o nosso problema for o tracade de um circulo, temos de determinar duas coi-
sas: o centro e o raio; podemos dizer que o problema tem duas partes. Em certos ca-
s0s, uma parte é mais acessivel do que a outra e, portanto, em qualguer caso, pode-
mos razoaveimente considerar por um momento esta possibilidade: E possivel resol-
ver uma parte do problema? Com esta indagagdo, ponderamos as chances: compen-
sard concentrarmo-nos & no centro, ou 56 no raio, e escolher um ou outro comao &
nova incégnita? IndagacSes deste tipo sdo freqlientemente muito Gteis em problemas
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mais complexos ou mais avancados. A idéia muitas vezes consiste em tomar alguma
parte mais acessfvel e essencial do problema.

6. Trocande tanto a incdgnita gquanto os dados, desviamo-nos mais do nosso
rumo original do que nos casos anteriores. E natural que ndo gostemos disto, pois
sentimos o risco de perder completamente o problema original. No entanto, podemos
ser compelidos a tal, se mudancas menos radicais ndo houverem resultade em algo
mais acessivel e Util. Podemos ficar tentados a tanto nos afastar do nosso problema
original, ¢caso o novo problema tenha boas possibilidades de sucesso. £ possivel mudar
a /ncégnita, ou 0s dados, ou todos eles, se necessério, de modo 2 que a nova incogni-
ta e os novos dados fiquem mais préximos entre si?

Uma maneira interessante de mudar tanto a incdgnita como os dados & permu-
tar a incognita por um dos dados. {Ver E POSSIVEL UTILIZAR O RESULTADO? 3).

7. Exempio. Tragar um tridngulo, sendo dados um lado a; a altura b per-
pendicular a 4 e o dngulo @ oposto a a.

Qusl é & incdgnita? Um tridngulo,

Quajs 580 o5 dados? Duas linhas, 2 e h, e o dngulo a

Ora, se conhecemos alguma coisa de problemas de tragado geométrico, pode-
mos reduzir este problema & determinagio de um ponto. Tragamos a linha B8C,
igual ao lado 2, apds o que, tudo que temos & fazer & encontrar o vértice do tridn-
gulo, A, oposto a a ({ver figura 9). Temos agora, de fato, um novo probliema.

A
/‘\
I’ \
AN
d N\
e N,
/ \
’
’ h hY
’ \
t’ AY
r b
/ AN
4
Pl kY
B a C
Figura 9

Qual € a incdgnita? O ponto A.

Quais sd0 os dados? A linha A, um dngulo o e dois pontos B8 e C, dadosem
posicdo.

Qual é a condicionante? A distincia perpendicular do ponto A 3 linha BC
deveser i ¢ <BAC = a

Transformamos assim o nosso problema original, mudande tanto a inchgnita
quanto os dados. A nova incdgnita € um ponto, 2 original era um trigngulo. Alguns
dos dados s@o os mesmos em ambos os problemas, a linha / e o dngulo o Mas
no problema original foi dada uma linha # e agora temos, em seu lugar, dois pontos,
AeB

O novo problema ndo é diffcil. A sugestdc que segue nos aproxima da sua
selugdo.

Separe as diversas partes da condicionante. A condicionante tem duas partes,
uma relativa ao dade A e outra ao dado a O ponto gue constitui a incdgnita deve

{I} estar a uma distincia & dalinha BC: e

{1} ser o vértice de um éingulo do valor dade &, cujos lados passam pelos
pentos dados, 8 e C. '

Se mantivermos apenas uma parte da incdgnita e deixarmos a outra de fado,
a incognita ndo ficarad perfeitamente determinada, pois hd muitos pontos que satis-
fazem a parte {l) da condicionante, isto &, todos os pontos de uma paralela 3 linha
BC e desta situada 2 distincia A" Essa paralela & o lugar geométrico dos pontos que
satisfazem a parte (I} da condicionante, O lugar geométrico dos pontas que satisfa-
zem a parte (H) & um certo arco circular cujas extremidades sdo 8 e C. Podemos
descrever ambos os lugares geométricos e a sua intersecdo é o ponto que desejamos
determinar,

O procedimento que acabamos de aplicar apresenta um certo interesse. Na re-
solugdo de problemas geométricos, muitas vezes ele é, com sucesso, tomado por mo-
delo: reduzir o problema & determinacio de um ponto e determiné-lo pela interse-
¢do de dois lugares geométricos.

Ha, porém, um certo passo deste procedimento gque apresenta um interesse
ainda mais geral, Ma resolucdo de "problemas de determinacdo”, seja qual for o tipo,
podemos seguir esta sugestdo: Manter apenas uma parte da condicionante e deixar
a outra de lado. Com isso, enfraguecemos a condicionante do problema proposto,
pois a incognita fica menos restrita. Até gue ponto fica assim a incdgnita determina-
da, como pode ela variar? Com esta indagagdo, estabelecemos, de fato, um nova pro-
blema. Se a incégnita for um ponto do piano (como o era em nosso exemplo), a
soluciio deste novo problema consistird na determinagdo de um lugar geométrico
descrito pelo ponto. Se a incdgnita for um objeto matemético de algum outro tipo
{era um quadrado na segiio 18}, teremos de descrever apropriadamente e de caracte-
rizar precisamente um certo conjunto de objetos. Mesmo se a incognita ndo for um

1

*Considerase a linha BC como a bissatriz do plano. Escolhemos um dos semiplanos para
nele determinar A a assim podemos considerar apenas uma paslela a3 BC, pois, do contrivio,
torfamos de considerar duas dessas paralelas.
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objeto matemdtico {como no exemplo seguinte, do item B}, poderd ser conveniente
considerar, caracterizar, descrever ou relacionar aqueles objetos que satisfizerem uma
certa parte da condicionante imposta 3 incognita pelo problema proposto.

8. Exemplo. Num jogo de palavras cruzadas, que contém trocadilhos e anagra-
mas, encontramaos a seguinte chave:

“’Para frente e para trds, é uma peca de méquina (5 letras).”
Quel é a incdgnita? Uma palavra.

Qual é a condicionante? A palavra tem cinco letras e tem algo a ver com al-
guma pega de uma mdquina qualquer. Ela deve ser, naturalmente, uma palavra do
idioma e, esperamos, ndo muito rara.

A condicionante & suficiente para determinar a incégnita? Ndo. Ou, melhor, a
condicionante pode ser suficiente, mas aquela sua parte que, para nbs, esté agora cla-
ra é certamente insuficiente. H4 palavras demais que a possam satisfazer, tais como
“biela”, “freio’ e tantas outras.

A condicicnante estd expressa com ambiglidade — de propésito, é claro. Se
nada nos ocorrer que possa ser razoavelmente descrito como uma pega de méquina
que se desloque “para frente” e, também, “'para trds”’, podemos suspeitar que isto se
refira & leitura da palavra.

Separe as diversas partes da condicionante. A condicionante contém duas par-
tes, uma relativa ao significado da palavra, outra a sua grafia. A palavra procurada de-
ve ser

() uma palavra curta que signifique alguma peca de urna maguina;
{11} uma palavra de cinco letras que, lida de trés para diante, signifique também
uma peca de maquina.

Se mantivermaos apenas uma parte da condicionante, deixando a outra de fado,
a incognita ndo ficard perfeitamente determinada. H4 muitas palavras que satisfazem
a parte (I} da condicionante e, assim, temos uma espécie de lugar geométrico. Pode-
mos descrever esse lugar geométrico (1}, “segui-lo’” até a sua “intersegdo” com o lugar
geométrico {l1). O procedimento natural consiste em concentrar na parte (I) da con-
dicionante, relembrar palavras que tenham o necessério significado e examinar se
elas tém ou ndo o nimero de letras exigido. E possivel que tenhamos de relembrar
muitas palavras até chegarmos a certa: biela, freio, bomba, polia, motor.

E claro, “rotor"!

9. No item 3, classificamos as possibilidades de encontrar um novo “proble-
ma de determinacio’ pela recombinagio de certos elementos de um outro “’problema
de determinacdo”, proposto. Se introduzirmos ndo apenas um problema, mas dois ou
mais, haverd mais possibilidades que teremos de mencionar, mas ndo tentaremos
classificar,

Qutras possibilidades podem ainda surgir. Em particular, a resclugio de um
“problema de determinagfo’” pode depender da resolugdo de um “problema de de-
monstragdo’’. Apenas mencicnamos esta importante possibilidade, pois considera-
¢Oes de espaco nos impedem de discuti-la aqui.

10. Apenas algumas poucas e breves observagies podem ser acrescentadas a
propbsito de "‘problemas de demonstragio”. Elas sfo andlogas aos comentirios, mais
extensos, relativos a '"problemas de determinagdo” {itens 2 a 9).

Uma vez compreendide o problema como um todo, devemos, de maneira ge-
ral, examinar as suas partes principais, que sdc a hipdtese e a concluséo do teorema
que temos de demonstrar ou de refutar. Precisamos compreender perfeitamente tais
partes. Qual 6 a hipdtese? Qual é a conclusde? Se houver necessidade de descer a pon
tos mais especificos, poderemos separar as diversas partes da hipdtese e examiné-las
uma a uma. Podemos entdo passar a outros detalhes, decompondo mais & mais o
problema.

Depois de decomposto o problema, podemos tentar recombinar os seus ele-
mentos de maneira nova. Em particular, podemos ensaiar a recombinacio dos ele-
mentos em um outro teorema. A este respeito, trés sio as possibilidades:

{1} Manter a conclusio € mudar a hip&tese, Tentamos primeiro relembrar um
tal teorema: Considere a conclusio. E procure pensar num teorema conhecido que
tenha a mesma conclusdo ou outra semefhante. Se ndo conseguirmos relembrar tal
teorema, procuremos inventar um: £ possivel imaginar uma outra hipbtese da qual se
possa facilmente deduzir a conclusdo? Podemos mudar a hipotese pela omissfo de al-
guma coisa, sem nada lhe acrescentar: Mantenha apenas uma parte da hipitese e
deixe a outra de lado. A conclusdo continua vélida?

(2) Manter a hipétese e mudar a conclusio: £ possivel obter algo de util da
hipbtese?

{3) Manter tanto a hipdtese quanto a candicionante. Podemos estar mais in-
clinados a mudar ambas se ndo tivermos sucesso com a mudanca de uma sé delas.
E possivel mudar & hipétese, ou a conclusio, ou ambas, se necessdrio, de modo a que
a nova hipdtese e a nova conclusdo fiquem mais proximas uma da outra?

N§o tentamos aqui classificar as diversas possibilidades que surgem quando, pa-
ra resolver um “problema de demonstragiio” proposte, introduzimos dois ou mais
“problemas de demonstracdo’ ou quando o relacionamos com um “problema de de-
terminagio’ apropriado.

Definigbes de termos s3o descrigGes de seus significados por meio de outros
termos que se supde sejam bem conhecidos.

1. Os termos técnicos da Matemdtica sfo de duas categorias. Uns sdo aceitos
como termos primitivos e nio se definem, Qutros, consideram-se termos derivados e
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sac definidos normalmente, isto &, seus significados sdo formulados em termos primi-
tivos e e outros termos derivados, previamente definidos. Assim, ndo se dio defini-
¢Oes formais de nogles primitivas, tais como ponto, reta e plano,” No entanto,
damos definigdes formais de nocBes tais como “bissetriz de um angulo”, “circulo™ e
"parébola”, '

. A 'definic'a'o do daltimo termo mencionado pode ser feita da maneira seguinte.
Chamamos pardbola o lugar geométrico dos pontos eqliidistantes de um ponto fixo
e de uma reta fixa. O ponto fixo é chamado o foco da pardbola e a reta fixa, a sua
diretriz. Fica entendido que todos os elementos considerados encontram-se num pla-
no fixo e que o ponto fixo (o foco) ndo estd sobre a reta fixa {a diretriz).

Ndo se presume que o leitor conhega os significados dos termos definidos:
parabola, foco da pardbola, diretriz da pardbola. Mas admite-se que ele saiba o signi-
ficade de todos os outros termos, tais como ponto, reta, plano, distdncia entre dois
pontos, lugar geométrico etc.

2. As definigdes dos diciondrios ndo diferem muito das definices matema-
ticas na sua forma aparente, mas elas sdo redigidas com um outro espirito.

O autor de um diciondrio interessa-se pelo significado corrente das palavras.
Ele aceita, evidenternente, esse sentido corrente e o enuncia, com toda a clareza que
Ihe for possivel, sob a forma de uma defini¢do.

O matemaético ndo se preocupa com o sentido corrente dos seus termos téchi-
cos, pelo mencs ele ndo estd principalmente interessado nisso. O que “circulo”,
“pardbola” ou outros termos técnicos dessa espécie possam ou ndo significar na lin-

guagem corrente, pouco lhe importa. A definigio matematica cria o significado
matematico.

3. Exemplo. Determinar o ponto de intersecSo de uma reta dada com uma
parabola da qual séo dados o foco e a diretriz.

A nossa abordagem de qualquer problema depende, necessariamente, do es-
tégio do nosso conhecimento. A nossa abordagem do presente problema dependera,
principalmente, da nossa maior ou menor familiaridade com as propriedades da
parébola. Se muito soubermos acerca da pardbola, tentaremos usar nosse conheci-
mento e dele extrair alguma coisa de util: Conhece um problema que possa ser atil?
Conhece um probiema correlato? Se soubermos pouco sobre pardbela, foco e dire-
triz, estes termos serdo até embaragosos e, naturalmente, desejaremos nos livrar deles.
Mas, como conseguir isto? Acompanhemnos o diglogo entre um professor e um de
seus alunos, que discutem o problema proposto. Eles j& escolheram ura notagdo

*A esto respeito, as idbias mudaram desds os tempos da Euclides e ssus disc [pulos gregos,
que definiram.p ponto, s reta e o plano, Mas as suas “definicSes” mal podism ser consideradas
definicBes formais, pois eram mais uma espécie de axplicacBes. Naturalments, explicagdes slio
admissiveis, 8 mesmo dassléveis, no ensino.

adequada: P para o ponto de intersecdo a determinar, F para o foco, d paraa
diretriz e ¢ para a reta de intersecdo da pardbola,

— E qual & a incégnita?

— O ponto P.

— Quais séo os dados?

— Asretas ¢ e d eoponto F.

— Qual é a condicionante?

— P é um ponto de interse¢do da reta ¢ com a pardbola cuja diretrizé o e
cujo foco é F.

— Certo. Sei que teve poucas oportunidades de estudar a pardbola, mas penso
que é capaz de dizer o que uma parjbola,

— A pardbola é o lugar geométrico dos pontos eqlidistantes do foco e da
diretriz.

— Certo. Lembra-se bem da definicdo, mas & preciso utilizé-la: volte ds defini-
¢des. Pela definicdo de pardbola, o que me pode dizer a respeito do ponto P

— P estd sobre a pardbola, Portanto, P é eqillidistante de o e F.

~ Muito bem. Trace uma figura.

Figura 10

O aluno acrescenta a figura 10 as linhas PF e PQ, sendo esta Gltima a perpen-
dicular baixada de P sobre d.

— Agora, & possivel reformular o prablema?

— E possivel reformular a condicionante do problema, usando as linhas que
acabou de acrescentar?
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— F eum pontO Qa rexta < 1aique rr = ru.

Certo. Mas, por favor, expligue isso em palavras: o que é PQ?

E a distancia perpendicular de P a 4.

-- Certo, Pode agora reformular o problema? Mas, por favor, enuncie-o com
clareza, numa frase simples,

‘— Determinar o ponto P daretadada ¢ eqiidistante do ponto dado F eda
reta dada o

— QObserve o progresso que fez desde 0 enunciado original até a sua reformula-
¢do, Aquele estava tdo cheio de estranhos termos técnicos, pardbola, foco, diretriz,
que até soava um pouco pomposo e empolado. E agora nada resta de tais termos: o
problema ficou enxuto. Parabens!

4, A eliminagdo de termos técnicos foi o resultado do trabalho de exemplo
acima. Partimos dum enunciado do problema que continha certos termos técnicos
(parabola, foco, diretriz) e chegamos finalmente a uma reformulagdo isenta de tais
termos.

Para eliminar um termo técnico, precisamos conhecer a sua definicdo: mas
ndo basta conhecé-la, é preciso utilizé-la. No exemplo precedente, ndo bastou lembrar
da definigdo de parabola, O passo decisivo consistiu em acrescentar a figura as linhas
PF e PQ, cujs igualdade era assegurada pela definicdo de pardbola. Este é um
procedimento tipico. Introduzimos, na concepgdo do problema, elementos apro-
priados, Com base na definicdo, estabelecemos relagfes entre os elementos intro-
duzidos. Se estas relaghes expressarem completamente o significado, teremos
utilizado a definicdo e, assim, eliminado o termo técnico.

O procedimento que acaba de ser descrito pode ser chamado a volta ds defini-

coes.

Pela volta a definigdo de um termo técnico, libertamo-nos do termo mas intro-
duzimos, em seu lugar, novos elementos e novas relagBes. A decorrente modificagdo
de nossa concepcdo do problema pode ser importante. De qualquer maneira, algu-
ma reformulaco, alguma VARIACAD DO PROBLEMA, deverd disso resultar,

6. Definicdes e teoremas conhecidos. Se conhecermos o nome “parébola”™
e tivermos uma vaga idéia da forma da curva, porém se nada mais sobre ela sabemos,
0 hosso conhecimento serd evidentemente insuficiente para resolver o problema pro-
posto como exemplo ou qualguer outro problema sério relativo 3 pardbola. Que tipo
de conhecimento necessitamos para tal fim?

Podemos considerar que a ciéncia da Geometria consiste em axiomas, defi-
nicbes e teoremas. A pardbola nfo £ mencionada em teoremas que tratam apenas de
termos primitivos, tais como ponto, reta e outros. Qualguer argumentacdo geornétri-
ca relativa 4 paribola ou 3 resolugdo de qualquer problema a ela referente deve utili-
zar & sua definigdo, ou teoremas a ela pertinentes, Para resolver um tal problema, &
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preciso conhecer pelo menos a definigdo, mas ¢ melhor conhecer também alguns
teoremas.

O que dissemos da pardbola aplica-se, naturalmente, a qualquer outra nogio de-
rivada, Quando iniciamos a resolucdo de um problema que envolve uma tal nogio,
ndo podemos ainda saber o que sera preferfvel utilizar: a definigdo da no¢do ou algum
teorema a ela referente. Mas o certo & que teremos de utilizar uma ou outro.

Hé casos, porém, em que ndo temos escolha. Se conhecermos apenas a noglo,
e nada mais, seremos entdo obrigados a utilizar a definicdo. Se pouco mais soubermos
além da definicdo, a nossa melhor ¢chance serd voltar 3 definigdo. Se, porém, conhe-
cermos muitos teoremas relativos aquela nocdo e tivermos muita experiéncia na sua
aplicacdp, haveréd muitas probabilidades de encontrarmos um tearema apropriado ao
caso.

6. Definigdes diversas. A esfera é geralmente definida comao o lugar geométri-
co dos pontos eqlidistantes de um ponto dado. (Os pontos estdo agora ho espago,
ndoc mais restritos & um plano). Ndo obstante, a esfera pode também ser definida
como a superficie gerada por um circulo que gira em torno de seu didmetro. Conhe-
cem-se ainda outras definigdes da esfera e muitas mais so ainda possiveis.

Quando tivermos de resolver um problema que envolva alguma nocdo derivada,
como “‘esfera™ ou *parébola’, e desejarmos voltar 3 sua defini¢do, poderemos esco-
Iher uma entre vérias definigdes. Muito ira depender, ern tal caso, da escolha adequa-
da ao caso.

O célculo da area da superficie da esfera constitufa, 4 época em que Arguime-
des o resolveu, um grande e dificil problema. Ele tinha, & sua escolha, as definigdes de
esfera que acabamos de mencionar. Preferiu, entao, conceber a esfera como a super-
ticie gerada por um circulo gque gira em torno de um didmetro fixo. Inscreveu no ¢lr-
culo um poligono, com um namero par de dados, do qual o didmetro fixo liga vérti-
ces opostos. O poligono regular aproxima-se do circulo e, girando com este, gera uma
superficie convexa composta de dois cones com vértices nas extremidades do didme-
tro fixo e de diversos troncos de cones intermediérios. Esta superficie composta apro-
xima-se da esfera e foi utilizada por Arquimedes para calcular a 4rea da superficie
desta. Se concebermos a esfera como o lugar geométrico dos pontos equidistantes do
centro, ndo havera nenhuma sugestdo semelhante de simples aproximacao da sua su-
perficie,

7. Voltar as definicOes é importante na invengéo de um argumento, mas tam-
bém o é na sua verificagdo.

Alguém pretende apresentar uma nova resolucda para o problema de Arquime-
des — o cdleulo da superficie da esfera. Se essa pessoa apenas tiver uma vaga idéia
sobre a esfera, a sua resolugdo nio po:lieré ter quatquer valor. E possivel que tenha
uma clara concepcio da esfera, mas se deixar de utilizd-la em seu argumento, ndo
poderemos saber se ela tem realmente qualquer idéia sobre este sélido e, portanto,
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de nada valerd o argumento. Por consegquinte, a0 escutar o sey argumento, ficamos a
aguardar o momento em que ela dird algo substancial sobre a defini¢io de esfera ou
um teorema relativo. Se tal momento nunca chegar, a resoluco nfo prestara.

"Da mesma maneira, devemos verificar, ndo s6 os argurmentos dos outros, mas
também, naturalmente, os nossos proprios argumentos. Levow em consideracio todas
as mogoes essencials que interessam ao probiema? Como utilizou a nog¢io? Utilizou o
seu significado, a sua definigo? Utilizou fatos essenciais, teoremas conhecidos
relevantes?

A importincia da volta as definigdes para verificar um argumento foi Areak;ada
por Pascal, que formulou a regra: “Substituer mentalement les définitions é la place
des définis”, cujo sentido € “substituir mentaimente os termos definidos pelos fatos
definidores”. Que a volta 4s definigGes € também importante para inventar um argu-
mento foi destacado por Hadamard.

8. A volta s definicSes constitui uma importante operagio mental. Se dese-
jamos compreender a importincia das palavras, precisamos primeiro sentir que as pa-
lavras sdo importantes, Dificilmente podemos raciocinar sem o aux(lio de palavras,
ou de signos, ou de simbolos de qualquer espécie. Assim, palavras e signos tém pader.
Os povos primitivos acreditavam que as palavras e os signos tinham poder mégico; po-
demos compreender essa crenca, mas dela ndo devemos compartilhar. Precisamos sa-
ber que o poder de uma palavra ndo reside no seu som, no vocis flatus, nas vibragdes
do ar produzidas pelas cordas vocais do locutor, e sim nas idéias que a palavra nos
traz & mente e, por fim, nos fatos em que se baseiam essas idéias.

Portanto, é bom procurar o sentido e os fatos que ficam por detrés das palavras.
Ao voltar 3s definiges, o matemdtico procura assenhorear-se das reais relagOes de ele-
mentos matematicos gue estdo por detrds dos termos téenicos, assim comao o fisico pro-
cura confirmagGes experimentais para seus termos técnicos e o homem comum, com
algum bom senso, procura chegar aos fatos reais e ndo ser iludido por meras palavras.

Demonstragio por absurdo e demonstragio indireta. S3o procedimentos dife-
rentes, porém correlatos.

A demonstracdo por absurdo mostra a falsidade de uma suposi¢io derivando
dela um absurdo flagrante. € um procedimento matemético, mas se assemelha 2 iro-
nia, que & o procedimento predileto do satirista. A ironia adota, com todas as aparén-
cias, uma determinada opinifio, gue é exagerada e repetida até conduzir a um mani-
festo absurdo.

A demonstracfo indireta estabelece a verdade de uma afirmativa por revelar
a falsidade da suposi¢io oposta. Deste modo, ela apresenta certa semeihanga com a
ast(icia do politico que procura firmar os méritos de um candidato pela demoligio da
reputacdo do seu oponente,
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Tantc a demonstragic por absurdo quanto a demonstragio indireta s8o efica
zes instrumentos da descoberta, que se apresentam naturalmente a todo espirito aten-
to. Nio obstante, alguns fildsofos e muitos principiantes tdm por elas uma certa
aversiio, o que se compreende: nem todos apreciam pessoas sarcisticas ou politicos
astuciosos. Em primeiro lugar, demonstraremos, por meio de exemplos, a eficicia
de ambos os procedimentos e, em seguida, discutiremos as objecSes que contra
eles se apresentam.

1. Demonstragio por absurdp. Escrever nimeros usando cada um dos dez
algarismos uma sé vez, de tal modo que a soma desses nimeros seja exatamente 100.

Podemos aprender alguma coisa na tentativa de resolver este enigma, cujo enun-
ciado exige algum esclarecimento.

Qual ¢ a incégnita? Um conjunto de nimeros, e por nimero queremos aqui di-
zer, naturalmente, inteiros.

O que & dade? O ndmero 100,

Qual é & condicionante? A condicionante tem duas partes. Primeira, ao escre-
vermos o desejado conjunto de nimeros, devemos usar cada um dos dez algarismos
0,1,2 3 4,5, 6,7, 8e9 apenas uma vez. Segunda, a soma de todos 05 nimeros do
conjunto deve ser 100,

Mantenha apenas uma parte da condicionante, deixe a outra de lado. A pri-
meira parte, sozinha, é facil de satisfazer. Tome-se o conjunto 19, 28, 37, 46, 80: ca-
da algarismo ocorre s6 uma vez. Mas, é evidente, a segunda parte da condicionante
ndo fica satisfeita: 2 soma desses nimeros & 180 e ndo 100. Poderfamos, porém, fa-
zer melhor. “Continue a tentar’”. Sim

19+28+30+7+8+5+ 4 =99

A primeira parte da condicionante ¢ satisfeita e a segunda quase o é: chegamos a 99
em lugar de 100. Naturaimente, poderemos facilmente satisfazer a segunda parte se
abandonarmos a primeira:

154+28+31+7+6+5+4 = 100,

A primeira parte nao é satisfeita: o algarismo ¥ ocorre duas vezese o 0 nenhuma.
“Continue a tentar.”

Apbds mais zlgumas tentativas ihfrutiferas, somos, porém, levados a suspeitar de
que ndo é possivel obtermos 100 da maneira pedida. A um certo momento, surge ©
problema: demonstrar que & impossivel satisfazer simultaneamente ambas as partes
da condicionante.

Até mesmo excelentes estudantes podem achar que este problema esté acima
das suas possibilidades. No entanto, a resposta & bastante facil, se adotarmos a atitude
correta. Temos de examinar a situacéo hipotdtica em que ambas as partes da condi-
cionante sio satisfeitas.



Suspeitamoes que esta situagdo realmente ndo pode ocorrer e a suspeita, baseada
na experiéncia das nossas infrutiferas tentativas, tem algum fundamento. Nio obs-
tante, livremo-nos de preconceitos e enfrentemos a situagdo em que, hipoteticamente,
supostamente, presumidamente, ambas as partes da condicionante sio satisfeitas.
Imaginemos um conjunto de nimeros cuja soma & 100. Esses nomeros serfio de um
ou dois algarismos. H4 dez algarismaos, e eles devem todos ser diferentes, pois cada um
deles, 0, 1, 2.............. 9 deve ccorrer apenas uma vez. Assim, a soma de todos
estes algarismos deve ser

D+1+2+3+4+b6+6+7+8+9 =45

Alguns destes algarismos denotam unidades e outros, dezenas. E preciso um pouco de
sagacidade para acertar com a idéia de que a soma dos algarismos que denatam deze-
ras pode ter alguma importancia. De fato, seja t essa soma. Entdo, a soma de todos
os ndmeros do conjunto deve ser

10t + (45 — ) = 100.

Temos aqui uma equagdo do primeiro grau em ¢, que nos fornece

=
9

Ora, h4 nisto alguma coisa definitivamente errada. O valor que encontramos para f
& fracionério, quando ¢, evidentemente, deve ser inteiro. A partir da suposigdo de
que ambas as partes da condicionante imposta podem ser simultaneamente satisfei-
tas, fomos levados a2 um flagrante absurdo. Como explicar isto? A nossa suposi¢io
original deve estar errada: é impossivel satisfazer, ao mesmo tempo, as duas partes
da condicionante. E assim chegamos ao nosso objetivo: conseguimos demonstrar que
as duas partes da condicionante imposta sdo incompativeis.

O nosso raciocinio foi uma tipica demonstragdo por absurdo,

2. Observacdes. Reexaminemos o raciocinio para compreender a sua orien-
tacdo geral.

Desejamos demonstrar que & impossivel satisfazer uma certa condicionante,
isto 6, que a situagdio na qual todas as partes da condicionante sio simultaneamente
satisfeitas nfo pode jamais surgir. Mas, se nada ainda houvermos demonstrado, tere-
mos de encarar a possibilidade de que a situagdo possa surgir. Somente encarando
frontalmente a situagdo hipotética e examinando-a cuidadosamente poderemos ter
a esperan¢a de perceber nela um ponto definitivamente errado. E precisamos pdr a
méo num ponto definitivamente errado, se desejarmos demonstrar conclusivamente
que a situagdo é impossivel. Dai podemos ver que o procedimento que serviu ao nos-
50 exemplo é razodvel em geral: temos de examinar a situacio hipotética na gual to-

das as partes da condicionante sdo satisfeitas, embora tal situagio pareca extrema-
mente improvdvel,

O leitor mais experimentado pode notar aqui um outro ponto. O principal
passo do nosso procedimento consistiu no estabelecimento da equagio em t. Ora,
poderiamos ter chegado 4 mesma equagdo sem suspeitar que houvesse algo de errado
com a condicionante. Se desejamos estabelecer uma equacdo, temos de expressar, em
linguagem matemaética, que todas as partes da condicionante sdo satisfeitas, muito
embaora ndo saibamos, ainda, se d realmente possivel satisfazer simuitaneamente todas
essas partes.

0O nosso procedimento é seguido com "'isencdo’’: podemos ter a esperanca de
encontrar a incognita que satisfaga a condicionante, ou a de demonstrar que esta ndo
pode ser satisfeita. Sob um aspecto, isto pouco importa: a investigacdo, se for bem
conduzida, comega da mesma maneira em ambos os casos, pelo exame da situagdo
hipotética na qual a condicionante & satisfeita, & somente mais tarde revela qual das
nossas esperancas € a que se justifica.

Compare com FIGURAS, 2, Compare também com PAPPUS: uma andlise que
termina por refutar o teorema proposto, ou por mostrar que o proposto “problema
de determinacio’” ndo tem solugdo, é na verdade uma demonstra¢do por absurdo.

3. Demonstragdo indireta, Os nimeros primas ou, simplesmente, primos sio
os numeros 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, .... que ndo podem ser decom-
postos em fatores menores, embora sejam maiores do que 1. {A (ltima clausula exclui
o namero 1 que, evidentermente, ndo pode ser decomposto em fatores menores, mas
que apresenta uma natureza diferente e ndo pode ser considerado primo). Os primos
sdo 0s "elementos Ultimos’ em gque todos os inteiros (maiores do que 1} podem ser
decompostos. Por exemplo,

630 =2-3-3+-5-7

decompde-se num produto de cinco primos.

A série dos nimeros é infinita ou termina em algum lugar? E natural que se sus-
peite que a série dos primos ndo tenha fim. Se ela terminasse em algum lugar, todos
inteiros poderiam ser decompostos num ndmero finito de elementos Gltimos e o
mundo pareceria “pobre demais”, numa forga de expressio. surge assim o problema
de demonstrar a existéncia de uma infinidade de nimeros primos.

O problema é muito diferente daqueles que se encontram normalmente na Ma:
temadtica elementar e parece, 4 primeira vista, inacessivel, No entanto, como disse-

mos, é extremamente improvével que haja um Gltimo primo, digamos P. Por que.
[

isto é tdo improvavel?

Enfrentemos a impossivel situaco em que, hipoteticamente, supostamente,
exista um dltimo primo P.  Neste caso, poderiamos escrever a série completa dos
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primas 2, 3, 5, 7, 11 ......2. Por que isto é tdo improvével? O que hé de errado nis-
to? E possivel identificar nisto algo definitivamente errado? E claro que sim. Pode-
MOos COMmpor ¢ niimera

Q=(2-3-5-7-11..+1.

Este nimero Q ¢ maior do que P e, portanto, supostamente, Q ndo pode ser pri-
mo. Em conseqiéncia, Q deve ser divisivel por um primo. Ora, os primos de que dis-
pomos sdo, supostamente, os nGmeros 2, 3, 5 ......... P, porém @, dividido por
qualquer um destes nOmeros deixa por resto 1. Portanto, Q nao é divisivel por ne-
nhum dos primos mencionados, que sio, hipoteticamente, todos os primos. Ora, hé
alguma coisa definitivamente errada: Q deve ser ou um nimero primo, ou divisivel
por algum primo, Partindo da suposicac de haver um aitimo primo, fomos levados
a um flagrante absurdo. Como explicar isto? A nossa suposi¢do original deve estar
errada, ndo pode haver um Gltimo primo. E assim conseguimos demonstrar que a
série dos niimeros primos ndo tem fim.

Esta é uma tipica demonstragdo indireta. (E também famosa e devida a Eucii-
des, encontrando-se na Proposicio 20, do Livro IX dos Efementos).

Demonstramos assim o nosso tecrema {que a série dos nimeros primos ndo tem
fim} pela refutacio do seu oposto (Que a série dos primos termina em algum ponto),
o qual foi refutado, por dele termos deduzido um manifesto absurdo, Combinamos,
assim, a demonstracdo indireta com a demonstracdo por absurdo. Esta combinacdo
é também muito tipica.

4, Objecbes. Qs procedimentos que estamos estudando tém encontrado
forte oposigdo. Contra eles foram levantadas muitas objecfes, que talvez possam ser
consideradas formas diferentes de uma mesma objecio fundamental. Discutimos
aqui uma forma “pritica’ de objecSes, que se situa ao nosso nivel,

Encontrar uma demonstracdo nfio muito ébvia constitui um grande sucesso
intelectual, mas para aprender essa demonstragdo, ou mesmo para compreendé-la
perfeitamente, é necessirio um certo esforgo mental. E bastante natural que deseje-
mos obter algum lucro de nosso esforgo e, para isso, é claro, aguilo que ficar retido
em nossa memoria deverd ser verdadeiro e correto, ndo falss ou absurdo.

Mas parece diffcil que, de uma demonstragio por absurdo, possa resultar al-
guma coisa de verdadeiro. O procedimento parte de uma suposigio falsa e dai deduz
conseqiiéncias que ¢ sdo igualmente — talvez ainda mais visivelmente — falsas, até
chegar & Gitima conseqiiéncia, esta flagrantemente falsa. Se ndo desejarmos guardar
falsidades na meméria, deveremos esquecer tudo, o mais depressa possivel, o que
ndc ¢, porém, vidvel, pois todos os pontos devem ser relembrados, com nitidez e
correcdo, no decorrer do estudo da demonstracio.

A objeclio & demonstragiio indireta pode ser agora formulada muito resumida-
mente. Ao acompanharmos uma tal demonstracio, somos obrigados a concentrar,

continuamente, a atencdo numa suposicdo falsa, que devemos esquecer, & ndo no
teorema verdadeiro, que devemos reter.

Se desejarmos avaliar corretamente os méritos destas objecdes, deveremos dis-
tinguir entre ddas utilidades da demonstracdo por absurdo, entre um instrumento da
pesquisa e um meio de exposi¢io, e estabelecer a mesma distingdo no que se refere
2 demonstragao indireta.

Deve-se confessar que a ‘‘demonstracio por absurdo’ ndo apresenta sé vanta-
gens, pois ela, especiaimente se for longa, pode tornar-se muito penosa para o leitor
ou ouvinte, Todas as deducBes que examinamos s30 corretas, mas todas as situagdes
gue temos de enfrentar sdo impossiveis. Mesmo a expressio verbal pode tornar-se en-
fadonha se insistir, como deve, em frisar que tudo estd baseado numa suposicdo ini-
cial, Assim, as palavras “hipoteticamente”, "supostamente”, “presumidamente” pre-
cisam ser repetidas incessantemente, ou entdo é necessério usar continuamente de
outro recurso. Desejamos rejeitar e esquecer a situagdo, por ser ela impossivel, mas
temos de reté-la e examind-la porque ¢ a base do passo seguinte. Esta discordia pode

tornar-se insuportivel a longo prazo.

Seria uma tolice repudiar a demonstragdo por absurdo como um instrumento
de descoberta. Ela pode apresentar-se naturalmente e trazer uma decisdo quando to-
dos os outros meios estiverem esgotados, como os exemplos anteriores podem
mostrar.

Precisamos de alguma experiéngia para perceber que ndo hd nenhuma contra-
di¢do essencial entre as duas posigles. A experiéncia revela que geralmente ndo é
dificil converter uma demonstragdo indireta em outra direta, ou em transformar uma
longa demonstragio por absurdo em outra, cuja forma é mais agradével e da qual o
absurdo pode até desaparecer completamente ou, apds a devida preparacdo, ficar
comprimido em poucas observagSes marcantes,

Em suma, se desejamos utilizar plenamente a nossa capacidade, devemnos estar
familiarizados tanto com a demonstragdo por absurdo guanto com a indireta. Quan-
do, porém, conseguirmos chegar ao resultado por qualquer um destes processcs, néo
devemnos esquecer de reexaminé-lo e de indagar: & possivel chegar ao resultado por
um caminho diferente?

Hustremos, com o auxilio de exemplos, o0 que acabamos de dizer!

6. Transformacdo de uma demonstragdo por absurdo. Voltemos ao raciocinio
apresentado no item 1. A demonstragiio partiu de uma situagdo que, eventualmente,
revelou-se impossfvel. Mas retiremos uma parte do argumento que é independente da

falsa suposigédo original e que contém informagdo positiva. Reconsiderando o que foi.

T . L3
feito, podemos perceber que, pelo menos, isto & verdadeiro: se um conjunto de nu-
meros for escrito de tal maneira que cads um dos dez algarismos ocorra uma vez s,
a soma do conjunto serd da forma
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10t + {45 — ¢) = 9(¢ + B}.

Assim sendo, esta soma ¢ divisivet por 9. O enigma proposto exige, porém que ela
seja iguat a 100. Serd isto possivel? Ndo, pois 100 ndo ¢ divisivel por 9.

A demonstracdo por absurdo que nos levou 2 descoberta do argumento desapa-
receu desta nossa apresentacio.

Fl

A propdsito, o leitor que conhece a “'prova dos noves fora” poderé agora per-
ceber, num relance, todo o argumento.

6. Conversfo de uma demonstragdo indireta. Voltemos ao raciocinio apre-
sentado no item 3. Reconsiderando cuidadosamente o que foi feito, podemos encon-
trar no argumento elementos gue sdo independentes da falsa suposicio, mas a melhor
indicacdo provém de uma reconsideragdo do significado do proprio problema.

Que queremos dizer ao afirmarmos que a série dos ndmeros primos ndo tem
fim? E claro que apenas isto: quando verificada qualquer série de primos, como 2,3,
5 7, 11,....... P, na qual P é o Litimo primo até af encontrado, haverd sempre mais
um primo. Assim, o que devemos fazer para demonstrar a existéncia de uma infini-
dade de nimeros primos? Temos de indicar a maneira de encontrar um primo dife-
rente de todos os primos até agora encontrados. Deste modo, o nosso “problema de
demenstracdo™ fica, de fato, reduzido a um *‘problema de determinagio”: Sendo
dados os nimeros primos 2, 3, 5, ........ P, encontrar um novo primo N diferente de
todos os primos dadas.

Assim reformulado o nosso problema, demos o passo principal. E agora reiati-
vamente simples perceber como utilizar as partes principais do nosso argumento an-
terior para 0 novo objetivo. Com efeito, o numero

é certamente divisivel por um primo. Tormemos — esta & a idéia — qualquer divisor
primo de Q (por exemplo, 0 menor deles) para N. (E evidente que, se Q@ for um
nimero primo, N = @.) Como é bbvio, Q dividido por qualquer dos primos 2, 3,
5 ...l P deixa por resto 1 g, portanto, nenhum destes nimeros poderd ser M, que
éumdivisor de Q. Mas isto é tudo de que precisamos: N é um nimero primo e dife-
rente de todos os primos 2,3,5,7, 11....... P até al encontrados.

Esta demonstragio proporciona um procedimento que permite prolongar in-
definidamente a série dos numeros primos, sem limite. Nada nela é indireto, ndo
¢ preciso considerar qualquer situagéo impossivel. No entanto, ela e fundamental-
mente a mesma demonstragdo indireta que conseguimos agora converter.

Descartes, René (1596-1950}, grande matemitico e fildsofo, planejou a publi-
cacfio de um método universal para resolver problemas, porém deixou inacabadas as
suas Regras para a Direcdo do Espirito. Os fragmentos deste tratado, encontrados en-

tre os seus manuscritos impressos apGs a sua morte, contém, com referéncia 3 solugdo
de problemas, matéria mais substanciosa — e mais interessante — do que a sua
cbra mais conhecida, o Discours de la Méthode, embora seja provével que esta Glti-
ma haja sido escrita depois daquelas. A seguinte observagdo de Descartes parece des-
crever a origem das Regras: “Quando jovem, ao ouvir falar de invengdes engenhosas,
tentei inventd-las ey proprio, sem nada ter lido dos seus autores. Ao fazé-lo, percebi,
gradualmente, que estava a utilizar certas regras.”

Diagndstico é empregado aqui como um termo técnico de Educacdo, com o sig-
nificado de *‘caracterizagdo mais rigorosa do aproveitamento do aluno”. Uma nota de
exame caracteriza esse aproveitamento, mas de forma algo grosseira. O professor que
desejar melhorar o aproveitamento de seus alunos necessitara de uma caracterizagio
mais rigorosa dos aspectos bons e maus, assim como o médico, que deseja melhorar a
sa(ide de seus pacientes, necessita de um diagnéstico.

Estamos, aqui, particularmente interessados na eficdcia dos estudantes no que
se refere & resolucdo de problemas. Como caracterizd-la? Podemos aproveitar a dis-
tincio entre as quatro fases da resolucdo. De fato, o comportamento do estudante
nessas diferentes fases é muito caracterfstico.

A compreensdo incompleta do problema, em conseqiiéncia da falta de concen-
tragio, talvez seja a deficiéncia mais comum. No que diz respeito 3 concepgdo do
plano e a visualizacdo de uma idéia geral da resolucdo, dois defeitos opostos sfo mui-
to freqiientes: alguns alunos atiram-se ao célculo e ao desenho sem qualquer plano
ou idéia geral; outros, esperam desajeitadamente que surja alguma idéia e nada fazem
para apressar a sua aparicio. Na execugdo do plano, o defeito mais freqiente é o
desleixo, a falta de paciéncia para verificar cada passo. A omissio da verificagdo do
resuftago € muito comum: o aluno contenta-se em obter uma resposta, pde de lado
o I&pis e ndo se espanta com os resultados, por mais disparatados que eles forem.

O professor que fizer um diagndstico cuidadoso de qualquer defeito deste tipo
tera oportunidade de corrigi-lo, se insistir em certas indagacGes da nossa lista.

E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente? Quando a resolucdo
a que finalmente chegamos & longa e complicada, suspeitamos, instintivamente, de
que haja um outro processo mais claro e com menos rodeios: £ possivel chegar ao
resultado por um caminho diferente? E possivel vélo num relance? Até mesmo
quando conseguimos encontrar uma resolugdio satisfatdria, podemos estar ainda in-
teressados em achar uma outra, Desejemos nos convencer da validez de um resul-
tado tedrico por duas dedugSes diferentes, da mesma maneira que desejamos perce-
ber um objeto material por meio de dois sentidos diferentes. Tendo encontrado uma
demonstragdo, desejamos achar uma outra, assim como desejamos tocar um objeto
depois de t&-lo visto.
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E melhor dar duas demonstragdes do que uma s6. “E mais sequro ancorar com
dois ferros"”.

1. Exemplo. Calcular a drea S da superficie lateral de um tronco de cone

circular reto, sendo dados o raio da base inferior R, o raio da base superior r ea
altura h.

* Este problema pode ser resolvido de vérias maneiras. Por exemplo, podemos co-
nhecer a férmula que d4 a superficie lateral do cone inteiro. Como o tronco é obtido
pelo corte de um pequenc cone no cone original, a sua superficie lateraf sera a dife-
renca entre as duas superficies conicas. Resta expressé-las em fungio de A, r e A.
Aproveitando essa idéia, chegamos finalmente a férmula

S=rr{R+r}\/{R—r)i+h!

Tendo, de uma maneira ou de outra, chegado a este resultado, depois de muitos cil-
culos, podemos querer um argumento mais claro e mais direto. £ possivel chegar ao
resultade por um caminho diferente? £ possivel vé-le numn relance?

Se desejamos ver intuitivamente todo o resultado, podemos tentar perceber
o significado geométrico de suas partes. Assim, & possivel cbservar gue

VIR -1+ h*

¢ a altura inclinada do tronco. {Altura inclinada é um dos fados ndo paralelos do tra-
pézio isbsceles que, girando em torno de uma linha que liga os pontos médios dos
seus lados paralelos, gera o cone (ver figura 11).

Figura 11
Aqui também podemos descobrir que
+
TR+ 1) = 2nR - 2nr

é a média aritmética dos perimetros das duas bases do tronco. Reparando na mesma

. parte da férmula, podemos ficar inclinados a escrevé-la sob a forma

R +r
2

mR +r) = 2nm

qgue & a férmula do perfmetro de secdo média do tronco. {Chamamos aqui seciio
média a intersegdo do tronce com um plano paraieto as bases inferior e superior do
tronco e bissetor de sua altura).

Chegando a novas interpretagOes das vérias partes, podemos ver a férmula
original sob uma luz diferente. Poderemos assim interpreté-la:

Area = Per(metro da secic média X Altura inclinada.
Lembramo-nos aqui da regra do trapézio:
Area = Base média X Altura.

{A secdo média é paralela as duas bases do trapézio e é bissetriz da altura). Ao vermos
intuitivamente a analogia entre ambas as expressdes, referentes, respectivamente, ao
tronco de cone e ao trapézio, percebemos todo o resultado relativo ao tronco “‘qua-
se num relance”. Isto é, sentimos agora que estamos proximos de uma demonstragio
curta e direta do resultado alcangado ap6s demorados célculos.

2. O exemplo anterior é tipico. Nfio inteiramente satisfeitos com a maneira
pela qual chegamos ao resuitado, desejamas melhoréd-lo, modificd-lo. Para isto, estu-
damos o resultado, procurando compreendé-lo methor, ver dele um novo aspecto,
Podemos primeiro conseguir observar uma nova interpretagdo de uma certa pequena
parte do resultado. Depois, podemos ter a sorte de descobrir um novo modo de con-
ceber alguma outra parte.

Pelo exame das vdrias partes, uma apds outra, e tentando diversas maneiras de
consideré-las, podemos ser levados a ver finalmente o resultado inteiro sob uma nova
luz, e a nossa nova concepgdo do resultado pode sugerir uma nova demonstracao.

Deve-se admitir que & mais provivel que tudo isso pcorra 2 um matematico ex-
periente que trate de um problema avancado, do que a um principiante que se debate
com um problema elementar. O matemético, que dispde de vastos conhecimentos,
estd mais exposto do que o principiante ao risco de mobilizar excesso de conheci-

mentos & de preparar um argumento desnecessariamente complexo. Em compensa- .

¢do, o matemdtico experiente encontra-se em melhor posicdo do que o principiante
para apreciar a reinterpretag@o de uma pequena parte do resultado e finalmente
chegar, acumulando essas pequenas vantagens, a refundir todo o resultado.
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Nio obstante, mesmo em turmas muito elementares, pode ocorrer que os alu-
nos apresentern uma resolu¢do desnecessariamente complicada, Af, entdo, o professor
deve mostrar-lhes, pelo menos, de vez em quando, ndo apenas como resoiver o pro-
blema da maneira mais brave, mas também comao encontrar, no progrio vesultado, in-
dicagdes da resolucdo abreviada.

« Ver também DEMONSTRACAD POR ABSURDO E DEMONSTRAGCAD INDIRETA.

E possivel obter algo de Gtil dos dades? Temos diante de nés um problema a
resolver, uma questdo em aberto. Temos de encontrar a refacdo entre os dados e a
incégnita, Podemos representar nosso problema nio resolvido como um espaco aber-
to entre os dados e a incognita, como uma brecha sobre a qual precisamos construir
uma ponte. Podemos iniciar a sua construgéio de qualquer lado, a partir da incognita
ou a partir dos dados.

Considere a incdgnita! £ procure pensar num problema conhecido que tenha a
mesma incognita ou outrs semelhante. lsto sugere comecar o trabalho a partir da in-
cognita,

Considere os dados! E possivel obter algo de Otil dos dados? Isto sugere come-
¢ar o trabalho a partir dos dados.

Parece que principiar o raciocinio a partir da incognita €, de modo geral, pre-
ferivel [ver PAPPUS e REGRESSAD). No entanto, a outra alternativa, a partir dos
dados, também tem probabilidades de sucesso, muitas vezes deve ser tentada e me-
rece ser exemplificada.

Exemplo. S§o dados trés pontos A, 8 e C. Tracar uma linha A que passe
entre B e C, aigual distincia de ambos.

Quais 530 os dados? Os trés pontos, A, B e C, sdo dados pela sua posicio.
Tragamos uma Figura que mostre os dados {figura 12}.

B
®

oC

Figura 12

Qual € a incognita? Uma linha reta.

Qual € a condicionante? A linha procurada passa por A e passaentre 8 ¢ C,
a igual distdncia dos dois. Reunimos a incégnita e os dados numa mesma figura que
mostra as relagdes necessarias (figura 13}
B

Figura 13 c

Esta figura, sugerida pela definipdo de distancia de um ponto a uma reta, indica os
dngulos retos implicados nessa definigdo.

A figura, tal como esté, parece ““muito vazia”. A relagéo entre a reta procura-
da e os dados A, B e C continua insatisfatéria. A figura precisa de alguma coisa
mais, alguma linha auxiliar — mas qual? Mesmo um estudante razoavel poderé per-
der-se neste ponto. H4, naturalmente, muitas coisas a tentar, porém a melhor inda-
gac8o para ressitud-lo sera: E possivel obter algo dos dados?

De fato, quais sdo os dados? Os trés pontos mostrados e a figura 13, nada mais.
Nio utilizamos ainda suficientemente os pontos 8 e C, temos de obter deles algu-
ma coisa Gtil. Mas, que podemos fazer com apenas dois pontos? Ligé-los por uma re-
ta. Assim, tracamos a figura 14,

c
Figura 14
Se superpusermos as figuras 13 e 14, a solugcdo poderd surgir num lampejo:
ha dois tridngulos retidngulos, eles sdo congruentes, apareceu um novo e importan-
tissimo ponto de intersecdo,

E possivel reformular o problema? £ ainda possivel reformulé-io de outra ma-
nefra? Estas indagagGes visam a uma adequada VARIACAC DO PROBLEMA.
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Voite 3s definicdes. Ver DEFINIGOES

£ possivel satisfazer a condicionante? A condicionante ¢ suficiente para deter-
minar a incégnita? Ou 8 insuficiente? Ou redundante? Ou contraditoria?

Estas indagagdes sdo muitas vezes uteis no estdgio inicial, quando ainda nio
precisamos da resposta final, mas apenas de uma resposta provisoria, de uma estima-
tiva. Para exemplos, ver secdes 8, 18.

E conveniente prever um aspecto quaiquer do resultado que procuramos.
Quando temos idéia do que esperar, sabemos melhor em que sentido caminhar. Ora,
uma importante caracterfstica de um problema é o namero de respostas que ele
admite. Os problemas mais interessantes sio agueles que admitem uma sé solugdo:
somos inclinados a considerar tais problemas como os Gnicos “razoéveis’’. 0 nosso
problema serd, neste sentido, “‘razodvel”? Se pudermos responder a esta pergunta.
Mesmo que seja por uma estimativa plausivel, o nosso interesse pelo problema au-
mentaré e assim poderemos trabathé-lo melhor.

Nosso problema ser§ “‘razo4vel’’? Esta pergunta serd Otil num estagio inicial,
caso possamos respondé-la com facilidade. Se for diffcil obter a resposta, o trabalho
que tivermos para obtd-la poderd nio ser compensado pelo aumento do interesse.
O mesmo ¢ verdade quanto & indagagdo. £ possivel satisfazer a condicionanta? e s
indagacBes correlatas da nossa lista. Devermnos fazé-las porque a resposta pode ser
fécil e plausfvel, mas ndo insistir nelas quando a resposta parecer dificil ou obscura,

As indagagSes correspondentes no caso de “problemas de demonstragdo®
sdo: £ possivel que a Pproposicdo seja verdadeira? Ou é mais provével que ela seja
falsa? A maneira de apresentar mostra ¢laramente que delas se espera uma estimativa,
uma resposta provisdria plausivel.

E possivel utilizar o resultado? Encontrar a solugdo de um problema constitui
uma descoberta. Se o problema no for diffcil, a descoberta ngo ser4 memaoravel, mas
ndo deixard de ser uma descoberta. Ao fazermos uma descoberta, por mais modesta
que seja, ndio devermnos deixar de investigar se ndo haverd mais alguma coisa por detris
dela, ndo devemos perder as possibilidades oferecidas pelo novo resultado, devemnos
tentar utilizar de novo o procedimento adotado. Explore o seu sucessol £ possivel
utilizar o resultado, ou o método, em algum outro problema?

1. Podemos facilmente imaginar novos problemas se estivermos fami-
liarizados com os principais meios de variagcdo do problema, tais como GENERALIZA-
CAO, PARTICULARIZAGAO, ANALOGIA, DECOMPOSICAO E RECOMPOSIGAD. Partimos
de um problema proposto, dele derivamos outros pelos meios que acabam de ser
mencionados, dos problemas assim obtidos derivamos ainda outros e assim por
diante. Em teoria, o processo & indefinido mas, na prética, raramente & possivel

levd-lo muito longe, pois os problemas que assim obtemos tendem a ser inacessiveis.
4

Por outro lado, podemos preparar novos problemas que possam ser facilmente
resolvidos com o auxflio da solugio de um problema anteriormente resolvido, mas
tais novos problemas féceis tendem a ser desinteressantes.

Nio é facil encontrar problemas que sejam, ao mesmo tempo, interessantes e
acessiveis. Para isso, precisamos de experiéneia, discernimento e sorte. No entanto,
nio devemos deixar de procurar outros bons problemas quando conseguimos resolver
um deles. Bons problemas e cogumelos de certas espécies tém alguma coisa em co-
mum: eles medram em grupos. Encontrando um, olhe em torno, pois ha boas proba-
bilidades de que muito perto encontram-se outros.

2. Vamos ilustrar alguns pontos acima tratados com o auxilio do mesmo
exemplo exposto nas secbes B, 10, 12, 14, 15. Assim, principiaremos com o seguin-
te problema:

Dada as trés dimensdes {comprimento, largura £ altura} de um paralelepipedo
retdngulo, calcular a diagonal.

Sa conhecermos a solugio deste probiema, poderemos facilmente resolver qual-
quer um dos problemas seguintes {dos quais os dois primeiros ficaran:n quase enun-
ciados na secdo 14},

Dadas as trés dimensdes de um paralelepipedo retdngulo, calcular o raio da es-
fera circunscrita.

A base de uma pirémide é um retingulo cujo centro é o pé da altura da piréirni-
de. Dados a altura de uma pirdmide e os lados da sua base, calcular as arestas laterais,

Dadas as coordenadas retangulares (x;, ¥, Z1), {x3, ¥2, Z3) de dois pontos
no espaco, calcular a distancia entre eles.

Resolvemos facilmente estes problemas porgue eles pouco diferem do proble-
ma original, cuja solucio conhecemos. Em cada caso, acrescentamos alguma nog¢do
nova ao nosso problema original, como sejamn, esfera circunscrita, pirdmide, coorde-
nadas retangulares. Tais nogGes sdo facilmente acrescentadas e facilmente eliminadas,
de modo que, ao nos livrarmos delas, cairemos de volta ao nosso problema original.

Os problemas acima apresentam certo interesse porgque as nogdes introduzidas
no problema ariginal sdo interessantes. O Gitimo problema, aquele da disténcia entre
dois pontos dados por suas coordenadas retangulares, é ainda mais importante por
causa da importincia que t8m as coordenadas retangulares.

3. Eis aqui outro problema que pode ser facilmente resolvido se conhecemos
a solugdo do nosso problerna original: dados o comprimento, a largura e a diagonal de
um paralelepipedo retingulo, calcular a sua altura.

De fato, a solugdo do nosso problema original consiste em estabelecer a relagiio
entre quatro grandezas: as trés dimensdes do paralelepipedo e a sua diagonal. St?ndo
dadas trés quaisquer dessas quatro grandezas, poderemos calcular a quarta 2 partir da
relacdo entre elas. Teremos, assim, resolvido o novo problema.
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Temos aqui um modelo para cbter problemas de resolucfio facil a partir de pro-

blemas que jé§ tenhamos resolvido: consideramos a incdgnita do original como o dado
e um dos dados originais como a incdgnita, A relagio que liga a incognita aos dados é
a mesma em ambos os problemas, o velho e o novo. Uma vez achada esta relagdo
num, podemos utilizi-la também no outro.

Este modelo de derivagdc de novos problemas, pela troca de papéis, é muito
diferente do modelo seguido no item 2.

4. Derivemos agora alguns novos problemas por outros meios.

Uma generalizagdo natural do nosso problema consiste no seguinte: Calcular
a diagenal de um paralelepipedo, sendo dadas as trés arestas que partem de uma
extremidade da diagonal e os trés dngulos formados por essas arestas,

Por particularizacdo, chegamos ao seguinte problema: Calcular a diagonal de
um cubo de aresta dada.

Podemos ser levados por analogia a uma inexaurivel variedade de problemas.
Eis aqui uns poucos, derivados daqueles tratados no item 2: Calcular a diagonal de
um octaedro regular de aresta dada; calcular o raio da esfera circunscrita a um te-
traedro regular de aresta dada; dadas as coordenadas geogréficas {latitude e longitude}

de dois pontos da superficie da Terra {que consideramos uma esfera), calcular a sua
distancia esférica,

Todos estes problemas sdo interessantes, mas somente aquele obtido por par-
ticularizagio pode ser imediatamente resolvido com base na solugdo do problema
original.

5. Podemos obter novos problemas a partir do problema propasta, se consi-
derarmos alguns dos seus elementos como varidveis,

Um caso especial do problema mencionado no item 2 é calcular o raio de uma
asfera circunscrita a um cubo cuja aresta é dada. Consideremos como fixos o cubo e o
centro comum ao cubo e A esfera, mas fagcamos variar o raio da esfera. Se este for
peguenc, a esfera ficard contida no cubo. A medida que o raio cresce, a esfera se ex-
pande {como um baldo de borracha gue se estd enchendo}. Num certo momento, a
esfera toca as faces do cubo; um pouco depois, as suas arestas; mais tarde, a esfera

passa pelos vértices. Quais os valores que o raio assume nestes trés momentos
criticos?

6. A experiéncia matemética do estudante estard incompleta se ele nunca
tiver uma oportunidade de resolver um problema /nventado por ele prépria. O pro-
fessor pode mostrar a derivacio de novos problemas a partir de um outro que acaba
de ser resolvido e, assim fazendo, despertar a curiosidade de seus alunos. O professor
pode, também, deixar alguma parte da inven¢do aos alunos. Por exemplo, ele pode
descrever o caso recém-mencionado (item 5) da esfera que se expande e indagar:
“0 que tentaria calcular? Que vaior do raio apresenta interesse particular?

E possivel verificar o resultado? £ possivel verificar o argumento? Uma boa
resposta a estas indagacbes reforca a nossa confianca na solugdo e contribui para a
soiidez .Jos nossas conhecimentos.

1. Os resultados numéricos de problemas matemiticos podem ser verificados
pela comparagio com nimeros observados ou por estimativa judiciosa de nimeros
observiveis. Como os problemas que surgem de necessidades priticas, ou da curiosi-
dade natural, quase sempre objetivam fatos, seria de esperar que tais compara¢des
com fatos observéveis raramente fossemn omitidas. No entanto, como sabem todos os
professores, os estudantes conseguem coisas incriveis g este respeito. Alguns deles ndo
ficam, de modo algum, descancertados quando encontram 4,839 metros para o com-
primento de um navio e 8 anos e 2 meses para a idade do seu comandante, do qual se
sabe, a propdsito, que ja é avd. Este desprezo pelo 6bvio no revela, necessariamente,
imbecilidade e sim indiferen¢a para com problemas artificiais.

2. Os problemas “literais” sdo susceptiveis de verificacSes mais variadas e
mais interessantes (ver secio 14). Como outro exemplo, consideremos um tronco de
pirdmide de base quadrada. Se o lado da base inferior for &, o lado superior b
a a altura do tronco A, encontraremos o volume

2% +ab + b
3

h.

Podemos verificar esta férmula por PARTICULARIZAGAO. De fato, se @ = b, o©
tronco reduzir-se-4 a um prisma e a férmula passaréa a*h.Se b = 0, o tronco torna-
se uma pirdmide e a férmula serd a* h, Pademos aplicar al 0 TESTE DIMENSIONAL.

3
Com efeito, a expressdo tem por dimensdo o cubo de um comprimento. Aqui tam-

bém podemos verificar a férmula pela variagdo dos dados. De fato, se qualquer uma
das quantidades positivas a, b e A aumentar, o valor da expressdo também
aumentaré.

Testes destes tipos podem ser aplicados ndo sb ao resultado final como a resul-
tados intermediarios. Eles sdo tdo Gteis que vale a pena preparar-s¢ para aprovei-
té-los {ver VARIAGAQ DO PROBLEMA, 4). Para utilizar tais testes ha vantagens em ge-
neralizar um “problema numérico” e transformd-io num “problema literal” {ver
GENERALIZACARO, 3},

3. £ possivel verificar o argumento? Pela verificagdo do argumento, passo a
passo, evitaremos a mera repeticdo. Primeiro, a simples repetigdo torna-se enfadonha
e cansativa e ndo é instrutiva. Segundo, se errarmos uma provavelmente erraremos
outras vezes, caso as circunstancias forem as mesmas. Se sentirmos a necessidade de
refazer, passo a passo, todo o argumento, deveremos pelo menos alterar a ordem des-
ses passos, ou agrupé:los, para introduzir alguma variagdo.
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4, € menos trabalhoso e mais interessante tomar o ponto mais fraco do argu-
mento e examin&-lo em primeire Jugar. Uma indagacio muito Gtil para a escolha da-
queles pontos cujo exame valha a pena é: UTILIZOU TODOS 0OS DADOS?

5. Esta claro gue o conhecimento ndo-matemdético ndo se pode basear intei-
ramente em demonstra¢bes formais. A parte mais sélida do nosso conhecimento
corrente € continuamente testada e reforgada pela nossa experiéncia cotidiana. Os
testes de observacio sdo realizados com maior sistematizacio nas ci@ncias naturais.
Eles tomam a forma de experiéncias e medi¢des cuidadosas e sdo combinados com ¢
raciocinio matemdtico nas ciéncias fisicas. O nosso conhecimento maternético pode-
ré basear-se exclusivamente em demonstragbes formais?

Esta é uma quest3o filosdfica, que ndo podemos debater aqui. E certo que o meu
conhecimento matemético, o seu ou 0 dos alunos néc se apbia apenas em demonstra-
¢Oes formais. Se houver algum conhecimento sblido, ele terd uma ampla base experi-
mental, que se amplia a cada problema cujo resultado for verificado com sucesso.

Eis um problema correlato que jé foi antes resolvido. Esta é uma boa noticia:
um problema cuja solugéo se conhece e que ¢ relacionado com o nosso presente pro-
blema torna-se certamente bem-vindo, Ele o serd ainda mais, se a relagdo for fntima
e a solugdo for simples. H& boas probabilidades de que tal problema seja (til na reso-
lugdo do nosso.

A situagdo que aqui apresentamos & tipica e importante. Para percebé-la com
clareza, comparemo-la com a em que nos encontramos quando trabalhamos com um
problema auxiliar. Em ambos os casos, 0 nosso objetivo é resolver um certo problema
A e introduzirmos e examinarmos um outro problema 8 na esperanga de que po-
deremos obter alguma vantagem, para a resolucdo do problema propostc A, do
exame do problema 8. A diferenca estd na nossa relagio para com 8. Aqui, conse-
guimos nos lembrar de um velho problema &, cuja solugdo conhecemaos, mas néo
sabemos ainda como utiliz4-la. L4, conseguimos inventar um navo problema 8, que
sabemos utilizar {ou, pelo menos, disso temos fortes suspeitas), mas nio sabemos
ainda como resolvé-lo. A diferenga entre as duas situagOes estd na nossa dificuldade
em rvelacdo a B. Superada esta dificuldade, poderemos utilizar 8 da mesma ma-
neira em ambos os casos; poderemos utilizar o resuitado ou 0 método {como se expli-
ca em PROBLEMA AUXILIAR, 3] e, se tivermos sorte, poderemos utilizar tanto o
restitado quanto o método. Na situacdo aqui considerada, conhecemos bem a solu-
¢do de B mas nfio sabemos ainda como utilizd-la. Portanto, indagamos: £ possivel
utilizar o seu resultado? E possivel utilizar o seu método?

A intenclo de utilizar um problema j§ antes resolvido influencia a nossa con-
cepcio do presente problema. Na tentativa de relacionar os dois problemas, o velho &
¢ novo, introduzimos no novo, elementos gue correspondam a certos importantes
elementos do vetho. Seja o nosse problema, determinar a esfera cireunserita & um da-

do tetraedro. Trata-se de um problema de Geometria Espacial. Podemos nas lembrar
de que jé resolvemas anteriormente o probltema anélogo de Geometria Plana que con-
siste em tragar um circulo circunscrito a um dado trifingulo. Lembramo-nos, entio,
de que, no velho problema de Geometria Plana, haviamos utilizado perpendiculares,
bissetrizes dos lados do tridngulo. E razoével tentar a introducio de algo semelhante
no presente problema. Isto poderd nos levar a introduzir, como elementos auxiliares
correspondentes, planos perpendiculares bissetores das arestas do tetraedro. Esta
idéia nos facilitard a resolugdo do problema de Geometria Espacial pela resolugiio
andloga do problema de Geometria Plana.

O exemplo citado é tipico. A consideragdo de um problema anteriormente re-
solvido nos leva 4 introducdo de elementos auxiliares adequados, os quais nos permi-
tem utilizar, com toda a vantagem, o problema auxiliar na resolucio do nosso pre-
sente problema. Procuramos este efeito quando, pensando na possivel utilizagiio de
um problema correlato j& antes resolvido, indagamos: Deve-se introduzir algum efe-
mento auxiliar para possibilitar a sua utilizagdo?

Eis um teorema correiato que {4 foi antes demonstrado. Esta versio da obser-
vacdo aqui tratada estd exemplificada na segdo 18.

Elementos auxiliares, A nossa concepcio do problema é mais ampla no fim do
trabalho do que no principio { PROGRESSO £ CONSECUGAOQ, 1). A medida que pro-
gride o trabalho, acrescentamos novos elementos aqueles originalmente considerados.
Um elemento que introduzimos na esperanga de que ele venha a facilitar a resolucao
& chamado de elfemento auxiliar,

1. H4a elementos auxiliares de varios tipos. Ao resolvermos um problema geo-
métrico, podemos acrescentar novas linhas & figura, finhas auxiliares. Ao resolvermos
um problema algébrico, podemos adotar uma /ncdgnita auxiliar PROBLEMA  AUXI-
LIAR, 1). Teorema suxiliar é aquele cuja demonstragdo empreendemas na esperanga
de facilitar a resolugéo do nosso p obiema original.

2, H4 diversos motives para a introdugio de elementos auxiliares. Ficamos
satisfeitos quando conseguimos relembrar um problema correlato que jd foi antes
resolvido. E provavel que possamos utilizar um tal problema, mas ainda n3o sabemos
como. Por exemplo, o que estamos tentando resolver & um problema geométrico e
o preblema correlato, que jé foi antes por nos resolvido, e que agora conseguimos
relembrar, refere-se a tridngulos. No entanto, ndo aparece nenhum tridangulo na nossa
figura; para fazermos qualquer use do problema relembrado teremos de ter um tri-
angulo: por conseguinte, precisamos introduzir um, acrescentando linhas auxiliares
adequadas 2 figura. De modo geral, tendo recordado um problema anteriormente re-
solvido e desejando utilizé-lo no p;oblema atual, precisamos muitas vezes Indagar:
Devemos introduzir um elemento auxiliar a fim de possibilitar sua utilizacée? (O
exemplo da se¢do 10 ¢ tipico).
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Voitando ds definigfes, teremos uma outra oportunidade de introduzir ele- ,

mentos auxiliares. Por exemplo, para explicar a definigio do cfrculo devemos ndo
sb mencionar o centro e o raio, como também introduzir estes elementos geométri-
cos na figura. Sem isto, nfo poderemos fazer qualquer uso concreto da definigéo.
N&o basta o enunciado da definiglo, é preciso desenhar as coisas definidas.

As tentativas de utilizar resultados conhecidos e a volta as definigBes estio
entre os melhores motivos para introduzir elementos auxiliares, mas ndo s3o os (ni-
cos. Podemos acrescentar elementos auxiliares 4 nossa concepgio do problema a fim
de torné-la mais rica, mais sugestiva, mais familiar, muito embora mal saibamas co-
mo utilizar os elementos introduzidos. E possivel que persemos que & concepgdo do
problema dessa forma, com tais e tais elementos acrescentados, seja uma “idéia
brilhante*’.

O motivo para a introdugdo de um elemento auxiliar poders ser este ou aquele,
mas precisamos ter um motivo. Ndo devemos introduzir injustificadamente qualquer
elemento auxiliar.

3. Exempfé. Construir um tridngulo sendo dados um angulo, a altura traga-
da a partir do vértice do angulo dado e o perimetro do trigngulo,

Adotamos uma notagdo adequads. Sejam & o dngulo dado, A a altura dada a
partir do vértice A de o e p o perimetro dado. Tragamos uma figura na qual si-
tuamos com facilidade a e h. Utilizamos todos os dados? N3o, a figura nfo indica

o perimetro dado p, que devers ser igual ao perimetro do tridngulo. Por conseguin-
te, teremos de introduzir p. Como fazé-lo?

Podemos tentar introduzir p de vérias maneiras. As tentativas mostradas nas
figuras 15 e 16 parecem desajeitadas. Se tentarmos esclarecer a nés proprios porque
elas parecem tdo insatisfatorias, poderemos perceber que Ihes falta simetria.

A

Figura 16

P
Figura 16

De fato, o tridngulo tem trés lados desconhecidos, &, b e c. Chamamos de a,
como & habitual, o lado oposto a 4. Sabemos que

a+bh+tc=p

Ora, os lados b & ¢ desempenham o mesmo papel; eles séo intercambiéveis; o nosso
problema & simétrico em refagio @ b e ¢. Mas b e ¢ nlo desempenham. papéis
idénticos nas figuras 9 e 10; ao acrescentarmos p, tratamos b e ¢ diferentemente;
essas figuras estragam a simetria natural do problema com referdnciaa b e ¢. Deve-
remos colocar p de tal maneira que ele mantenha a mesma relagdo com b e comd.
Esta consideragio podera ser Gtil por sugerir a colocagio de p como se vé na figura
17. Acrescentamos ao lado a do tridngulo o segmento CE, de comprimento b, pa-
ra um lado e o segmento 8D, de comprimento ¢, para o outro lado, de modo a
que P aparega na figura 17 como a linha £D de comprimento

b+a+ec=p

Figura 17

Se j4 tivermos experiéncia em resolver problemas de construgdo geométrica, ndo dei-
xaremos de intreduzir na figura, juptamente com ED, as linhas auxiliares .AD e
AE, cada uma das quais & a base de um tridngulo isosceles, De fato, nfo é desproposi-
tado introduzir, no problema, elementos particularmente simples e familiares, como

o trifingulo is6sceles. )



Tivemos sorte em acrescentar as linhas auxiliares. Pelo exame da nova figura,
podemos verificar que < £AD mantém uma relagio simples com o dngulo dado
a. De fato, utilizando os tridngulos isbsceles A ABD e A ACE, verificamos que
< DAE =—; + 90°, Depois desta observacdo, & natural tentar construir A DAE e
assim introduzimos um problema auxiliar que é muito mais facil do que o problema
original,

4. Os professores e os autores de livros didéticos ndo devem esquecer que
estudante inteligente e o LEITOR INTELIGENTE ndo se satisfazem em verificar que
0s passos do raciocinio estdo corretos, mas desejam também conhecer a motivacio e
a finalidade dos virios passos. A introducdo de um elemento auxiliar constitui um
passe notével. Se uma linha auxiliar surgir abruptamente na figura, sem qualquer mo-
tivagdo, e surpreendentemente resclver o problema, os estudantes e leitores inteli-
gentes ficardo decepcionados, sentir-se-3o burlados. A Matemética é interessante na
medida em que ocupa as nossas faculdades de raciocinio e de invencdo. Mas nada se
aprendera sobre raciocinio ou invengdio se a motivagio e a finalidade do passo mais
notével permanecer incompreensivel. Tornar tais passos compreensiveis por meio de
observacles apropriadas (como no item 3, acima) ou de indagacdes e sugestdes cuida-
dosamente escolhidas {como nas secBes 10, 18, 19, 20) exige muito tempo e esforgo,
mas pode valer a pena.

Enigmas. Conforme ficou dito na secdo 3, as indagagGes e sugestdes da nossa
relagdo independem do assunto e se aplicam a qualquer tipo de problema. Seria in-
teressante verificar esta afirmativa aplicando-a enigmas diversos.

Tomem-se, por exemplo, as palavras
MEXER NA ROTINA DIRETA.

O problema consiste em encontrar um “‘anagrama”, isto 6, uma outra palavra forma-
da por um rearranjo das letras contidas nas palavras dadas. E interessante observar

que, para resolver este enigma, diversas das perguntas da nossa lista sdo aplicéveis e,
mesmo, estimulantes,

Qual é 3 incognita? Uma palavra.
Quais sdo os dados? As quatro palavras MEXER NA ROTINA DIRETA.

Qual ¢ a condicionante? A palavra procurada tem dezenove letras, as que for-
mam as guatro palavras dadas. Trata-se, provavelmente, de uma palavra que ndo é
muito rara.

Trace uma figura, E bem Gtil marcar dezenove espacos em branco

£ possivél reformuler o problema? Temos de encontrar uma palavra formada
pelas seguintes letras, dispostas de alguma manaira:

AAAEEEIIC DMNNRRRTTX,

Esta &, de fato, uma reformulagéio do problema apresentado, que pade apresentar
vantagens {ver PROBLEMA AUXILIAR, 6}. Ao separarmos as vogais das consoantes
{isto & importante, a ordem alfabética ndo o &} vislumbramos um novo aspecto do
problema. Assim, vemos agora que a palavra procurada tem nove sflabas, a menos
que contenha algum ditongo.

Se ndo puder resoiver o problema proposto, procure primeiro resolver algum
problerma correlato. Um problema correlato seria formar palavras usando apenas al-
gumas das letras dadas. E certamente possfvel formar assim palavras curtas. Em
seguida, tentariamos palavras cada vez mais compridas. Quanto mais letra usarmos,
mais nos aproximaremos da palavra procurada.

£ possivel resoiver parte do problema? A palavra procurada é tio comprida que
ela deve conter partes distintas. Provavelmente se trata de uma palavra composta ou
derivada de uma outra pelo acréscimo de um sufixo corrente. Qual poderé ser esse
sufixo corrente?

Mantenha apenas uma parte da condicionante e deixe a outra de /ado. Podemos
pensar numa palavra longa que contenha até nove silabas e relativamente poucas con-
soantes, uma das quais é a letra X.

As indagacdes e sugestdes da nossa lista ndo podem fazer milagres. Elas ndo nos
podem fornecer soluges para todos os enigmas possiveis sem que haja algum esfor-
¢o de nossa parte. Se o leitor desejar encontrar a palavra, ele que continue a tentar e
a pensar nela. O que as indagagBes e sugestdes podem fazer é “manter a bola em
jogo”. Quando, desanimados pelo insucesso, ficamos inclinados a abandonar o pro-
blema, elas poderdo indicar uma nova tentativa, um nove aspecto, uma nova variante
do problema, um navo estimulo: elas poderdo nos manter a pensar.

Par outro exemplo semelhante, ver DECOMPOSIGAO E RECOMPOSIGAD, 8.

Equacionamento é como tradugdo de uma Ifngua para outra {ver NOTAGCAO,
1). Esta comparacdo, usada por Newton na sua Arithmetica Universalis, pode con-
tribuir para esclarecer a natureza de certas dificuldades muitas vezes encontradas,
tanto por estudantes como por professores.

1. Equacionar significa expressar por simbeolos mateméticos uma condicio-
nante que estd formulada por palavr‘as; é a traducéo da linguagem corrente para a lin-
guagem das férmulas mateméticas, As dificuldades que podem surgir no equaciona-
mente sdo dificuldades de tradugdo.
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Para traduzir uma frase do inglés para o portugués, duas coisas 530 necessdrias.
Primeiro, precisamos compreender integralmente a frase inglesa. Segundo, precisamos
estar familiarizados com as formas de expresio peculiares 3 Ifngua portuguesa. A
situagiio é muito semelhante quando tentamos expressar por meic de sfmbolos mate-
miticos uma condicionante proposta em palavras. Primeiro, precisamos compreender
integralmente a condicionante. Segundo, precisamos estar familiarizados com as for-
mas de expressio matem4tica.

Uma frase do inglés serd muito facil de traduzir para o portugués se ela puder
ser trasladada palavra por palavra. Mas hd expressdes idiomdticas inglesas que ndo
podem ser traduzidas literalmente para o portuguds. Se a nossa frase contém tais
expressies, a traducdo torna-se dificil; temos de prestar menos atengdo a cada pala-
vra e mais ao significado inteiro; antes de traduzir a frase, podemos precisar
rearrumé-la.

O que ocorre no equacionamento é muito semelhante. Em casos simples, o
enunciado verbal divide-se, guase automaticamente, em partes sucessivas, cada uma
das quais pode ser escrita em simbolos mateméticos. Em casos mais dificeis, a condi-
cionante contém partes que nd@ podem ser imediatamente traduzidas por sfmbolos
mateméaticos. Quando isto ocorre, precisamos prestar menos atengdo ac enunciado
verbal e concentrarmo-nos em seu significado. Antes de comecarmos, precisamos re-
formular a condicionante, levando em conta, ao fazé-lo, os recursos de que dispoe
a notacdo matematica.

Em qualquer caso, facil ou dificil, precisamos compreender a condicionante,
separar as suas vdrias partes e indagar: Pode anotd-las por escrito? Nos casos ficeis,
conseguimos sem dificuldade dividir a condicionante em partes que podem ser
escritas em sfmbolos mateméticos; nos casos dificeis, a divisfo adequada da con-
dicionante torna-se menos dbvia.

A explicagio precedente deve ser relida depois do estudo dos exemplos
seguintes,

2. Encontrar dois nimeros cuja soma & 78 e cujo produto é 1 296,

Dividimos a pagina ao meio por uma linha vertical. Num dos lados escrevemos
o enunciado verbal, dividido em partes apropriadas. No outro, escrevemos signos

algébricos, opostos s partes correspondentes do enunciado verbal. O original fica &
esquerda; a traducdo em simbolos, 3 direita.

Formulagdo do problema

em linguagem corrente em linguagem algébrica

Encontrar dois ndmeros X ¥
cuja soma seja 78 e x+y =178
cujo produto seja 1 296 xy = 1206

Neste caso, o enunciado verbal divide-se, quase automaticamente, em par-
tes sucessivas, cada uma das guais pode ser imediatamente escrita em simbolos
matematicos.

3. Calcular a largura e a altura de um prisma reto, de base quadrada, sendo
dados o volume, 63 cm?, e a drea da superficie, 102 cm®.

Quais sfo as incdgnitas? O lado da base, seja x, e a altura do prisma, seja y.
Quais sfo os dados? O valume, 63, e a 4rea, 102,

Qual é a condicionante? O prisma cuja base ¢ um guadrado de lado x e cuja
altura é y deve ter o volume 63 e a 4rea 102.

Separe as diversas partes da condicionante. Ha duas partes; uma relativa ao vo-
lume; outra, & area.

Nido hd que hesitar em dividir toda a condicionante exatamente nestas duas
partes, mas ndo podemos escrever tais partes “imediatamente’”. Precisamos saber
como calcular o volume e as virias partes da drea. No entanto, se 0 nosso conheci-
mento de Geometria chegar até af, podemos facilmente reformular ambas as partes
da condicionante, de modo a tornar viavel a sua traducdio em equactes. Escrevemos
ao lado esquerdo da pédgina um enunciado do problema, essenciaimente rearrumado
¢ ampliado, pronto para ser traduzido em linguagem algébrica.

De um prisma reto de

base quadrada,

calcular o lado da base x
e a altura, ¥
Primeiro. E dado o volume. 63
A &rea da base, que é um

quadrado de lado x, x?
e a altura ¥
determinam o volume,

que é 0 seu produto. Xy = 863
Segundo. E dada

a drea da superficie. 102
A superficie consiste em

dois quadrados de Jado x 2x?
e quatro retangulos, cada um

de base x ealtura y. dzxy

cuja soma & a respectiva area,

2x* + 4xy = 102.

4. Dadas a equagdo de uma r'era € as coordenadas de um ponto, determinar
LM outro ponto que seja simétrico ao ponto dado em relacdo 3 reta dads.

Trata-se de um problema de Geometria Analftica plana,
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Qual é a incdgnita? Um ponto, sejam p, ¢, suas coordenadas.
Quais sfo os dados? A equagfio de uma reta, seja ¥ = mx + n, e um ponto,
sejam a, b as suas coordenadas.

Qual ¢ a condicionante? Os pontos (a, b) e (p, q} sdo simétricos ern relagio
dreta y = mx +n. '

Chegamos agora a dificuidade essencial, que & dividir a condicionante em par-
tes que possam, todas elas, ser expressas na linguagem da Geometria Analitica. A
natureza desta dificuldade deve ser bem compreendida. A decomposi¢do da condi-
cionante em partes pode ser logicamente aceitdvel e, no entanto, inGtil. O que pre-
cisamos aqui é de uma decomposi¢io em partes que possam ser expressas analitica-
mente. Para encontrar uma tal decomposicio, precisamaos voltar 4 definicdo de sime-
tria, mas sem perder de vista os recursos da Geometria Analitica. Que quer dizer
simetria em rela¢gio a uma reta? Quais as relagBes geométricas que podemos expres-
sar simplesmente pela Geometria Analitica? Concentramo-nos na primeira pergunta,
mas ndo devemnos esquecer a segunda. Deste modo, poderemos chegar, finalmente, &
decomposicio que passamos a enunciar.

O ponto dado (a, B)

e o ponto pedido ( p' )

estdo de tal modo relacionados que, -9

primeiro, a linha que os liga g —b 1

& perpendicular A linha dada e, p-a m
segundo, 0 ponto médio da linha b +gq a+bp +
que os liga est4 sobre a reta dada. 2 M3 n

Examine a sua suposicdo. A sua suposigio pode estar carreta, porém, por mais
forte que ela seja, seria tolice aceitd-la como uma verdade comprovada, como o fazem
os primitivos. Ela pode estar errada. Mas seria outra tolice desprezar inteiramente
uma viva suposicio — como os pedantes as vezes fazem, H4 certas suposicBes que
merecem ser examinadas e levadas a sério: aquelas que nos ocorrem depois de real-
mente compreendido e atentamente examinado um problema no qual estamos sin-
certamente interessados. Estas, em geral, contém pelo menos um fragmento da
verdade, embora, & evidente, muito raramente revelem toda a verdade. No entanto,
hé possibilidades de extrair toda a verdade se examinarmos adequadamente uma
tal conjectura,

- Muitas suposicBes revelam-se erradas e, ndo obstante, foram Uteis para con-
duzir 2 uma outra melhor.

Nenhuma idéia é inteiramente m&, a menos que néo se tenha espirito critico.
O que é realmente mau é ndo ter nenhuma idéia.

1. O que ndo se deve fazer. Eis uma estéria critica a respeito de um certo
sr. Silva, que trabalha para uma determinada companhia. Ele contava com um pe-
guenc aumento de salério, mas a sua esperanga, COMO tantas vezes ocorfre com as
esperangas, ndo se concretizou. Os salérios de alguns de seus colegas foram au-
mentados, mas ndo o seu, O sr. Silva ndo pode aceitar isso calmamente e comegou
a se preocupar, até que, finalmente, suspeitou de que o Diretor Sousa era o respon-
sével por ndo ter ele sido aumentado.

Nio podemos censurar o sr. Silva por conceber uma tal suspeita, pois alguns
indicios apontavam para o Diretor Sousa. O erro real estava em que, depois de ter
a suspeita, o sr. Silva ficou como que cego para todos os outros inditios que aponta-
vam para uma dire¢io diferente, Na sua preocupaco, ele passou a acreditar firme-
mente gue o Diretor Sousa era seut inimigo pessoal e quase conseguiu tornd-lo seu
inimigo real.

O problema com o sr. Silva é que ele se comporta como a maioria das pessoas.
Ele nunca muda as suas opiniBes maiores. Muda com freqiiéncia e repetidamente as
suas opinibes menores, mas nunca duvida de suas opinides, maiores ou menores,
enquanto as mantiver. Ele nunca duvida delas, nem as questiona, nem as examina
com espirito critico — ele odiaria particularmente o exame critico, se compreendes-
se o que isto quer dizer.

Admitamos que, até certo ponto, o sr. Silva esteja certo. Ele é um homem
ocupado, que tem seus afazeres no escritdrio e em casa. Portanto, dispde de pouco
tempo para duvidar ou examinar. O melhor que ele poderia fazer seria examinar
apenas umas poucas de suas corwicgdes, mas por que duvidar de uma delas, se ele
ndo tem tempo para examinar essa divida?

Seia como for, ndo faga como o sr. Silva. Ndo permita que a sua suspeita, cu
suposicdo, ou conjectura cresga até se tornar inerradicével. De qualquer maneira,
em questBes tebricas, as melhores idéias sdo prejudicadas pela aceitac3o sem critica
¢ melhoram com o exame critico.

2. Um exemplo matemdtico. De todos os quadriliteros de um dado peri-
metro, qual aquele que tem a maior drea?

Qual é a incognita? Um quadrildtero,

Ouais sdo os dados? E dado o perimetro do quadrilétero.

Qual é a condicionante? A érea do quadrilitero procurado deverd ser maior
do gue a de gualquer outro gquadrilitero que tenha o mesmo perimetro.

Este problema é muito diferente daqueles que aparecem habitualmente na
Geometria elementar e, portanto, é muito natural que comecemos a conjecturar.

Qual o quadrilitero que apresenta mais probabilidades de ser o de maior drea?
Qual seria a suposicdo mais simples? E possivel que j4 tenhamos ouvido que, de
todas as figuras de mesmo perfmetro, de maior érea é o circulo e podemos mes:
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mo suspeitar de alguma razfo para esta afirmativa, Ora, qual é o quadrilatero que
mais se assemelha ao circulo? Qual aquele que mais se assemelha a este em simetria?

0O quadrado é uma suposi¢do bem bbvia. Se tomamos a sério esta suposicio,
precisamos compreender o que ela significa, Devemos ter a coragem de enuncia-la:
“De todos os quadriliteros de um dado perimetro, o quadrado é aguele que tem a
maior drea”. Se nos decidimos a examinar esta afirmativa, a situagdo muda de fi-
gura. Tinhamos originalmente um “probilema de determinagdo”. Depois de formu-
lar a nossa suposi¢cdo, passamos @ ter um “‘problema de demonstragdo”. Cabe-nos
agora demonstrar ou refutar o teorema formulado.

Se ndo conhecermos nenhum problema semelhante a este e que ja tenha sido
antes resolvido, poderemos encontrar sérias dificuldades na nossa tarefa, Se ndo pu-
der resolver o problema proposto, procure antes resolver um problema correlato.
E possivel resolver uma parte do problema? Pode-nos ocorrer que, se o quadrado é
privilegiado entre os gquadrildteros, ele deverd também, por isto mesmo, ser privi-
legiado entre os retdngulos. Uma parte do nosso problema poderia ser resolvida se
pudéssemos demonstrar o seguinte enunciado: “De todos os retingulos de um dado
perimetro, o quadrado é aquele que tem a maior drea”.

Este problema parece mais acessivel que o anterior; ele é, evidentemente,
mais fraco. De qualquer modo, devemos compreender o seu significado; devemos
ter a coragem de reformuld-lo com maiores detalhes. Podemos reformuld-lo em lin-
guagem algébrica.

A &rea de um reténgulo cujos lados adjacentes sdo @ e b & ab. O seu peri-
metro & 23 + 2b.

O lado do quadrado que tem o mesmo perimetro que o retingulo menciona-

2
do é <_‘?+_b) . Ele deve ser maior do que a 4rea do retdngulo e, portanto, teremos
2

_._a._._..j-_b. 2 > ab.
2
Ser4 isto verdadeiro? A mesma afirmativa pode ser expressa sob a forma equivalente

a® + 2ab + b > 4ab.

{sto, porém, é verdadeiro, pois equivale a

a? — 2ab +b* >0,
ou seja,

a — b2 >0
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¢ esta desigualdade serd certamente vilida, a menos que 2 = b, isto §, que o retan
gulo em questdo seja um quadrado.

Ndo resolvemos ainda o nosso problema, mas fizemos algum progresso sim-
plesmente por termos enfrentado firmermente a nossa suposicdo, que era bem dbvia.

3. Um exempio ndo-matemdtico. Num certo jogoe de palavras cruzadas,
precisamos procurar uma palavra de sete letras, cuja chave é: “Num sentido ou
noutro, & existir de novo”.

Qual € a incagnita? Uma palavra.
Quais s8o os dados? E dado o tamanho da palavra: sete letras.

Qual € a condicionante? Estd enunciada na chave, Tem algo a ver com existir,
mas tudo estd ainda muito nebuloso,

Temos, assim, de reexaminar a chave. Ao fazermos isso. a (ltima parte pode
atrair a nossa atencfo: “. . . de novo". £ possivel resolver uma parte do problema’
Estd al uma chance de presumir o inicio da palavra. Como é destacada a idéia de
repeticio, possivelmente ela comegaria por “re”. Esta & uma suposicio bem dbvia.
Se estivermos tentados a acreditar nela, deveremos perceber o que significa. A pala-

vra procurada apareceria assim:

E possivel verificar o resuitado? Se uma outra palavra do jogo cruzar com a
palavra em consideracdo na primeira letra, teremos um A para comecar esta outra
palavra. Pode ser uma boa idéia passar para essa outra palavra e verificar o A. Se
conseguirmos confirmar que R satisfaz, ou pelo menos nada tivermos contra, vol-
taremos a nossa palavra original. Perguntamos outra vez: Qual é a condicionante?
Ao reexaminarmos a chave, a sua primeira parte poderd despertar a nossa atencio:
“Num sentido ou noutre...” Significaria isto que a palavra pode ser lida ndo s6 da
frente para trds como de trds para diante? Esta & uma suposicdo menos dbvia (no
entanto, ha destes casos, ver DECOMPOSICAQ E RECOMBINACAD, 8).

De qualquer modo, enfrentemos a nossa suposicdo, percebamos ¢ que significa.
A palavra apareceria assim:

RE _ _ _ER.

Além disso, a terceira letra deveré ser a mesma que a quinta. E muito provavel que
ela seja uma consoante e que a quarta letra, a do meio, seja uma vogal.

O leitor poderd agora encontrar a palavra por si proprio, Se nada mais |he for
de aux(lio, ele poderd ensaiar todas as vogais, uma por uma, para a letra do meio.

Execugiio do plano. Conceber um plano e executd-lo sdo duas coisas distintas.
Num certo sentido, isto é também verdadeiro no que se refere a problemas matema-
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ticos: entre conceber o plano da resolugo e executé-lo, hé certas diferencas no caré-
ter das atividades respectivas.

1. No preparo de um argumento final e rigoroso, podemos usar argumentos
provisdrios e apenas plausiveis, da mesma maneira que se usam formas para supor-
tar uma estrutura durante a construgdo. Quando, porém, os trabalhos estiverem su-
fl't;ientemente adiantados, retiram-se as formas e a estrutura devera ser capaz de sus-
tentar-se por si prépria. Da mesma maneira, quando o processo de resolucio estiver
suficientemente adiantado, abandonamos os argumentos provisbrios e apenas plausi-
veis @ o resultado deverd ficar apoiado somente pelo argumento rigoroso.

Na concepgdo do plano de resolugdo, nfo devemos termer muito o racioecinio
heuristico, que é apenas plausfvel. Tudo estard certo, desde que nos conduza 2 idéia
certa. Mas precisamos mudar este ponto de vista quando iniciamos a execuc¢do do
plano e, ai, somente devemnos aceitar os argumentos conclusivos e rigorosos. Na
execugdo do seu planv de resolugio, verifique cada passo. E possivel ver com clareza
se o passo é certo?

Quanto mais cuidadosamente verificarmos nossos passos na execugio do plano,
tanto mais livremente poderemos utilizar o raciocinio heur(stico na sua concepcdo.

2, Devemos conceder alguma atencio 3 ordem de preparagio dos detaihes do
nosso plano, particularmente se o problema for complexo. Nio devemos omitir
nenhum detalhe, mas sim perceber a relagdo que hé entre os detalhes que nos surgem
e o problermna como um todo; ndo devemos perder de vista a conexdo entre os passos
principais. Por conseguinte, devemos prosseguir de acordo com uma ordem
apropriada.

Em particular, ndo seria razodvel verificar detalhes menores antes de termos
boas razGes para crer na corre¢do dos passos principais do argumento. De qualquer
maneira, se houver uma ruptura da linha principal do argumento, a verificagdo deste
ou daquele pormenor secunddrio sers inatil.

A ordem de preparagio dos detalhes do argumento pode ser muito diferente
da ordem da sua invencdo ¢ a ordem da sua apresentacdo definitiva pode ser ainda
diferente das duas. Os Elementos de Euclides apresentam os detalhes do argumento
segundo uma ordem sistemética e rigida, que term sido muito imitada e muito criticada.

3. Na exposigio euclidiana, todos os argumentos caminham num mesmo
sentido: dos dados para a incdgnita, nos “problemas de determinagfo’’, e da hipbdtese
para a conclusdo, nos “problemas de demonstragdo”. Qualquer novo elemento, pon-
to, linha etc. tem de ser corretamente deduzido a partir dos dados ou dos passos
anteriores, Qualquer nova afirmativa tem de ser corretamente demonstrada a partir
da hipotese ou de passos anteriores. Cada novo elemento, cada nova afirmativa, deve
ser examinado logo que aparecer e, portanto, tem de ser examinado urma (inica vez.
Podemos assim concentrar toda a atengdo no presente passo, sem hecessidade de
othar para trés nem para diante. O Gltimo elemento nove que temos de vetificar é a
incognita. A Gltima afirmativa cuja demonstragio temos de verificar é & conclusio.

Se todos os passos estiverem corretos, inclusive o altimo, todo o argumentc também
o estara.

A maneira euclidiana de expor pode ser muito recomendével, sem restrigSes,
se a finalidade for o exame detalhado do argumento. Em particular, se 0 argumento
for nosso, se ele for longo e complicado e se o tivermos ndo sO encontrado mas tam-
bém analisado de modo geral, de tal maneira que nada reste a ndo ser 0 exame de
cada um dos pontos particulares, entdo nada serd melhor do que apresentar ©.argu-
mento todo segundo a maneira euclidiana.

A exposicio euclidiana ndo pode, porém, ser recomendada sem reservas se a fi-
nalidade for apresentar um argumento a um leitor, ou ouvinte, que nunca haja ou-
vido falar dele. Ela é excelente para mostrar cada ponto particular, mas ji ndo serd
tio apropriada para revelar a linha principal do argumento. O LEITOR  INTELIGENTE
pode facilmente ver que todos os passos estdo corretos, mas teré grande dificuldade
em perceber a origem, o objetivo, a conexdo do argumento inteiro. A razio desta
dificuldade estd em que a ordem seguida na exposicdo euclidiana muitas vezes é exa-
tamente a inversa da ordem natural da invengdo. A exposigio euclidiana cbedece
rigorosamente 3 ordem da “‘sintese’’ (ver PAPPUS, especialmente os comentérios dos
itens 3, 4, ).

4, Em suma, a maneira euclidiana de exposi¢cdo, avangando inexoravel-
mente dos dados para a incognita, ou da hipbtese para a conclusdo, é perfeita para
verificar detalhadamente o argumento, mas estd longe da perfeicdo quando se trata
de tornar compreensivel a linha principal desse argumento.

E muito de desejar que os estudantes examinem os seus proprios argumentos
3 maneira euclidiana, partindo dos dados para a incognita e verificando cada passo,

embora nada disso lhes deva ser exigido com muito rigor. Ndo é desejdvel que o pro-

fessor apresente muitas demonstragdes de maneira puramente euclidiana, embora
esta possa vir a ser muito Gtil apbés uma discussdo, na qual, como se recomenda no
presente livro, os alunos, sob a orientag8o do professor, descubram, tanto quanto
possivel por si proprios, a idéia principal da resolug§o. Também parece bom o modo
adotado em certos livros didaticos, nos quais primeiro & apresentado um bosguejo
da idéia geral, seguido dos detalhes expostos na ordem euclidiana,

5. Desejando convencer-se da sua proposigdo, 0 matemético procura vé-la
intuitivamente e dar-lhe uma demonstragdo formal. £ possivel perceber claramente

" que ela ¢ correta? E possivel demonstrar que ela é correta? O matemético conscien-

¢ioso age nesse aspecto como uma senhora conscienciosa em suas compras. Desejando
certificar-se da qualidade de um tecido, ela quer v&-lp e tocé-lo. A intuiciio e a de-
monstragdo formal sdo duas maneiras de perceber a verdade, comparéveis 3 percepgio
de um objeto material por meio de dois sentidos diferentes: a vista e o tato.

A intuicio pode correr muito adiante da demonstracio formal. Qualquer
estudante inteligente, mesmo sem conhecimento sistemético da Geometria Espacial,
é capaz de perceber, assim que houver entendido claramente os termos, que duas pa-
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ralelas & uma terceira s3o paralelas entre si {as trés retas poder8o estar ou ndo num
mesmo plano). No entanto, a demonstragio deste enunciado, tal como aparece na
Proposicho 9, do Livro X!, dos Elementos de Euclides, precisa de uma preparagdo
longa, cuidadosa e engenhosa.

O manejo formal de regras logicas e de formulas algébricas pode ir muito
‘adiante da intuicdo. Quase todos podem ver imediatamente que 3 retas, tomadas ao
écaso, dividem o plano em 7 partes (repare na Gnica parte finita, o tridngulo formado
pelas trés linhas). Quase ninguém é capaz de perceber, mesmo concentrando ao ma-
ximo a atengdo, que 5 planos, tomados ao acaso, dividem o espago em 26 partes.
No entanto, ¢ possivel demonstrar rigorosamente gue o nimero exato é mesmo 26
e que a demonstracio ndo & sequer longa ou dificil.

Na execugdo do nosso plano, verificamos cada passo. Ao fazé-lo, contamos com
a intuicdo ou com a demonstragdo formal. Algumas vezes a intuicdo vai adiante, ou-
tras vai a demonstrago formal. Fazer as coisas das duas maneiras constitui um exer-
cicio interessante e instrutive. £ possivel perceber claramente que o passo & correto?
Sim, posso ver isto com clareza e nitidez, mas o raciocinio formal pode chegar a al-
cancé-lo? E possivel também DEMONSTRAR gue ele € correto?

Tentar demonstrar formalmente aquilo que ¢ percebide intuitivamente e per-
ceber intuitivamente aquilo que & demonstrado formalmente constitui um estimulan-
te exercicio mental. infelizmente, em aula nem sempre se dispSe de tempo para isso.
O exemplo exposto nas seqdes 12 e 14 é tipico deste procedirmento.

Figuras sdo, ndo apenas o objeto dos problemas geométricos, como também
um importante auxilio para problemas de todos os tipos, que nada apresentam de
geométrico na sua origem, Temos, assim, dois bons motivos para considerar a fungio
das figuras na resoluciic de problemas.

1. Se o nosso for um problema geométrico, teremos de considerar uma figu-
ra, que pode estar em nossa imaginacdo ou ser desenhada no papel. Em certas oca-
sides, serd melhor imaginar a figura sem desenhd-la. Mas se tivermos de examinar v4-
rios detalhes, um apés outro, serd desejivel tracar uma figura. Se os detalhes forem
numerosos, ndo poderemos imagina-los todos simultaneamente, mas eles estardo to-
dos juntos sobre o papel. Um detalhe visualizado em nossa imaginagdo pode ser es-
quecido, mas o mesmo detalhe desenhado no papel al permanece, de tal maneira
fué¢, quando a ele voltamos, relembramos as observagBes anteriores, com isto nos
poupando tempo e trabalho.

2. Passemos agora a considerar mais especificamente o emprego de figuras nos
problemas de construcio geométrica.

Comecamos a consideracdo detalhada de tais problema pelo tragado de uma
figura que contenha a incognita e os dados, todos estes elementos dispostos como
determina a condicionante do problema. Para compreender claramente o proble-
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ma, temos de considerar separadamente cada dado e cada parte da condicionante.
Em seguida, reunimos todas essas partes & consideramos a condicionante como
um todo, procurando ver simultaneamente as virias conexdes exigidas no problema.
Dificilmente seremos capazes de tratar, separar e recombinar todos esses detalhes
sem uma figura sobre o papel.

Por outro lado, antes de termos resclvido o problema, permanece a divida se
aquela figura pode ser desenhada. E possivel satisfazer toda a condicionante imposta
pelo problerma? Ndo podemos dizer sim, antes de chegarmos 3 solugio definitiva. Ndo
obstante, comecamos por presumir uma figura na qual a incdgnita esteja ligada aos
dados da maneira prescrita pela condicionante. Pode parecer que, tracando a figura,
fazemos uma suposicdo injustificada.

N¥o necessariamente, Nio agimos incorretamente guando, ao examinarmos ¢
problema, considerarmos a possibilidacdle de haver um objeto que satisfaga a condicio-
nante imposta & incognita e que mantenha, com todos os dados, as relagBes exigidas,
desde que ndo confundamos a simples possib'ilidade com a certeza. Um juiz ndo age
incorretamente quando, ac questionar um réu, considera a hipdtese de que este co-
meteu o crime em questio, desde que ele ndo se comprometa com esta hipbtese.
Tanto o matematico como o juiz podem examinar a possibilidade sem preconceito,
adiando o seu julgamento para guando o exame da questdo tiver fornecido algum
resultado definitivo,

O método pelo qual se inicia o exame de um probiema geométrico pelo tragado
de uma figura em que, por suposi¢do, a condicionante é satisfeita, remonta aos
gedbmetras gregos. Ele é indicado pela frase curta e alge enigmidtica de Pappus: Admi-
ta que o necessario jd foi feito. A recomendacgdo seguinte é menos sucinta, porém
mais clara: Trace uma figura hipotética que suponha a condicionante do problema
satisfeita em todas as suas partes.

Esta é uma recomendacao aplicivel a problemas de Geometria, mas ndo preci-
samos restringir-nos a qualquer tipo particular de problema, podemos extendé-la
a todos os “problemas de determinagdo”, enunciando-a da seguinte forma genérica:
Examine a situacdo hipotética na qual se admite gque a condicionante é plenamente
satisfeita.

Compare com PAPPUS, 6.
3. Tratemos agora de alguns pontos referentes ao proprio desenho das figuras.

{l} Devemos tragar as figuras com exatiddo ou s6 aproximadamente, com
instrumentos ou a mdo livre?

Ambos 0s casos apresentam suas vantagens. As figuras exatas, em principio,
desempenham, na Geometria, as mesmas fungdes desempenhadas na Fisica pelas me-
digdes. Mas, na pratica, a exatiddo das figuras € menos importante do que as leis da
Fisica. O principiante deverd, porém, desenhar muitas figuras com toda a exatidéo
possivel para adquirir uma boa base experimental. Além disso, as figuras exatas po-



demn também sugerir teoremas geométricos aqueles mais adiantados. No entanto,
para fins de raciocinio, as figuras cuidadosamente tragadas a méo livre sdo geralmente
satisfatorias e podem ser feitas com muito maior rapidez. E evidente que a figura
ndo deveri parecer ahsurda: as linhas retas ndo deverdo ser sinuosas nem os pretensos
circulos apresentar o aspecto de batatas.

Uma figura inexata pode ocasionalmente indicar uma falsa conclusdo, mas es-
te risco ndo é grande e hd vérios meios de nos protegermos dele, particularmente
fazendo variar a figura. Ndo havera nenhum perigo se nos concentrarmos Nas cone-
x0es 16gicas e percebermos que a figura é um auxilio, nunca a base das nossas conglu-
sbes. As conexdes logicas constituem a base real. [Este ponto é ilustrado de modo
instrutivo por certos conhecidos paradoxos que aproveitam habilmente a inexatiddo
intencional da figura.]

{11} E importante que os elementos sejam reunidos com as necessérias correla-
cbes, mas a ordem da sua colocagio é irrelevante. Portanto, escolha a ordem mais
conveniente. Para ilustrar a idéia da trisecio, deseja-se tracar dois dngulos, a« e f,
tais que o« = 3B. Partindo de um & arbitrério, pode-se construir § a régua e com-
passo. Assim, escolhe-se um § relativamente pequeno, embora arbitrério, e a partir
de 8 traca-se facilmente a.

{11} A figura ndo deve sugerir nenhuma particularizagdo indevida. As diferentes
partes da figura nfo devem exibir relacGes aparentes que ndo sejam exigidas pelo pro-
blema. As linhas ndo devem ser iguais, ou perpendiculares, quando elas nio o forem
necessariamente, Qs tridngulos ndo devemn parecer isbsceles, ou retangulos, quando
tal propriedade ndo for exigida no problema. O tridngulo cujos angulos sdo 45°,
60° e 75° & aquele, no sentido bem preciso da palavra, mais “remoto” tanto do
isbsceles como do retingulo.* Trace esse triingulo, ou um outro ndo muito diferente,
quando desejar considerar um tridngulo “geral”.

{IV} Para destacar as diferentes fungdes das diversas linhas, podemos usar li-
nhas grossas ou finas, continuas ou pontilhadas, ou de cores diferentes. Podemos
tragar uma delas muito de leve, se ainda ndo estiver decidido se a mesma serd utiliza-
da como linha auxiliar. Podemos tracar os elementos dados a lapis vermelho e usar
outras cores para destacar partes importantes, como um par de tridngulos seme-
lhantes etc.

{(V} Para ilustrar problemas de Geometria Espacial, devemos usar modelos
tridimensionais ou desenhos no papel, ou no quadro-negro?

*Se o3 dnguios de um tribngulo forem o, 5 & v & 90° > a > g >+, pelo menosumas
das diferencas 90° — o, e — §, 8 — ¥ 616°, andoserqua o« = 76°, 8 = 60° @ y = 45°,
De fato.

3090° —a) + e — 8) + {3 — )
6

= 15°

Os modelos tridimensionais sdo convenientes, mas de dificil preparo e dispen-
diosos. Assim sendo, precisamos nos contentar com desenhos, embora nfo seja facil
fazé-los expressivos. Algumas experiéncias com modelos improvisados de papeliio
sio muito desejéveis para principiantes. E atil tomar objetos a mdo, ou circundantes,
como representacies de nogbes geonétricas. Assim, uma caixa, a sala de aulas podem
representar o paralelepipedo retdngulo; um l&pis, o cilindre circular; um abajur, um
tronco de cone circular reto etc.

4. Figuras tracadas no papel sdo ficeis de preparar, de reconhecer e de lem-
brar. As figuras planas nos sdo particularmente familiares, os problemas de Geometria
Plana, especialmente acessiveis. Podemos aproveitar-nos destas circunstincias, pode-
mos utilizar, no manejo de objetos ndo-geométricos, a nossa aptidfo para manipu-
lar figuras, se conseguirmos encontrar uma representacio geométrica adequada para
aqueles objetos ndo-geométricos.

De fato, asrepresentagOes geométricas, como graficos e diagramas de toda sorte,
sdo usados em todas as ciéncias, ndo s6 na Ffsica, na Quimnica e nas Ciéncias Naturais,
como também na Economia e, até mesmo, na Psicologia. Com o auxilio de represen-
tacOes geométricas apropriadas, procuramos tudo expressar em linguagemn gréfica,
tentamos reduzir problemas de qualguer tipo a problamas geométricos.

Desse modo, mesmo que ndo se trate de um problema de Geometria, é possivel
tentar tragar urna figurs. A procura de uma licida representagiio geométrica para urm
prablema ndo-geométrico constitui um importante passo no sentido da solucdo.

Generalizagdo é a passagemn da consideragdo de um elemento para a considera-
¢d0 de um conjunto que contém esse elemento; ou a passagem de consideragio de um
conjunto para um conjunto mais abrangente, que contém o conjunto restrito.

1. 8e, por acaso, nos depararmos com a soma
1+8+ 27 +64 =100
poderemos observar que ela pode ser expressa sob a seguinte forma curiosa:
1P+ 22+ 3+ 4 =107

QOra, é natural que nos perguntemos: ocorrerd muitas vezes que a soma de cu-
bos sucessivos tais como

1P +2+3+4 4+ . +n°

seja um quadrado? Ao fazermos esty pergunta, generalizamos. E esté & uma gene-
ralizagdo feliz, pois ela nos leva de uma simples observacio a uma notéve! lei geral.
Em Matemidtica, Fisica, Ciéncias Naturais, muitos resultados foram alcangados gragas
a generalizagBes felizes. Ver INDUGAD E INDUGAQO MATEMATICA.
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2. A generalizac@o pode ser Gtil na resolugfio de problemas. Tome-se o seguin-
te problema de Geometria Espacial: “Uma reta ¢ um octaedro regular sio dados por
sua posicdo. Encontrar um planc que passe pela reta dada e que divida ao meio o
volume do octaedro dado’’. Este problema pode parecer dificil, porém, de fato, bas-
ta alguma familiaridade com a forma do octaedro regular para sugerir o seguinte pro-
‘blemna mais geral: “Uma reta e um sdlido com centro de simetria sdo dados por sua
posi¢do. Encontrar um plano que passe pela reta dada e que divida ao meio o volume
do sdlido dado.”” O plano pedido passa, naturalmente, pelo centro de simetria do $6-
lido ¢ fica determinado por este ponto e pela reta dada. Como o octaedro tem um
centro de simetria, o problema original fica também resolvido.

O leitor ndo deixard de observar gque o segundo problema & mais geral que o
primeiro e, ndo obstante, mais ficil. De fato, o que conseguimos ao resolver o primei-
ro problema foi inventar o segundo probfema. Ao inventé-lo, reconhecemos o papel
do centro de simetria; desenredamos a propriedade do octaedro que é essencial ao
nosso problema, qual seja, que ele tem um centro de simetria.

O problema mais geral pode ser mais facil de resoiver. Esta afirmativa parece
paradoxal mas, depois do exemplo acima, ndo nos deve surpreender. O mais impor-
tante ao resolver o problema particular foi a invengdo do problema geral. Depois
disto, somente restou uma pequena parte. Assim, neste caso, a resolucdo do problema
geral é apenas uma pequena parte da resolucdo do problema particular.

Ver PARADOX0 DA INVENCAO.

3. "Calcular o volume do tronco de uma pirdmide de base quadrada, sendo
dados o lado da base inferior, 10 cm, o lado da base superior, 5 cm, e a altura do
tronco, & cm.” Se substituimos os nimeros 10, 5, 6 por letras, por exemplo, a, b, c,
generalizamos. Chegamos a um problema mais geral que o original, que é o seguinte:
“Calcular o volume do tronco de uma pirémide de base quadrada, sendo dados o
lado @ da base inferior, o lado b da base superior e a altura ¢ do tronco. “Esta
generalizacio poderd ser muito (til. Ao passarmos de um problema “numérico’
para um problema “literal”, ganharemos acesso a novos procedimentas, poderemos
variar os dados e, ao fazé-lo, poderemos verificar de vérias maneiras os resultados.
Ver E POSSIVEL VERIFICAR O RESULTADO? 2 ¢ VARIACAO DO PROBLEMA, 4.

Heuristica, Heurética ou “ars inveniendi’” era o nome de um certo ramo de
estudo, ndo bem delimitado, pertencente a Légica, & Filosofia ou 3 Psicologia, muitas
vezes delineado mas raramente apresentado com detalhes, hoje praticamente esque-
cido. O objetivo da Heur(stica é o estudo dos métodos e das regras da descoberta e
da invencdo. Alguns indicios desse estudo podem ser encontrados em trabalho dos co-
mentaristas de Euclides. A este respeito, PAPPUS tem uma passagem particularmente
interessante. As mais famosas tentativas de sistematizacio da Heurfstica devem-se
a DESCARTES ¢ a LEIBNITZ, ambos grandes matemdticos e filésofos. Bernard
BOLZANOD apresentou notivel descriciio pormenorizada da Heurlstica. O presente li-
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vro é uma tentativa de reviver este estudo de forma moderna e modesta. {Ver
HEURISTICA MODERNA.)

Heuristico, adjetivo, significa “‘que serve para descobrir”,

Heuristica moderna procura compreender o processo solucionador de proble-
mas, particularmente as operagdes mentais, tpicas desse processo, que tenham uti-
lidade. Dispde de vérias fontes de informagGes, nenhuma das quais deve ser despre-
zada. Um estudo consciencioso da Heur{stica deve levar em conta, tanto as suas ba-
ses lbgicas quanto as psicologicas. Ndo deve esquecer aquilo que autores antigos como
Pappus, Descartes, Leibnitz e Bolzano escreveram sobre o assunto, mas muito menos
pode desprezar a experi@ncia imparcial. A experiéncia na resolugdo de problemase a
experidncia na observagdo dessa atividade por parte de outros devem constituir a
base em que se assenta a3 Heurlstica. Neste estudo, nfo devemos descurar nenhum
tipo de problema, e sim procurar aspectos comuns na maneira de tratar de problemas
de toda sorte: devemos considerar os aspectos gerais, independentemente do assunto
especifico do problema. O estudo da Heurfstica tem objetivos “préticos’': melhor
conhecimento das tipicas operagies mentais que se aplicam & resolugdo de problemas
pode exercer uma certa influéncia benéfica sobre o ensino, particularmente sobre o
ensino da Matemética.

O presente livro constitui a primeira tentativa de realizagio de tal programa.
Passaremos agora a descrever como of diversos artigos que compdem este Dicionério
ajustam-se a0 programa.

1. A nossa lista &, de fato, uma relagio de operagtes mentais tipicas e Gteis
na resolugio de problemas; as indagagGes e sigestdes nela relacionadas indicam tais
operagdes. Algumas destas sdo novamente descritas na Segunda Parte e outras sdo
mais detathadamente discutidas e exemplificadas na Primeira Parte.

Para maiores informacdes acerca de indagacBes e sugestdes da lista, o leitor
deverd procurar aqueles quinze artigos do Diciondrio cujos tftulos correspondem as
entradas dos quinze parigrafos da lista: QUAL E A INCOGNITA? E POSSIVEL SATISFA-
ZER A CONDICIONANTE? TRACE UMA FIGURA, . .. E POSSIVEL UTILIZAR O RESUL-
TADO? O leitor que desejar informacdo sobre um determinado item da lista, deverd
comecgar pela verificagdo das primeiras palavras do paragrafo que contém o item e,
em seguida, procurar no Diciondrio o artigo que tem por titulo essas primeiras pala-
vras. Por exemplo, a sugestiio “Volte ds definigbes’ consta do paragrafo da lista cuja
frase inicial &: € POSSIVEL REFORMULAR O PROBLEMA? Sob este titulo o leitor en-
contrar§ uma remisséo a DEFINIGOES, artigo no qual 2 sugestio em causa estd expli-
cada e exemplificada,

2. O processo solucionador de problemas é complexo, pois apresenta diversos
aspectos diferentes. Os doze principais artigos deste Dicionério estudam, com certa
extensdo, alguns desses aspectos. Passamos em seguida a mencionar seus tftulos.
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Quando trabalhamos intensamente, sentimos com nitidez o progresso do nosso
trabalho. Ficamos jubilosos quando esse progresso é répido e deprimidos quando é
lento. O que é essencial ao PROGRESSO E CONSECUGAO do nossa trabalho? O artigo
que trats desta questdo é citado muitas vezes ¢ deve ser fido logo no inicio deste estudo.

Ao tentarmos resolver um probiema, consideramos urn a um dos seus aspectos,
ngo!vernos 0§ Mesmos incessantements na nossa mente: a VARIAGAO DO PROBLEMA
¢ essencial a0 nosso trabalho. Podemos variar o problema pela DECOMPOSICAD E RE.
COMBINAGAD dos seus elementos ou pela utilizagSo dos recursos de GENERALIZA-
CAQ, PARTICULARIZACAO e ANALOGIA, A variagio do problema pode nos levar
3 ELEMENTOS AUXILIARES ou a descoberta de um PROBLEMA AUXILIAR mais aces-
sivel.

Precisamos distinguir com clareza dois tipos de problemas: PROBLEMAS DE DE-
TEAMINACAC ¢ PROBLEMAS DE DEMONSTRAGAO. Nossa lista & particularmente
apropriada a *‘problemas de determinacio”. Teremos de rever e alterar algumas
das suas indagagtes e sugestSes para aplici-las também acs “problemas de demons-
tragdo”,

Em problemas de todos os tipos, mas particularmente nos problemas ma-
temdticos que ndo sejam simples demais, a NOTAGAO adequadae as FIGURAS
geométricas constituem grandes e indispensavais auxilios.

3. Dos vérios aspectos apresentados pelo processo solucionador, alguns nio
sfo considerados neste livro e outros o sfo muito resumidamente. Justifica-se, ereio
ey, huma pequena exposicio introdutdria, a exclusdo daqueles pontos que pode-
riam parecer muito sutis, técnicos ou controversos.

O RACIOCINIO HEURISTICO, que é provisrio e apenas plausivel, é importante
na descoberta da solugdo, mas nfo o tome por uma demonstragdo. E preciso pre-
sumir, mas ndo esqueca: EXAMINE A SUA SUPOSICAO. A natureza dos argumentos
heurfsticos é discutida em SINAIS DE PROGRESSO, mas a discussio deste assunto
poderia ir mais longe,

A consideragdo de certos padrées lagicos & importante para o nosso tema, mas
pareceu-nos aconselhdvel ndp acrescentar nenhum artigo técnico. H4 apenas dois ar-
tigos predominantemente dedicados a aspectos psicolégicos, sobre PERSISTE NCIA, ES-
PERANGCA, SUCESSO e sobre TRABALHO SUBCONSCIENTE. No artigo REGRESSAQ,
menciona-se, de passagem, uma observag3o referente 3 psicologia animal.

Destacamos que todos os tipos de problemas, especialmente PROBLEMAS PRA.-
TICOS e, até mesmo, ENIGMAS situam-se no campo da Heurfstica. Também alerta-
mos para o fato de que REGRAS DE DESCOBERTA infaliveis ficam fora do escopo da
pesquisa séria. A Heur/stica trata do comportamento humane em face de problemas,
E de presumir que isto venha ocorrendo desde os primordios da sociedade humana e a

quintesséncia de antigas observagdes a respeito parece ter sido preservada na SABEDO-
RIA DOS PROVERBIOS,

4. Inclufmeos artigos sobre questSes particulares e outros, referentes a as-
pectos mais gerais, sd0 mais extensos porque poderdo ter, no todo ou em parte,
interesse especial para professores e estudantes.

Hi artigos que tratam de questdes metodoldgicas muitas vezes relevantes na
Matemética elementar, tais como PAPPUS, REGRESSAO {j4 mencionado no item 3),
DEMONSTRACAO POR ABSURDO E DEMONSTRACAOQ INDIRETA, INODUCAD E
INDUGAD MATEMATICA, EQUACIONAMENTO, TESTE DIMENSIONAL E POR QUE
DEMONSTRAR? Alguns artigos dirigem-se mais em particular aos professores, como
PROBLEMA ROTINEIRO e DIAGNOSTICO e outros aos estudantes, como O FUTURO
MATEMATICO, O LEITOR INTELIGENTE ¢ O SOLUCIONADOR DE PROBLEMAS IN-
TELIGENTE,

Deve-se aqui mencionar que os didlogos entre o professor e seus alunos, que
aparecem nas segdes 8, 10, 18, 19, 20 e em vérios artigos do Dicionério, podem ser-
vir de modelos ndo s& para professores como também para aquele gue procura
sozinho resolver os seus problemas. A descrigio do pensamentc como um ‘‘dis-
curso mental”, como uma espécie de conversagdo do pensador consigo préprio,
nfo & inapropriada. Qs didlogos em questdo revelam o progresso do processo so-
lucionador, Aquele que procura resolver o problema, ao falar consigo mesmo, poderé
progredir da maneira indicada.

B, N3o mencionaremos todof os artigos, somente alguns poucos serio
citados. Certos artigos contdm observacBes sobre a historia do nosso assunto, sobre
DESCARTES, LEIBNITZ, BOLZANO, sobre a HEURISTICA, sobre TERMOS, ANTIGOS E
NOVOS e sobre PAPPUS (este GItimo }4 mencionado no item 4.)

Alguns artigos procuram expiicar termos técnicos: CONDICIONANTE, COFIO!_.A—
RIO, LEMA. i

QOutros contém apenas remissdes e vio assinalados por adagas [ 1] no Sumdrio,

6. A Heuristica visa 3 generalidade, ao estudo de procedimentos que inde-
pendem do assunto em questdo e sfo aplicdveis a problemas de toda sorte. A presente
exposicio, porém, apresenta como exemplos quase exclusivamente problemas da
Mateméatica elementar. Ndo se deve esquecer que isto representa uma restrigio,
mas espera-se que tal ndo prejudique seriamente o carter do nosso estudo. De fato,
os problemas da Matemaética elementar apresentam toda a variedade desejével e o
estudo da sua resoluclio & acessive! e interessante. Além disso, os problemas ndo-ma-
teméiticos, embora raras vezes citados como exemplos, ndp ficaram inteiramente
esquecidos. Os problemas matematicos mais avangados nunca estdo diretamente men-
cionados, mas eles constituem a base real de presente exposicdo. O matemético ex-
periente, que tenha interesse por este tipo de estudo, poderd acrescentar exemplos
tirados da sua prépria experiéncia para elucidar os pontos aqui ilustrados por exem-
plos elementares.
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7. O autor deseja reconhecer a sua divida e expressar a sua gratiddo para com
alguns autores modernos, ndio mencionados no artigo HEURISTICA. Sdo eles o fisico
e filosofo Ernst Mach, o matematico Jacques Hadamard e os psicolégos William Ja-
mes e Wolfgang Kohler. Deseja ainda mencionar ¢ psicélogo K. Duncker € o mate-
mético F. Krauss, cuja obra {publicada depois que a sua pesquisa estava bem adian-
tada e parcialmente publicada) revela certas observagbes paralelas.

idéia brilhante, ou “hoa idéia”, & uma expressdo coloquial que significa um si-
bito avango no sentido da soluglo (ver PROGRESSO E CONSECUCAQ, 6). O’ apareci-
mento de uma idéia brilhante 6 uma experiéncia que todos conhecem, mas & difi-
cil descrevé-la e, portanto, parece interessante observar que uma autoridade tio an-
tiga como Aristoteles fez dela, incidentalmente, uma sugestiva descrigio.

Quase todos concordam gque a concepgdo de uma idéia brilhante é um “ato de
sagacidade™. Aristoteles define assim ‘“sagacidade’’: “Sagacidade é chegar instanta-
neamente, por intuigdo, 3 conexdo essencial. Como, por exemplo, se alguém vir
uma pessoa a falar de uma certa maneira com um homem rico, poders imediatamente
adivinhar que essa pessoa estd tentando tomar dinheiro emprestado. Ou, ao obser-
var que o lado brilhante da Lua est4 sempre voltado para o Sol, poderé repentinamen-
te perceber que a Lua brilha porque & iluminada pelo Sol”.

O primeiro, sem ser mau exemplo, é muito trivial: ndo é preciso muita sagacida-
de para imaginar coisas deste tipo quando se trata de gente rica e dinheiro; portanto,
a idéia ndo é muito brilhante. O segundo exemplo torna-se, porém, particularmente no-
tével se fizermos um pequeno esforgo de imaginagSo para situd-lo na época apropriada,

Devemos lembrar que um contemporanec de Aristdteles teria de observar o
Sol e as estrelas se quisesse saber as horas, pois nio dispunha de relégios de pulso,
e de observar as fases da Lua se pretendesse viajar & noite, pois ndo havia iluminacio
pablica. Estava ele muito mais familiarizado com o céu do que o habitante de uma ¢i-
dade moderpa e a sua inteligéncia natural ndo estava obscurecida por fragmentos
mal digeridos de informagdes jornal(sticas sobre teorias astrondmicas. Ele via a Lua
cheia come um disco plano, semelhante ao disco solar, embora muito menos brilhan-
te. Ele devia ter meditado sobre as incessantes variagtes na forma e na posicio da
Lua. Ele observara também, ocasionalmente, a Lua 3 luz do dia, perto do nascer ou
do pdr do Sol, e concluira que o “lado brilhante da Lua estd sempre voltado para
o Sol"”, o que era, por si prépria, uma notéve! conclusio. E entdo ele percebe que os
aspectos varidveis da Lua sdo como os varios aspectos de uma bola que é ilumina-
da de um lado, de maneira que apenas a metade fica brilhante e a outra na semi-escu-
riddo. Ele concebe o Sol e a Lua ndo como discos planos, mas como corpos redondos,
um deles & fornecer e outro a receber a luz. Ele parcebe a conexéo essencial, reformu-
{a a sua anterior concep¢do ‘‘instantaneamente’’; hd um repentino salto de imagina-
¢éio, surge uma idéia brilhante, uma centelha de génio.
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Indugio e indugio matemdtica. A indugio é 0 processo da descoberta de leis
gerais pela observagio de casos particulares. E utilizada em todas as ciéncias, inciu-
sive na Matemética. A indugdo matemética ¢ utilizada exclusivamente na Matemdética,
para demonstrar teoremas de um certo tipo. E de lamentar que estes nomaes estejam
relacionados, pois hd muito pouca conexdo légica entre os dois processos. H4 no en-
tanto, alguma conexfo préitica, pois muitas vezes utilizamos ambos conjuntamen-
te. Vamos ilustrar todos os dois pelo mesmo exemplo.

1. Podemos observar, por acaso, gue

1+8+ 27 + 64 =100

e reconhecendo ot cubos e o guadrado, podemos apresentar o fato observado sob
a forma mais interessante:

1° + 28 +3 +4° =10%

Como terd ocorrido isto? Acontecerd muitas vezes que a soma dos cubos dos inteiros
sucessivos seja um quadrado perfeito?

Ao assim indagarmos, procedemos como o naturalista que, impressionado por
uma planta estranha ou por uma formacdo geolbgica singular, concebe uma indaga-
¢fo geral. A nossa indagacdo geral é relativa 4 soma de cubos dos inteiros sucessivos.

1B +224+3 + ...+

Fomos a ela levados pelo “caso particular” de n = 4.
O que podemas agora fazer? O que faria o naturalista: estudar outros casos par-

ticulares. Os casos de n = 2, 3 s¥o ainda mais simples; o caso de n = 5 éose-
guinte. Acrescentemos, por amor & uniformidade e 3 inteireza, o caso de n = 1.
Dispondo ordenadamente todos estes casos, cOmo um geblogo disporia suas amostras

de um certo mineral, chegariamos 4 seguinte tabela:

1 = 1 = 1
1+8 = g = 32
1+8+ 27 = 36 = §°
1+8+ 27 + 64 =100 = 10°
1+8+27+64+125 = 228 = 15°

€ diffcil acreditar que todas estas somas de cubos sucessivos sejam quadrados perfei-
tos por mero acaso. Numa circunstincia semelhante, o naturalista teria poucas dl?-
vidas de que a lei geral sugerida pelos casos particulares sté entdo observados estaria
certa: a lei geral teria ficado guase demonstrada por inducéo. O matemético mafni-
festa-se com mais reserva, embora raciocine essencialmente da mesma maneira.
Diria ele que o seguinte teorema é fortemente sugerido por indugdo:
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A soma dos primeiros cubos € um quadrado perfeito.,

2. Fomos levados a conjecturar uma lei notdvel, um pouco misteriosa. Por

que seriam guadrados perfeitos essas somas de cubos sucessivos? No entanto, tudo
indica que o sdo.
, QO que faria 0 naturalista numa tal situaco? Ele continuaria a examinar a con-
jectura, seguindo linhas de pesquisa. O naturalista pode acumular maiores provas ex-
perimentais. Se desejarmos fazer o mesmo, teremos de verificar os casos seguintes,
de n = 86,7..... 0O naturalista pode também reexaminar os fatos cuja observacio o
levou 4 sua conjectura: ele os compars cuidadosamente, procura descobrir alguma re-
gularidade mais expressiva, alguma outra analogia. Sigamos esta linha de pesquisa.

Reexaminemos oscasos de 7 = 1, 2, 3, 4, 5, que estéio mostrados na tabela.
Por que sa3o estas somas quadrados perfeitos? Suas bases respectivas sfo 1, 3, 10, 15.
O que hd de notivel nestas bases? Haverd alguma regularidade mais significativa,
alguma analogia? Seja como for, elas n¥o parecem crescer muito irregularmente.
Como crescem? A diferenca entre dois termos consecutivos dessa segiiéncia também
estd crescendo. :

3I-1=2 6 —3 =3,

10 — 6 = 4, 15 — 10 = b.

Ora, estas diferengas sio notavelmente regulares. Podemos ver aqui uma surpreen-
dente analogia entre as bases daqueles quadrados, uma notével regularidade nos ni-
meros 1, 3, 6, 10, 15:

=1

1+ 2

1+2+3

10 =1+2+3+4
15=1+2+3+4+5

D W -
]

Se esta regularidade for geral (e é diffcil acreditar no contrério), o teorema de que
suspeitamos toma uma forma mais precisa, que é:

B+2+32+8+. .+ =1+2+3+44+ ... +p)2

3. A lei que acaba de ser formulada foi encontrada por inducgic e o modo
pelo qual & ela se chegou nes da da indugdo uma idéia que é inevitavelmente unilate-
ral e imperfeita, mas nfo distorcida. A induciic procura encontrar regularidade e
coeréncia nos fatos observados. Seus mais notdveis instrumentos sfo a generalizacio,
a particularizaglo e a analogia. A generalizagiio por tentativas parte de um esforgo
para compreender os fatos observados; baseia-se na analogia e é verificada por meio
de outros casos particulares.

an

Eximimo-nos de maiores comentirios sobre a indugdo, assunto que é objeto
de grande controvérsia entre os filbsofos. Mas devemos acrescentar que muitos
fatos mateméticos foram primeira encontrados por indugdo e demonstrados depois.
A Matemética, apresentada com rigor, ¢ uma ciéncia dedutiva sisteméatica, mas a
Matemética em desenvolvimento & uma ciéncia indutiva experimental.

4, Na Matemética, assim como nas Ciéncias Fisicas, podemos utilizar a
observacio e a indugfio parz a descoberta de leis gerais. Mas existe uma diferenga,
Nas Ciéncias Fisicas nfo hd autoridade maior do que a observacdo e a indugio, en-
quanto na Matemdtica hd uma tal autoridade: a demonstragdo rigorosa.

Depois de trabalhar experimentalmente por algum tempo, seria bom mudar
de ponto de vista. Sejamos rigorosos. Acabamos de descobrir um resultado interes-
sante, mas o raciocinio que nos levou até ele foi apenas plausivel, experimental,
provisdrio, heuristico. Tentemos estabelecé-lo definitivamente por meio de uma de-
monstragdo rigorosa,

Chegamos agora a um “problema de demonstracio”: demonstrar ou refutar
o resultado j4 enunciado (ver o item 2, acima).

H4 uma pequena simplificagdo. Possivelmente sabemos que

nin + 1}_
2

1+2+3+...+n=

De qualquer modo, isto é facil de verificar. Tome um retingulo de lados
n e n + 1, eo divida em metades, por uma linha em ziguezague, tal como é mos-
trado na figura 18 a para o caso de 7 = 4. Cada metade temn a forma de “escada” e
asuadreaéexpressapor 1 + 2 + ..., +n,paran=4,serd 1 +2+3+4
{ver figura 18 b). A érea total do retingulo é n {n + 1}, da qual a drea em “‘escada’”
é a metade. A férmula estad demonstrada,

Figura 18
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Por inducdo, pedemos transformar o resuitado que acabamos de encontrar em

2
P42 +3 4. n3=(n—(ﬂ-:—”-)
2
6. Se ndo tivermos iddia de como demonstrar este resultado, poderemos pelo
_menos verificd-lo. Ensaiemos o primeiro caso que ainda ndo verificamos, de n = 6,
Para este valor, a formula fornece

2
1+8+27+64+125+216=(GXT)
2

que se revela verdadeira, pois os dois membros sdo iguais a 441,

E possivel verificar esta férmula com maior rigor. Mas é muito provével que ela
seja genericamente verdadeira, verdadeira para todos os valores de n. Psrmanecerd
verdadeira quando passamos de qualquer valor de n para o valor seguinte, 7 + 1?7
Ao lado da férmula acima expressa, deveremos também ter

2
13+23 +33+....+ﬂ'3+‘ﬂ+1]3 =(tﬂ+” {n-l-zl)
2

Ora, é:possivel uma verificagdo simples. Subtraindo desta a farmula anterior, teremos

;n+na=({“" o+ 2\ (nin+ NY
2 2

Esta {ltima &, pofé'm, facil de verificar. O segundo termo pode ser expresso como

1 2
({n; }) [(n+2]2—n2]=(n;1)2[nz+4n+4—n2]

{n + 19

4

An+ 8 =(n+ 12 {n+1)=1(n+ 1P

A nossa férmula, encontrada experimentalmente, passou num teste vital.

Examinemos cuidadosamente o significado deste teste. Verificamos, sem som-
bra de divida, que

(n+1}3={"+” {n +2) 2_ ntn + 1Y
2 2

Ndo sabemos ainda se

é verdadeira. Mas se soubéssemos gue esta era, verdadeira, poderfamos concluir,
somando a ela a equacgdc que verificamos sem sombra de divida, que

{n + 1 (nr-l-2))2

13+23+33+....+n3+tn+1}3=(
2

tambdém & verdadeira, o que equivale & mesma afirmativa para o inteiro seguinte
n + 1. Dra, sabemos jé que a nossa conjectura éverdadeirapara n = 1, 2,3,4,5,6.
Em virtude daquilo que acabamos de dizer, a conjectura, sendo verdadeira para
n = 6, deverd ser também verdadeira para n = 7, sendo verdadeira para
n = 7 é verdadeira para n = 8; sendo verdadeira para n# = 8 & verdadeira para
n = B e assim sucessivamente. Ela é vilida para todos os valores de n, estd demons-
trado que é genericamente verdadeira.

6. A demonstragdo precedente pode servir de modelo para muitos casos
semethantes. Quais sfio os aspectos essenciais desse modelo?

A afirmativa que temos a demonstrar deve ser apresentada antecipadamente,
de forma precisa. Ela deve depender de um inteiro #.

A afirmativa deve ser suficientemente “explicita”, de tal modo que tenhamos
alguma possibilidade de verificar se ela permanece verdadeira na passagem de »n
para o inteiro seguinte n + 1, '

Se conseguirmos realmente verificar isto, poderemos utilizar a experiéncia
obtida na verificaciio para concluir que a afirmativa deve ser verdadeira para n + 1,
desde que o seja para n. Quando chegarmos a este ponto, bastard sabermos que a
afirmativa é verdadeira para n = 1; dal se segue para n = 2; daf se segue para
n = 3 e assim por diante. Ao passarmos de qualquer niimero inteiro para o seguinte,
demonstramos genericamente a afirmativa,

Este processo é usado com tanta freqiéncia que merece um nome. Poderfamos
chamé-lo de “demonstracio de n» para n + 1" ou, ainda mais simplesmente, de
“passagem para o inteiro seguinte”. Infelizmente, o termo técnico aceito é “'inducdo
matemética”, denominacic esta resultante de uma circunstncia aleatoria. A afir-
mativa rigorosa que temos a demonstrar pode provir de qualquer crigem, mas que ori-
gem é essa é irrelevante do ponto de vista l6gico. Ora, em muitos casos, como neste
aqui discutido em detalhe, a origem é a indugdo, a afirmativa é encontrada experi-
mentalmente e, assim sendo, a demonstragiic aparece como um complemento mate-
mético & indugdo. Explica-se por isto a denominagéo.

7. Eis aqui um outro ponto, um pouco sutil, mas importante, para quern de-
seja encontrar demonstracSes por si proprio. Como se viu, chegamos a duas diferen-
tes afirmativas por indugdo e observagdo, a primeira no item 1 e a segunda no item 2.
A segunda era mais precisa do que a primeira. Tratando da segunda afirmativa, en-
contramos uma possibilidade de verificar a passagem de n para n + 1 e assim con-
seguimos chegar a uma demonstragio por “indu¢do matemdtica”. Tratando da pri-
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meira afirmativa, sem termos conhecimento da precisdo acrescentada pela segunda,
muito dificilmente serfamos capazes de encontrar uma tal demonstragio. Com efeito,
a primeira afirmativa é menos precisa, menos “‘explicita’’, menos "tangivel”, menos
susceptivel & verificagdo, do que a segunda. A passagem da primeira para a segunda,
da formulagio menos precisa para 8 mais precisa, constituiu um importante prepa-
rvativo para a demonstragao final.

Esta circunstincia apresenta um aspecto paradoxal. A segunda afirmativa é
mais forte e implica imediatamente na primeira. Enquanto isto, a primeira afirmati-
va, mais “nebulasa”, dificilmente poderia implicar na segunda, mais precisa. Assim,
¢ mais facil dominar ¢ teorema mais forte do que o mais fraco. Nisto consiste o
PARADOXD DA INVENCAD.

J o viu antes? E possivel que j& tenhamos resolvido antes o mesmo problema
que ora nos ¢ apresentado, ou ouvido falar dele, ou encontrado um problema muito
semelhante. Estas s3o possibilidades que nfo devemos deixar de examinar. Tentemos
lembrar do que ocorreu. Jd o viu antes? Ou jd o viu sobr uma forma ligeiramente di-
ferente? Mesmo que as respostas sejam negativas, tais indagacBes podem dar inicio a
mobilizacio de conhecimentos lteis.

A indagagdo do titulo deste artigo é muitas vezes feita com um sentido mais
geral. Para obter a solugio, temos de extrair da meméria elementos relevantes, temos
de mobilizar fragmentos latentes de nosso conhecimento (PROGRESSO E CONSECU-
CA0). Nao podemos, naturalmente, saber de antemfo quais desses fragmentos laten-
tes serdo relevantes, mas ha certas possibilidades que nfo podemos deixar de exa-
minar, Assim, qualquer aspecto do problema presente que tenha desempenhado um
papel na solugcdo de algum outro problema poderd ser de novo Gtil. Portanto, se
qualguer aspecto do problema presente nos parecer de possivel importdncia, devemos
tentar reconhecé-lo, O que é? Conhece-o? J o viu antes?

Leibnitz, Gottfried Wilhelm (1646-1716), grande matemitico e filésofo, pen-
sou em escrever uma “Arte da Invencio’’, mas nunca chegou a realizar este seu inten-
to. Numerosos fragmentos dispersos em sua obra revelam, porém, que ele mantinha
idéias muito valiosas sobre o assunto, cuja importancia foi muitas vezes por ele real-
cada. Assim, escreveu Leibnitz: “Nada é mais importante do que observar as origens
da invencgdo, as quais sdo, na minha opinifo, mais interessantes que as proprias in-

vengles'’,

Lema quer dizer “tecrema auxiliar’’. A palavra & de origem grega e a sua tra-
ducda literal seria "‘que se admite™.

Suponha-se que procuramos demonstrar o teorema A, Somos levados a crer
em um outro teorema B; se 8§ for verdadeirc poderemos, talvez, demonstrar A.

Admitimos B8 provisoriamente, deixando para mais tarde a sua demonstracio, e
proseguimos com a demonstragio de A. Assim, B é admitido como um teorema
auxiliar do teorema proposto A. Esta breve descriclio é razoavelmente tipica e expli-
ca o atual significado da palavra “lema”.

Notaglio. Para sentir as vantagens de uma notacdo bem escothida e bem conhe-
cida, bastarad tentar somar alguns ndmeros ndc muito pequenos, com a condiclo de
ser vedado o uso dos algarismos ardbicos comuns, mesmo gue se permita a utilizagio
de algarismos romanos. Tomem-se, por exemplo, os nimeros MMMXC, MDXCVI,
MDCCLXXXI, MDCCCLXXXVII,

Nado & possivel exagerar a importincia da notacdo matematica. Os computa-
dores modernos, que usam a notagdo decimal, apresentam uma grande vantagem
sobre os antigos, que ndo dispunham desta maneira conveniente de escrever os nlime-
ros. Um estudante de curso médio atualmente, que conhece a notagdo usual da Alge-
bra, da Geometria Analitica e do Cilculo Diferencial e Integral, leva uma imensa
vantagem sobre os mateméticos gregos na resolucdo de problemas de 4reas e volumes,
que exercitaram o génio de Arguimedes.

1. A fala e o pensamento estdo intimamente relacionados, pois o uso das pa-
lavras ajuda a pensar. Certos fildsofos foram um pouco além e afirmaram gue o
uso das palavras € indispensével ao uso do raciocinio,

Esta Gltima afirmativa parece, no entanto, de certa forma exagerada. Se tiver-
mos alguma experiéncia de trabalho matemético sério, saberemos que € possivel
raciocinar profundamente sem o aux(lio de quaisquer palavras, apenas pela obser-
vacdo de figuras geométricas ou pela operagio de simbolos algébricos. Figuras e sim-

bolos estdo intimamente relacionados com o raciocinio matemético, o seu emprego”

auxilia o raciocinio. Poderfamos aprofundar aguela afirmativa um pouco estreita de
filosofos e fildlogos trazendo as palavras para o grupo dos signos e dizendo que o
uso de signos parece indispensdvel ap exercicio do raciocinio.

De gualguer maneira, o uso dos simbolos mateméticos é semelhante ao uso
das palavras. A notagio matemdética aparece como uma espécie de linguagem, une
langue bien faite, uma linguagern bem adaptada ao seu objetivo, concisa e precisa,
cujas regras, ao contririo do gue ocorre comn as regras da gramatica corrente, ndo
sofrem excecgdes.

Se aceitarmos este ponto de vista, c EQUACIONAMENTO surge como um tipo
de traduclo, traducdc da linguagem corrente para a linguagem dos sfmbolos
matematicos.

2. Certos simbolos mateméticos como +, —, = e diversos mais tém um
significado tradicional estabelecido, porém outros simbolos, como as mindsculas e
maidsculas dos alfabetos romano e grego, sfo usados com diferentes significados em
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problemas diferentes. Quando nos defrontamos com um novo problema, devemos es-
colher certos simbolos, devemos adoter uma notagdo adequada. Alguma coisa de
semelhante ocorre na linguagem corrente. Muitas palavras s§o usadas com diferentes
sentidos em contextos diferentes; guando a precisfo for importante, devemos esco-
lher cuidadosamente as palavras.

Um passo importante na reselugdo de um problema é a escolha da notago.
Ela deve ser feita cuidadosamente. O tempo inicialmente dispendido em escolher a
_ notacdo pode muito bem ser compensado mais tarde, pois evitamos com isto hesita-
¢0es e confusdes. Além do mais, ao escolhermaos cuidadosamente a notagdo, teremos
de pensar detidamente nos elementos que precisam ser denotados. Assim, pela escolha
de uma notagio adequada, podemos dar uma contribuicdo essencial 3 compreensio
do proprio problema.

3. Uma boa notagdo deve ser inequivoca, fecunda, facil de lembrar; efa deve
fugir de sequndos sentidos prejudiciais e aproveitar os segundos sentidos Oteis, A
ordem e a conexdo dos signos devem sugerir 2 ordem e a conexdo das coisas.

4. Os signos devem ser, antes de tudo, inequivocos. £ inadmissivel que o
mesmo simbolo sirva para denotar dois objetos diferentes na mesma questdo. Se, na
resolucdo de um problema, uma certa grandeza for denominada a, dever-se-4 evitar
chamar, no mesmo problema, qualquer outra coisa de a. Naturalmente, nada impe-
de que se use essa letra com um sentido diferente num problema diferente.,

Embora seja vedado o uso do mesmo simbolo para objetos diferentes, & admis-
sivel o uso de simbolos diferentes para o mesmo objeto. Assim, por exemplo, 0 pro-
dutode 2 e b pode ser escrito.

axb a8 b ab,

Em alguns casos, hd vantagens em usar dois ou mais diferentes signos para o mesmo
objeto, mas tais casos exigem um cuidado especial. Geralmente, & melhor usar somen-
te um signo para cada objeto e em caso algum devemos usar arbitrariamente signos
diversos,

5. Um bom signo deve ser fdcil de lembrar e ficil de reconhecer; o signo deve
imediatamente lembrar-nos do objeto e o objeto, do signo,

Um recurso simples para tornar os signos facilmente reconheciveis é usar
iniciais como simbolos. Por exemplo, na segfo 20, denotamos por r a razio de va-
riagdo; por ¢t o tempo; por V o volume. Assim, na mesma secao 20, tivemos de con-
siderar um raio, mas ndo nos foi possivel chamé-lo de r porque esta letra ja houvers
sido tomada para denotar uma razdo. H4, ainda, outras restrigSes 4 escolha dos signos
€ outros meios para tornd-los facilmente reconheclveis, os quais serfo em seguida
tratados.

6. Quando a ordem e a conexso dos signos sugerem a ordem e a conexio dos
objetos, a notaclio torna-se nfo s6 prontamente reconhecivel como também parti-
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cularmente Gtil para auxiliar 2 concepgfio do problema. Diversos exemplos fazem-se
necessérios para ilustrar este ponto.

{1) Para denotar objetos préximos em nossa concepcio do problema, utili-
zamos letras que ficam alfabeticamente préximas.

Por isso, geralmente usamos letras iniciais do alfabeto, tais como a, b, ¢, para
dados ou constantes, e letras finais do alfabeto, tais como x, y, 2, para incognitas
ou varidveis.

Na secio 8, usamos a, b, ¢, para denotar os dados comprimento, largura e
altura de um paralelepfpedo. Nessa ocasifio, a, b, ¢ foram preferiveis & notagdo pelas
iniciais ¢, /, a. As trés dimensdes lineares deserpenham a mesma fungdo no proble-
ma, o que ficou realgado pelas letras sucessivas. Além disso, as letras iniciais do al-
fabeto, a, b, ¢, sio, como acabamos de observar, as mais usadas para denotar grande-
zas dadas. E possivel que, em alguma outra circunstdneia, onde as trés dimensdes
desempenhem papéis diferentes e seja importante saber quais seriam as dimensdes
horizontais e qual a vertical, as notagdes ¢, /, 3, houvessem sido preferiveis.

{11} Para denctar objetos da mesma categoria, geralmente escothemos letras

do mesmo alfabeto, usando diferentes alfabetos para categorias diferentes. Assim,
na Geometria Plana geralmente adotamos:

Maiasculas romanas, coma A, 8,C, ....... para pontos,
Mindsculas romanas, como a, b, ¢, ....... para linhas,
Mindsculas gregas, como o, 8, 7 ....... para dngulos.

Quando houver dois objetos da mesma categoria que apresentem entre si uma
relacio particular, de relevincia para o problema, podemos escolher, para denoté-los,
letras correspondentes, tais como A e a, 8 e b, assim por diante. Um exempl_o
conhecido € a notagio habitual para um triinguio:

A, B, C denotam os vértices,
a, b, ¢ denotam os lados,
a B vy denotam os dngulos.

Fica entendido que a é o lado oposto ao vértice A eodnguloem A é &

(111} Na secdo 20, as letras a, b, x, y foram particularmente bem escolhidas
para indicar a natureza e a conexdo dos elementos denotados. As letras a, b lem-
bram gue as grandezas denotadas s&o constantes; x, y indicam varidveis; a precede
b assim como x precede y, o que sugere que a relagdio existenteentre 3 e b éa
mesma que existe entre x e y. De fato, 8 e x sfo horizontais, b ¢ y sido ver-
ticaise a:b = x:p.

7. A notacio t

AABC ~ AEFG



indica que os tridngulos em questdo sdo semelhantes. Nos livros modernos, a formu-
la revela ainda que os vértices se correspondem na ordem em que estdo escritos,
A a E B8 aF, € a 6. Noslivros mais antigos, esta convencdc ainda ndo era ado-
tada; o leitor tinha de olhar a figura ou lembrar a derivacdo para verificar a correspon-

) déncia entre os vértices.
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A notacio moderna & preferivel, pois ela permite tirar conclusbes sem ver a
figura. Assim, com seu auxilio, podemos concluir que

LA
A8 : BC

LE
EF : FG

e estabelecer outras relagdes do género. A notaglo antiga é menos expressiva e nio
properciona tais conclusées definitivas.

Uma notagdo que exprime mais do que uma outra pode ser considerada rnais
fecunda. A notagdo moderna para semelhanga de trifngulos é mais fecunda do que
a antiga, pois reflete melhor a ordem e a conexdo dos elementos e, por isto, propor-
ciona maior nmero de conclusSes do que a notagdo antiga,

8. As palavras tém segundos sentidos. Certos contextos em que uma palavra
¢ usada com fregliéncia acabam por influencié-la, acrescentando ao seu sentido ori-
ginal algum matiz, ou segundo sentido, ou “conotacdc”. Quando escrevemos cuida-
dosamente, procuramos escolher, dantre as palavras que tém quase o mesmo signifi-
cado, aguela cujo segundo sentido mais se adapta ao caso.

Algo semelhante se passa com a notagdo matemética, Até mesmo os simbolos
matemdticos podem adquirir, dos contextos em que forem muito usados, uma espé-
cie de segundo sentido. Para escolher com cuidado a nossa notacdo, temos de levar
em conta esta circunstancia. Exemplifiquemos,

H& certas letras que adquiriram um significado tradicional firmemente arrai-
gado. Assim, e geralmente dencta a base dos logaritmos naturais; 7 & /= 1, a uni-
dade imagindria, e 7 é a relag8o entre a circunferéncia do circulo e o didmetro,
De um modo geral, é preferivel so usar estes simbolos no seu significado tradicional.
Se ysarmos um deles com um outro sentido, o seu significado tradicional poders
ocasionalmente interferir ou causar embaragos ¢ enganos. E verdade que segundos
sentidos desta espécie causam menos prejuizos aos principiantes, que ainda ndo
estudaram muitas matérias, do que aos matemdticos, que devem ter experiéncia su-
ficiente para livrar-se de inconvenientes desta natureza.

O segundo sentido dos simbolos pode também ser (til, até mesmo muito atil,
se for tratado com habilidade. Uma notagdo usada em ocasifes anteriores pode aju-
dar-nos a relembrar aigum procedimento aproveitavel; é evidente que devemos ter o
necessério cuidado de separar claramente o significado presente {primério) do sim-
bolo do seu significade anterior (secundario). Uma notagdo habitual [como a notago

tradicional para as partes de um tridngulo mencionada em 6(il) acima] apresenta
grandes vantagens; ela pode nos auxiliar a relembrar vérios procedimentos em que foi
anteriormente usada. Lembramo-nos de férmulas por meio de alguma notagdo habi-
tual. Naturalmente, é preciso tomar as devidas precau¢es quando, por circunstancias
especiais, somos compelidos a usar uma notagdo habitual num contexto diferente do
usual.

9, Quando temos de escolher entre duas notagfes, um motive pende para
uma delas € um outr¢ motivo pende para a outra. Precisamos de experiéncia e de cri-
tério para escolher a notagdo mais adequada, do mesmo modo que precisamos dessas
mesmas qualidades para escolher as palavras mais apropriadas. E bom, no entanto,
conhecer as vantagens e desvantagens descritas nos pardgrafos precedentes, De qual-
quer maneira, devemos escolher cuidadosamente a notacdo e ter uma boa razdo
para tal escolha,

10. Nao apenas os piores alunos da turma, mas até estudantes bem inteligentes,
podem ter aversio 3 Algebra. Ha sempre alguma coisa de arbitrério e artificial numa
notagéo & o aprendizado de uma nova notagdo constitui uma sobrecarga para a me-
moéria. O estudante inteligente recusard aceitar esse dnus se ele ndo notar nisso
nenhuma compensacdo. A sua aversao pela Algebra se justificard se ndo Ihe for dada
ampla oportunidade para que ele se convenga, por sua propria experiéncia, de que a
linguagem dos simbolos matemdticos ajuda o raciocinio. Auxilid-lo nessa experiéncia
constitui uma das mais importantes tarefas do professor,

Digo que ¢ uma tarefa importante, mas ndo que ela seja facil. As observagies
precedentes podem ser de alguma utilldade. Ver também EQUACIONAMENTO. A veri-
ficagd0 de uma formula pela discussdo detalhada dos seus elementos pode ser reco-
mendada como um exerclcio particularmente instrutivo; ver segcio 14e € POSSIVEL
VERIFICAR O RESULTADO? 2.

O futuro matemdtico deverd ser um habil solucionador de problemas, mas
nSo sb isto. Oportunamente, ele terd de resolver sérios problemas mateméticos e,
primeiro, deveré descobrir para que tipos é mais bem dotado.

Para ele, a mais importante parte da sua atividade é o retrospecto da resolucio
completa. Ao verificar como trabalhou e a forma final da resolugdo, podera encontrar
uma infinita variedade de coisas a observar. Poderd meditar sobre a dificuldade do
problema e sobre a idéia decisiva, podera tentar identificar tanto o que lhe trouxe
dificuldades como o que o auxiliou. Poderd procurar idéias simples, intuitivas:
E possivel vélo num relance? Poderd comparar e estabelecer métodos diversos:
£ possivel chegar ao resultado por um caminha diferente? Podera tentar esclarecer
o problema comparando-o com cutros ja resolvidos anteriormente e inventar novos,
que possam ser resolvidos com base no que acaba de resolver: £ possivel utilizar o
resuftado, ou o método, em algum outro problema? Ao digerir os problemas que
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solucionou de forma tdo completa quanto foi capaz, ele podersi adquirir um co-
nhecimente bem ordenado, pronto para ser utilizado.

O futuro matemdtico aprende, como todos, pela imitacdo e pela pratica.
Ele deverd procurar, para imitar, o modelo certo. Deverad observar o professor que o
estimula a competir com um colega capaz. Al ent8o, 0 que é mais importante,
'e_le deverd ler, ndo 50 os livros adotados, mas também os bons autores, até encontrar
um deles cujas caracter’ sticas esteja naturalmente inclinado a imitar. Devera apreciar
e procurar aquilo que the parece simples, instrutivo ou belo. Devers resolver pro-
blemas, escolhendo os mais ao seu feitio, e inventar novos. Por estes meios, e todos
05 outros meios, deverd esforcar-se para fazer a sua primeira descoberta importante:
ele devera descobrir os seus gostos & as suas aversdes, a sua propria predilegdo.

O leitor inteligente de um livro de Matematica deseja duas coisas:
Primeiro, verificar se o presente passo do argumento esti correto; e
Segundo, compreender o objetivo desse passo.

O ouvinte inteligente de uma auila de Matemitica tem os mesmos desejos.
Se ele ndo conseguiu verificar que aquele passo do argumento estd correto e até

suspeitar que, possivelmente, esteja incorreto, poderd protestar e fazer uma per-

gunta. Se ndo puder perceber nenhum objetivo nesse passo, nem suspeitar de nenhuma
justificativa para o mesmo, ele dificilmente conseguird, sequer, formular uma objecéo
clara, ndo protestard, ficard apenas desanimado e enfadado e perderd o fio do ar-
gumentao. )

0O autor e o professar inteligentes devem ter tais pontos em mente. E certa-
mente necessdrio escrever e falar com corregiio, mas ndo é suficiente. Uma dedugdo
corretamente apresentada no livro ou no quadro-negro pode ser inaccessivel e pouco
instrutiva se o objetivo dos passos sucessivos for incompreensfvel, isto &, se o leitor,
ocu o ouvinte, ndo conseguir entender como foi possivel encontrar o argumento,
se ele nfio for capaz de obter da apresentagdo nenhum indicio que ihe sirva para
encontrar por si $6 0 argumento.

As indagagGes e sugestSes da nossa lista podem ser (teis ao autor e ao professor
por frisarem o objetivo e a motivagde do argumento. Particularmente Gtil a este
respeito £ a indagacdio: UTILIZOU TODOS 0S DADOS? O autor, ou o professor, poderi
mostrar, com o seu auxilio, uma boa razdo para levar em consideragdo um dado que
até af ndo fora utilizado. O leitor, ou o ouvinte, poderd usar a mesma indagagio
para compreender a razdo que levou o autor, ou © professor, a considerar tais e tais

elementos, e sentir que, ao fazer a pergunta, poderia ter, ele proprio, descoberto
este passo do argumento.

O professor de Matemética tradicional é distraido. Geralmente aparece em

plblice com um guarda-chuva perdido em cada médo. Prefere ficar de frente para o
guadro-negro e dar as costas ao auditorio. Escreve a, diz b, quer dizer ¢, quando
deveria ser d. Alguns dos seus ditos sfo passados de gera¢dc a geracdo.

“Pgra resolver esta equacdo diferencial, basta olhar bem para ela até que
Ihe ocorra uma soluglo.”

“Este principio é tdo perfeitamente genérico que & impossivel aplici-lo a
qualquer caso particular.”

»a Geometria & a arte de raciocinar corretamente sobre figuras incorretas.”
“0 meu método para superar dificuldades & contornd-las.”

“Qual & a diferenca entre um método e um artificio? Um método é um arti-
ficio que se usa duas vezes."

No final das contas, é sempre possivel aprender alguma coisa com o professor
tradicional. Tenhamos a esperanca de que o professor de Matemdtica com o qual
nada se possa aprender no se torne tradicional.

O solucionador de problemas inteligente muitas vezes faz a si préprio inda-
gacBes semelhantes s constantes da nossa lista, Talvez tenha, ele mesmo, descoberto
perguntas desse tipo ou, tendo ouvido de outrém uma tal pergunta, haja por si
descoberto a sua utilizagdo apropriada. Possivelmente ele ndo tem consciéncia de
que repete sempre a mesma indagagdo estereotipada. Qu a indagagdo é sua favorita:
ele sabe que ela & parte da sua atitude mental apropriada a uma determinada fase
do seu trabalho e assume a atitude certa ao fazer a indagagio certa.

O solucionador de problemas inteligente poderd achar (teis as indagagGes
e sugestSes da nossa lista, Poderd bem compreender as explicacdes ¢ os exemplos
que ilustram ura certa indagacdo, podera perceber a utilizagio adequada da pergunta.
Mas ndo poderd ter plena compreensdo até que se defronte, no seu proprio trabalho,
com o procedimento que a indagagdo procura provocar e, verificando por experiéncia
prépria a sua utilidade, descubra por si mesmo a utilizagdo apropriada da pergunta.

O solucionador de problemas inteligente deverd estar preparado para fazer
todas as indagagOes da lista, mas ndo deverd fazer nenhuma delas a menos que seja
levado a isso pelo exame cuidadoso do problema que se apresenta e pelo seu prbprio
discernimento isento. De fato, ele mesmo deverd verificar se a presente situagdo é ou ndo
suficientemente semelhante a uma outraem que viu a indagagio aplicada com sucesso.

O solucionador de problemas inteligente procura, antes de tudo, compreender
o problema tanto quanto possivel completa e claramente. Isto ndo é, no entanto,
suficiente: é preciso que ele almeié sinceramente chegar 4 solugdo. Se ndo tiver
um real anseio de resolver o problema, serd melhor deixé-lo de lado. O verdadeire
segredo do sucesso consiste em consagrar toda a sua personalidade ao problema.
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Pappus, grande matemaético grego, viveu provavelmente em torno do ano 300
de nossa era. No Livro VI, das suas Coflectiones, Pappus descreve um ramo de
estudo que ele chamou de analyomenos. Podemos traduzir este nome por “Tesouro
da Analise”, ou “Arte de Resolver Problemas” ou, mesmo, “Heuristica”, Esta gitima
denominaciio parece aqui preferivel. Segue-se uma versio livre do texto original:

“A chemada Heuristica é, em suma, um corpo especial de doutrina para uso daqueles
que, depois de terem estudsdo os Elsmentos comuns, desejam adquirir a capacidade de
resolver problemas matemdticos e somente sarve para este fim, E resultads do trabalho
de trés homens: Euclides, o autor dos Elementos, Apolénio de Perga e Aristeu, o Antiga,
Ela ansina os procedimentos da andlise g da sintese.

“Na andlise, comegamos por 2quilo de gue se precisa e que admitimos como certo e
extralmos conseqiiéncias disso e consegiiéncia das consegiidncias até chegarmos a umn ponto
que podemos usar como de partida da sintese, Porque na andlise admitimos que O que precisa
ser feito j o foi {o que se procura jd foi encontrado, o que se tem a demaonstrar é vardadeiro).
Indagamos de qual antecedante poderd ser deduzido o resultado desejado; em seguida, in-
digamos de novo qual poders ser o antecedente desse antecedente e assim por diante, a
chegarmos finaimente g algo que jd conhecemas ou que admitimos came verdadeiro. A este
procedimento chamamaos anélise, ou regress§o ou raciocinio regressivo.

“Mas na sintese, invertends o processo, partimos do Oltime ponto a que chegamos na
andlise, daquilo que j3 sabemos ou admitimos como verdadeiro, Dissg daeduzimos o que o
Precedeu na andlise e continuamos a fazer deduges até que, percorrendo o mesmo caminho
No outro sentido, conseguimos finalmente chegar aonde queriamos. A este procedimento
chamamos sintese, ou resolucdo construtiva ou raciocinio progressivo.

“Ora, hd dois tipos de andlise: um, ¢ a andlise de “problemas de demonstrag3o’ e visa
a estabelecer a vardade dos teoremas; o outro, § a andlise dos “problemas de determinagdo”,
Que visa a encontrar ag incdgnitas,

“Quando s trata de um “problema de demonstra¢io™, temos de demonstrar ou refutar
um teorema claramente enuncieds A. N3o sabemos ainda se A ¢ verdadeiro ou falso,
mas deduzimos de A um outro teorema 2, de 8 um outro € & assim sucessivamente,
até chegarmos a um altimo teorema L, acerca do qual temos um conhecimento definitivo,
Se L for verdadeiro, A também o serd, desde que todas as nossas dedugdes forem con-
varsiveis, A partir de L, deduzimos o teorema K. que precedeu £ na andlise €, procedendo
da mesma manairs, retrocedemos: de C demonstramos B, de & demonstramos A e assim
chegamos eo nosso objetivo. Se, porém L for falso, teremos demonstrado que A & falsg,

“Tratando-se de urm “problema de determinagido”, termnos de encontrar uma certa incdgnita
X que satisfaca uma condicionante claramente enunciada, N&o sabamos ainda se & possivel
que alguma coisa satisfaré oy ndo a condicionante. Mas, admitindo gue hd um valor de
X Que satisfaz g condicionante, dela deduzimos uma outra incégnita y que tem de satisfazer
uma condicionante correlata, Em seguida, correlacionamos ¥ ¢om uma nova incgnita
8 asim sucessivamente, atd chegarmos a uma dttima incégnita z gue podemos encontrar
Por aslgum método conhecido, Se realmente houver um que satisfaga a condicionante
8 ele imposta, haverd também um x que satisfard a condicionante original, desde que
todas as nossas dedugdes forem contersiveis, Encontramos primeiro z; em seguida, conhe-
cendo z, encontramos g incdgnite que precedeu z na andlise; procedendo da mesma ma-
neira, retrocedemos e finaimente, conhecendo ¥, obtemos x, que é o nosso objetivo,

Se, porém, nada houver que satisfaca a condicionante imposta a z, o problema relativo
8 X n#o tem solugdo®,

Nio devemos esquecer que esta citagdo ndc é uma t.radur;io literal e sim uma
versdo livre, uma pardfrase. Diversas diferengas que existem entre _estt';n parafrase
e o original merecemn alguns comentdrios, pois o texto de Pappus é muito importante
por vérios motivos. N

1. A nossa parafrase usa uma terminologia mais definitiva.c!ua o original
e introduz os simbotos A, 8, ... L, x, ¥, ... Z, que ndp aparecem no original.

2. A parifrase diz (pag. 104, linha B} “problemas mateméticosj’, onde
no original aparece “problemas geométricos”. 1sto 1‘:|estaca que os pro:(::dln'ter:i:s
descritos por Pappus ndo estdo, de modo algum, restritos a problemas fie t;ome .
De fato, eles ndo se restringem nem mesmo a probl.emas da MateTétlca. as:'fldm:s
a ilustrar esta afirmagdo por meio de exemplos, pois, n.esta questf:o, a genera ~| ame
e a independéncia do assunto especifico sdo de grande importéncia (ver a secdo 3).

3. Exemplo algébrico. Determinar o valor de x que satisfaz a equagdo

8{4X +4"—X} — 54{2X +2—X} + 101 = 0-

Trata-se de um “problema de determinagdo” ndo muitc.: facil p_ara um principiTnte.
Ele precisa estar familiarizado com a idéia da analise. N3o, ¢ evidente, con.1 a paAT;ra
- "andlise”, mas sim com a idéia de chegar a0 objetiva pela redugdo sucessiva. m
disso, tem de conhecer os tipos mais simples de equagBes. Mesmo com alguns o:
nhecimentos, é precisc surgir uma boa idéia, um pouco de s?zrte, um pouco de
invengdo, para observar que, como 4% = {2%)2 e 4™ =(2*)7%, pode haver van-
tagens em introduzir

y=2%

Ora, esta substituicdo é realmente vantajosa, pois a equagdo em y assim obtida
1 1
e — —54(y+—)+101 = 0.
B(V V’) y

parece mais simples do que a equagdo original. Mas ndo terminou a nossa tarefa.
E preciso uma outra pequena inven¢do, uma outra substitui¢io

o
z:y -
14

que transforma a condicionante em
8z' — 64z +85=0.

| i i a
Aqui cessa a andlise, desde que o solucionador do problema saiba resolver um
equacdo do segundo grau.



Em que consiste a sintese? Em executar, passo a passo, os cilculos cuja pos-
sibilidade foi indicada pela anélise. O solucionador ndo necessita de nenhuma outra
idéia para concluir a resolucdo, apenas de alguma paciéncia e de atencfio ao calcular
as virias incbgnitas. A ordem dos célculos é inversa 3 ordem da invengdo: primeiro
calcula-se z (z = 5/2, 17/4), em sequida y {y = 2, 1/2, 4, 1/4) e, finalmente,
a'_incbgnita originalmente procurada x {x = 1, —1, 2, —2). A sintese retrocede
pelos passos da andlise e, por este exemplo, & facil de ver porque assim é.

4, Exemplo ndo-matemdtico. Um homem primitivo desefa atravessar um
riacho, mas ndo pode fazd-lo da maneira habitual porque o nivel da &gua subiu
desde a véspera. Por issp, @ travessia tornou-se o objeto de um problema: *‘a travessia
do riacho” é o x deste problema primério. O homem pode lembrar-se de jé ter
atravessado algum outro riacho por uma #rvore caida. Ele procura ao redor uma
arvore calda que lhe sirva, a qual se torna a sua nova incAgnita, o seu ¥ . O homem
néo encontra nenhuma nessas condigBes, mas hd muitas 4rvores em pé & margem
do riacho; ele deseja que uma delas caia. Ser-lhe-ia possivel fazer uma arvore cair
atravessada sobre o riacho? Surgem uma grande idéia e uma nova incdgnita; por
que meios poderia o homem derrubar a drvore por sobre o riacho?

Esta seqiéncia de idéias deve chamar-se andlise, se aceitamos a terminglo-
gia de Pappus. Se o homem primitivo conseguir concluir 2 sua andlise, ele poderd
tornar-se o inventor da ponte ¢ do machado. Qual serd a sintese? A tradugio das
idéias em agBes, O ato final da sfntese serd a passagern do homem por sobre a &r-
vore através do riacho,

Os nossos objetos comparecem na andlise e na sintese; eles exercitam o ra-
ciocinio do homem na anédlise e os seus misculos na sintese. A analise consiste
em pensamentos; a sintese, em atos. H& uma outra diferenca: as respectivas ordens
sdo inversas. A travessia do riache é o primeiro desejo, do qual parte a andtise,
e ¢ o Ultimo ato, com o que se conclui a sintese,

6. A paréfrase indica, com um pouco mais de clareza do que o original, a
conexfio natural que existe entre anélise e sintese, a qual se evidencia pelos exemplos
precedentes. A andlise vem naturaimente em primeiro lugar, a sintese vem depois;
a anélise ¢ invencdo e a sintese, execucdo; @ andlise consiste em conceber um plano
e a sintese, e executd-lo.

6. A parifrase preserva, e mesmo da énfase, a certas frases curiosas do original:
“admitindo que o que precisa ser feito ja o foi, o que se procura jé foi encontrado,
o0 que se tem a demonstrar & verdadeire”, Isto & paradoxal, pois ndo estaremos
iludindo a nos proprios ao admitirmos gue o problema que temos a resolver (4 estd
resolvido? Isto é confuso, o que quer dizer? Se considerarmos atentamente o
contexto e procurarmos honestamente compreender a nossa prbpria experiéncia
na resolugdo de problemas, ndo havers dividas guanto ao significado.

Consideremos, primeiro, um, ‘‘problema de determinag3o’. Chamemos 3
incoHgnita de x e os dados de a, b, ¢. “Admitir o problema como resolvido™ sig-
nifica presumir que haja um objeto x que satisfaz a2 condicionante — isto &, cujas
relagfes com os dados &, b, ¢ sdo aquelas impostas pela condicionante, Esta supo-
sicBo & feita apenas para dar infcio a anélise, £ provisoria e a nada prejudica. Porqug,
se ndo houver um tal objeto e se a andlise ndo nos levar a parte alguma, na certa
chegaremos a um problema final insolavel, o que evidenciard que o nosso original
ndo tem solucdo. A suposigdo é, portanto, atil. Para examinarmos a condicionante,
temos de conceber, de representar para nds mesmos, ou de visualizar geometri-
camente, aquelas relagbes entre x e a, b, ¢ impostas pela condicionante. Como
entdo poderfamos fazer isto sem conceber, representar ou visualizar x como existen-
te? Finalmente, a suposi¢o é natural. O homem primitivo, cujos pensamentos ¢ atos
comentamos no item 4, imagina-se a atravessar o riacho andando por sobre uma drvo-
re cafda, antes de realmente poder fazé-lo: ele vé o seu problema ““como resolvido”.

O objeto de um “problema de demonstracdo’ é demonstrar um determinado
teorema A. O conselho de “admitir 4 como verdadeiro’™ € apenas um convite
a tirar conclusBes sobre o teorema A, embora nfo o tenhamos ainda demons-
trado. As pessoas que tém um certo cariter mental e uma certa filosofia podem
recusar-se a tirar conclusdes de um teorema ainda ndo demonstrado, mas elas serio
incapazes de dar infcio a uma andlise {ver FIGURAS, 2}

7. A paréfrase emprega duas vezes a importante frase “desde que todas as de-
dugdes forem conversiveis” {pdg. 104 linhas 31.2 e pig. 104 linhas 42.3). Trata-se de
uma interpolagio, pois no original nada disso aparece e a falta de uma tal ressalva tem
sido observada e criticada nos tempos modernmos, Para uma nogdo de “reducio
conversfvel’”’, ver PROBLEMA AUXILIAR, 6.

8. A anélise de “problemas de demonstragio” é descrita na parédfrase com
palavras muito diferentes dagquelas usadas no original, mas sem alteragdo do sentido;
pelo menos, ndo houve intengdo de alterar o sentido original. A andlise de “proble-
mas de determinacio’™ €, no entanto, explicada muito mais objetivamente na paré-
frase do que no original. Este parece ter visado 4 descrigio de um procedimento algo
mais genérico, qual seja o preparo de uma cadeia de problemas auxilisres equiva-
lentes, que é abordada em PROBLEMA AUXILIAR, 7.

9. Muitos livros e¢lementares de Geometria contdm algumas observacoes
sobre anélise, sintese e “‘admitindo o problema como resolvido®. Ndo ha dlvida que
esta tradi¢do quase inextirpdvel remonta a Pappus, embora dificifmente se encontre
um livro didético atual cujo autor revele quaiquer conhecimente direto de Pappus.
O assunto ¢ bastante importante para ser mencionado em livros elementares, mas é
também facilmente mal compreendido.} Basta a circunstancia de que ele se restringe a
livrvos de Geometria para mostrar a atual falta de compreensio (ver comentérios
no item 2, acima). Se estes comentdrios puderem contribuir para melhor compre-
ensdo deste assunto, a sua extensio ficard plenamente justificada.
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Para um outro exemplo, de um ponto de vista diferente, e mais comen-
tdrios, ver REGRESSAQ.

Comparar também com DEMONSTRAGAQ POR ABSURDO E DEMONSTRACAQ
INDIRETA, .

Paradoxo da invengdo. E possfvel que, quanto mais ambicioso fbr o plano,
maiores sejam as suas probabilidades de sucesso,

Esta afirmagdo parece paradoxal. No entanto, quando passamos de um proble-
ma para outro, muitas vezes cbservamaos que é mais facil lidar com o novo problema,
mais ambicioso. E possivel que seja mais f4cil responder a muitas perguntas do que a
uma s6. O teorema mais abrangente pode ser ficil de dermonstrar; © problema mais
genérico, mais facil de resolver.

O paradoxo desaparece se examinarmos mais de perto alguns exemplos
{ver GENERALIZAGCAQ, 2; INDUGAD E INDUGAO MATEMATICA, 7). O plano mais
ambicioso poderd ter maiores possibilidades de sucesso, desde gque ele ndo esteja
baseado em simples pretensfo, mas sim na visdo de coisas para além daquelas ime-
diatamente proximas.

Particularizagdo ¢ a passagem da consideragdo de um dado conjunto de ele-
mentos para a consideracde de um conjunto maior, ou para a de apenas um dos
elementos contidos no conjunto dado. A particularizacdo revela-se, muitas vezes,
atil na resolugio de problemas.

1. Exemplo. Num tridngulo, sejam r o raio do cfrculo inscrito; A o raio
do cfrculo cinscunscrito € & a maior altura. Nessas condiges

rtASH.

Temos a demonstrar {ou a refutar) este teorema.”™ Temos assim um *‘problema
de demonstragdo™.

O teorema proposto € incomum. Né&o nos lembramos de nenhum teorema
relativo a tridngulos que tenha uma semelhante conclusdo. Se nada mais nos ocorrer,

poderemos verificar algum caso particular desta estranha afirmativa. Ora, o mais
conhecido tridngulo particular é o eqiilterg, para o qual

r= — R= —
3 3

de modo gue, neste caso, a afirmativa esta correta.

* Do American Mathematical Monthly, vol. 50 {1943), pég. 124 e vol. 51 (1944],
pdgs. 234-236,

Se nfo surgir outra idéia, poderemos verificar o c¢aso particular mais ampio
do tridngulo isosceles. A forma deste varia com o dngulo do vértice e hé dois casos
extremos {ou limites); um, no qual aguele dngulo se reduz a &°, e 0 cutro em que o
angulo se torna 180°. No primeiro caso extremo, a base do tridngulo isbsceles
desaparece e, portanto,

/
|If' =0 R= -2'—'
ficando assim verificada a afirmativa. No segundo caso-limite, porém, desaparecem
todas as trés alturas e

r=0 R =90 H=0,

A afirmativa ndo se verifica. Demonstramos que o teorema proposto é falso e assim
fica resolvido o nosso problema.

A propésito, ¢ claro que a afirmativa é também falsa para tridngulos isosceles
muito raros, com &ngulos nos vértices proximos de 180°, de modo que podemos
“oficialmente” desprezar os casos extremos cuja consideracdo nfo nos parega muito
“ortodoxa”.

2. “L'exception confirme la régle”. Precisamos aceitar este ditado, tdo
difundido, como uma brincadeira que ridiculariza o desleixo de certo tipo de lbgica.
Se tomarmos as coisas a sério, bastard uma excegdo para refutar irrevogaveimente
qualquer regra ou enunciado genérico. O método mais comum e, sob certos as-
pectos, methor para refutar um tal enunciado consiste precisamente em encentrar
um elemento que ndo o satisfaga. Um tal elemento é chamado de contra-axemplo
por alguns autores.

O enunciado pretensamente genérico & relativo a um certo conjunto de ele-
mentos; para refuté-lo, particufarizamos, isto &, retiramos do conjunto um elemento
que ndo o satisfaga. O exemplo precedente (item 1) mostra como isto se faz.
Podemos primeiro examinar qualquer simples caso particular, escolhido mais ou
menos ao acaso, que possamos verificar com facilidade. Se o teste revelar que o
caso ndo estd de acordo com o enunciado genérico, este fica refutado e a nossa
incumbéncia, concluida. Se, porém, o elemento examinado satisfizer o enunciado,
poderemos do seu exame deduzir alguma indicagdo. Podemos receber a impressdo
de que o enunciado poderia ser, no final das contas, verdadeiro e, também, alguma
sugestdo quanto 3 direciio a tomar para procurar a demonstragio. Ou, entdo, po-
demos perceber alguma sugestdo que nos leve a um contra-exemplo, isto é, a outros
casos particulares que devemos verificar. Podemos modificar o caso que acabamos
de examinar, varié-lo, investigar algum caso particular mais amplo, procurar casos
extremos, como exemplificado no item 1.
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Os casos extremos sdo particularmente instrutivos. Se um enunciado genérico
pretender aplicar-se a todos os mamiferos, ele deveré se aplicar até aos mamiferos
excepcionais, como a baleia. Nag esquegamos este caso extremo da baleia. Do seu
exame, poderemos refutar o enunciado genérico; hdé uma boa probabilidade disso,
pois os inventores de generalizacGes tendem a esquecer estes casos extremos.
Se, no entanto, verificarmos que o enunciado geral se aplica até a casos extremos,
a evidéncia indutiva derivada desta verificacio serd forte, exatamente porque era
forte a perspectiva de refutagdo. Ficamos, assim, tentados a reformular o ditado
com que iniciamos este item: “'As provéveis exce¢des pdem & prova a regra”.

3. Exemplo. 5do dadas as velocidades de dois navios e as respectivas posices
num determinado momento. Ambos os navios seguem rumos retilineos, a veloci-
dades constantes. Calcular a distdncia entre os dois navios no momento em que eles
estiverem mais préximos um do outro.

Qual & a incégnita? A menor distdncia entre dois corpos em movimento.
Os corpos devem ser considerados como pontos materiais.

Quais sdo os dados? As posigdes dos pontos materiais mdveis e as respectivas
veiocidades. Estas sdo constantes em grandeza e sentido.

Oual 6 a condicionants? A distincia tem de ser determinada no instante
que ela for minima, isto é, no momento em que os dois pontos méveis {os navios)
estiveram mais préximos um do outro.

o

Figura 19

Trace uma figura. Adote uma notagéo adequada. Na figura 19, os pontas
A e B assinalam as posicSes iniciais dadas dos dois navios. Qs segmentos de retas
orientadas (vetores) AP e 80 representam as velocidades dadas, de modo que
o primeiro navio desloca-se seqgundo a reta que passa pelos pontos A e P e percorre
a disténciz AP na unidade de tempo. O segundo navio desloca-se analogamente,
segundo a reta 80,

- Qual é a incognita? A menor distincia entre os dois navios, aguele que se
desloca segundo AP e o outro, segundo BQ.

Estd claro agora o que devemos encontrar. No entanto, se desejarmos em-
pregar apenas meios elementares, & possfvel que continuemos no escuro quanto i
maneira de encontrar o que queremos. O problema ndo & muito facil e a sua difi-
culdade apresenta um matiz peculiar, cuja descrigio podemos tentar, dizendo

. que “hd variedade demais”. As posigBes iniciais e finais, A e 8 @ as velocidades

AP e 8Q podem ser dadas de vérias maneiras. De fato, os quatro pontos A, B, P
e 2 podem ser escolhidos arbitrariamente. Ora, quaisquer gue sejam os dados,
a solucdo pedida deve ser aplicdve! e ndo sabemos ainda como ajustar uma mesma
solugdo a todas estas possibilidades. Deste sentimento de ‘“variedade demais”,
poderm emergir finalmente a pergunta e a resposta seguintes;

E possivel imaginar um problema correlato mais acessivel? Um problema
mais particular? Naturalmente, hi o caso extremo em que uma das velocidades
é nula. Sim, o navio pode estar ancorado em 8, Q pode coincidir com 8. A menor
distincia entre o navio imbével e o navio em movimento é a perpendicular & reta
segundo a qual se desloca este dltimo.

4, Se a idéia anterior surgir com a premonicio de que hd mais coisas pela
frente e com o sentimento de que o caso particular extremo {o qual poderia parecer
simples demais para ser relevante) tem alguma funcdo a desempenhar — entdo ela
serd mesmo uma idéia brilhante.

Eis um problema correlato, o problema particular que acaba de ser resolvido.
E possivel utilizd-lo? E possivel utilizar o seu resultado? Deve-se introduzir algum
elemento auxiliar para tornar possivel a sua utilizagdo? Ele deve ser utilizado,
mas como? Como poderia o resultado do caso em que B estd em repouso ser
utilizado no caso em que 8 estd em movimento? O repouso é um caso partictlar
do movimento. E o movimento é relativo — e, portanto, qualquer que seja a dada
velocidade de 8, posso considerar B como estando em repouso! Eis a idéia com
maior clareza: se eu imprimi ac sistema inteiro, que compreende ambos 0s Navios,
0 mesmo maoviments uniforme, as posices relativas ndo variam, as distdncias rela-
tivas permanecem as mesmas e 0 mesmo ocorre particularmente com a menor dis-
tincia relativa entre os dois navios | pedida no problema. Ora, posso imprimir um
movimento que reduza a zero a velocidade de um dos navios, reduzindo assim o
caso geral do problema ao caso particular recém-resolvido. Acrescentemos uma velo-
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cidade, oposta a B0, mas da mesma grandeza, tanto a BQ como a AP. Este é
o problema auxiliar que torna possivel a utilizagdo do resultado particular.

Figura 20

Ver na figura 20 a determinacgdo grafica da menor distincia, B8S.

6. A resolugdo anterior {itens 3 e 4} apresenta um modelo ldgico que merece
ser comentado e lembrado.

Para resclvermos o problema. original {item 3, primeiras linhas), resolvemos
primeiro um outro problema que chamamos, apropriadamente, de problema auxiliar
{item 3, dltimas linhas). Este problema auxiliar é um caso particular do problema
original (o caso particular extremo no gual as dois navios estio imdveis). O problema
original foi proposto e o problema auxiliar, inventado no decurso. Q problema
original parecia dificil, a8 resolugdo do problema auxiliar foi imediata. O problema
auxiliar era de fato, como um caso particular, muito menaos ambicioso do que o
problema original. Como foi entiio possive! resolver o problema original baseando-
nos no auxiliar? Porque reduzindo o primeiro ao auxiliar acrescentamaos uma im-
portante observagcdo suplementar (sobre a relatividade do movimento).

Conseguimos resolver o problema original gragas a duas observa¢es. Primeiro,
inventamos um vantajoso problema auxiliar. Segundo, descobrimos uma observagio
suplementar apropriada para passarmos do auxiliar ao original. Resolvemos o pro-
blema proposto em dois passos, como poderfamos atravessar um riacho em dois

passos se tivessemos a sorte de encontrar no meio da travessia uma pedra adequada
para firmar o pé.

Em suma, utilizamos o problema auxiliar, menos diffcil, menos ambiciosy,
particular, como um intermedidrio na resolugcdo do problema original, mais dificil,
mais ambicioso, genérico.

6. A particularizag3o tem muitas outras aplicagdes que ndo podemos discutir
aqui. Basta mencionar que ela pode ser (til na verificagdo da solugdo (E POSSIVEL
VERIFICAR O RESULTADO? 2).

Um certo tipo algo primario de particularizacio € muitas vezes de utilidade
para o professor. Consiste em dar uma interpretacdo concreta aos elementos mate-
méticos abstratos do problema. Por exemplo, se houver um paralelepipedo retangulo
no problema, o professor poderd tomar a sala de aulas como exemplo (segdo 8).
Na Geometria Espacial, um canto da sala pode servir de origem das coordenadas,
o assoalho e duas paredes como planos coordenados, duas arestas horizontais da
sala e uma vertical como eixos coordenados. Ao explicar 2 nogdo de superficie
de revolucdo, o professor traca a giz uma curva na porta e abre-a lentamente. Estes
sdo, evidentemente, recursos simples, mas nada que puder incutir o interesse pela
Matermndtica nos estudantes deversd ser omitido, Por ser a Matematica uma ciéncia
muito abstrata, a sua apresentagdo precisa ser muito concreta.

Pedantismo e mestria s3o atitudes opostas, em relagdo as regras.

1. A aplicagdo literal, rigida, sem exame, de uma regra, quer ela se aplique
ou ndo ao caso, é pedantismo. Alguns pedantes sdo uns pobres tolos; nunca com-
preenderam & regra que aplicam tdo conscienciosa e indiscriminadamente. Qutros
pedantes sdo bem sucedidos: escolheram uma boa regra, que compreenderam (antes
de se tornarem pedantes} e que se aplica a muitos casos e 56 raramente faiha,

A aplicagdo de uma regra com naturalidade, com discernimento, observando
0$ casos aos quais ela é aplicdvel e sem jamais deixar o enunciado da regra obscu-
recer o objetivo da aco ou as oportunidades da situagdo, & mestria,

2. As indagacBes e sugestbes da lista contida neste livro podem ser Uteis
tanto aos solucionadores de problemas quanto aos professores. Mas, em primeiro
lugar, elas devem ser compreendidas, a sua aplicagiio adequada deverd ser aprendida,
e aprendida por tentativas, pela experiéncia na sua aplicagdo. Em segundo, o seu
uso nunca deve tornar-se pedante. NFo deve fazer qualquer indagagdo, qualquer
sugestdo, indiscriminadamente, $& por habito rigido. Prepare-se para muitas indaga-
goes e sugestdes e use o seu discernimento. Se tiver um problema dificil mas estimulan-
te, o proximo passo deveré ser motivddo pela consideracio atenta e compreensiva do
problema, tal como ele se apresenta. Se o professor desejar ajudar seus alunos,
precisard demonstrar-lhes que compreende muito bem suas dificuldades.
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Quem tiver tendéncia a0 pedantismo e precisar apoiar-se em regras, aprenda
asta: use sempre, em primeiro lugar, a sua cabeca.

Persisténcia, esperanca, sucesso. Seria um engano supor que a resolucdio de
problemas seja puramente uma “questdc intelectual”: persisténcia e emocdes de-
sempenham, nesse ¢aso, um papel importante. Fraqueza de vontade e aquiescéncia
por comodismo para fazer um pouquinho podem bastar para um problema rotineiro
na sala de aulas. Mas, para resolver um problema cientifico sério, & necessdria uma
forga de vontade capaz de sobreviver a anos de trabalho e decepgGes amargas.

1. A persisténcia flutua entre esperanca e desespero, entre satisfacdo e decep-
¢do. E facil prosseguir quando se pensa que 2 solugdo se encontra na primeira es-
quina, mas é dificil perseverar quando ndo se vé uma safda para a dificuldade. Exul-
tamos quando a nossa previsdo se confirma. Ficamos desalentados quando o ca-
minho que vimos seguindo com certa confianga ¢ repentinamente bloqueado e,
ai, a nossa persisténcia fraqueija.

“If n'est point besoin espérer pour entreprendre ni réussir pour persévérer.”
“E possivel empreender sem esperanca e perseverar sem sucesso”. Assim pode
falar uma vontade inflexivel, ou honra e dever, ou um fidalgo movido por uma causa
nobre, Este tipo de persisténcia ndo serve, porém, para o cientista, que devers ter
alguma esperan¢a para principiar e algum sucesso para prosseguir. No trabalho
cientifico, & necessdrio dosar judiciosamente a persisténcia de acordo com as pers-

pectivas. Nd@o ataque um problema se ele nio apresentar algum interesse; decida-se

a trabalhar seriamente se o problema parecer instrutivo; se ele for muito promissor,
consagre-lhe toda a sua personalidade. Uma vez determinado ¢ objetivo, apegue-se a
ele, porém nado o torne desnecessdriamente diffcil para si proprio. Nio despreze
pequenos éxitos; pelo contririo, procure-os: Se ndo puder resolver o problema
proposto, tente primeiro resolver algum problema correlato.

2. Quando um estudante comete erros realmente tolos ou é irritantemente
vagaroso, a causa & sempre a mesma: ele ndo tem quaiquer desejo de resolver o
problema, nem mesmo deseja entendé-lo adequadamente e, por isso, ndo chegou
sequer a compreendé-lo. Portanto, o professor que realmente deseja ajudar o aluno
deve, antes de tudo, estimular a sua curigsidade, incutir-lhe certo desejo de resolver
o problema. O professor deve também conceder algum tempo ao aluno, para que
ele tome a decisdo e se dedique 3 sua tarefa,

Ensinar a resolver problemas é educar a vontade. Na resolugdo de problemas
que, para ele, ndo sdo muito faceis, o estudante aprende a perseverar a despeito de
insucessos, a apreciar pequenos progressos, a esperar pela idéia essencial e a con-
centrar todo o seu potencial quando esta aparecer. Se o estudante nido tiver, na
escola, a oportunidade de se familiarizar com as diversas emogdes que surgém na
luta pela solugdo, a sua educagdo matemaética terd falhado no ponto mais vital.

Por que demonstrar? Conta-se que Newton, gquando estudante, comegou a
aprender Geometria, como era habitual no seu tempo, pela leitura dos Elementos
de Euclides. Ele estudou os teoremas, viu gue eram verdadeiras e omitiu as demons-
trages. Nfo entendia porque alguém se dava ao trabalho de demonstrar coisas tio
evidentes. Muitos anos mais tarde, porém, ele mudou de opinific e fez o elogio de
Euclides.

A estoria pode ou ndo ser auténtica, mas a dodvida permanéce: por que apren-
der, ou ensinar, demonstragSes? O que é preferivei: nada demonstrar, demonstrar
tudo ou s&é demonstrar algumas coisas? Se somente algumas coisas, quais delas?

1. Demonstracdes completas. Para o logico de um certo tipe, somente
existem demonstracdes completas. Aquilo que pretender ser uma demonstragio
nio deverd deixar nenhuma lacuna, nenhuma escapatéria, nenhuma incerteza, pois
do contrdrio ndo serd uma demonstragdo. Serd possivel encontrar nas atividades
disrias, nos processos legais ou nas ciéncias fisicas, demonstragdes que satisfagam
tio rigorosas exigéncias? Dificilmente. Assim sendo, ndo ¢ facil compreender porque
precisamos adquirir 2 idéia de uma demonstragdo tdo rigorosamente completa.

Podemos dizer, com certo exagero, que esta idéia foi transmitida 3 humanidade
por um homem ¢ um livro: Euclides e seus Elementos. De qualquer modo, o estudo
dos elementos da Geometria Plana ainda proporciona a melhor oportunidade de
adquirir a nogdo de demonstragdo rigorosa.

Tomemos como exemple a demonstragdo do teorema: Em qualquer tridngulo,
a soma dos trés dngulos é igual a dois dnguios retos.™ A figura 21, que constitui uma
propriedade inaliendvel de quase todos nds, precisa de pouca explicacdo. Faz-se pas-
sar pelo vértice A uma linha paralela a0 lado BC. Os dngulos 8 e £ do triangulo

A

Figura 21

* Parte da Proposigio 32, do Livro | dos Etementos de Euclides. A demonstragiio qus
segue nEo & de Euclides, mas era bem conhecida dos gregos.

115



sdo iguais a certos dngulos em A, come se destaca na figura, pois os dngulos alternos
sdo em geral iguais. Os trés dngulos do tridnguio sdo iguais aos trés dngulos que tdm
o vértice comum em A e que formam um angulo de 180°, ou dois angulos retos,
Fica assim demonstrado o teorema.

Se o estudante houver passado pelas aulas de Matemdtica sem ter realmente
.entendido algumas demonstragBes semelhantes a esta, ele terd. todo o direito de
fazer as mais cdusticas censuras 3 sua escola e a seus professores. De fato, se o
aluno néo tiver aprendido este ou aquele fato geométrico especifico, ndo ters perdido
muito. Mas se ele n3o se houver familiarizado com as demonstragBes geométricas,
terd deixado escapar os melhores e mais simples exemplos das verdadeiras provas e
perdido a melhor oportunidade de adquirir a idéia do raciocinio rigoroso. Sem esta

idéia, faltar-lhe-§ o verdadeiro critério para comparar argumentos de todos os tipos
que se lhe apresentam na moderna vida cotidiana,

Em suma, se a educacio pretender incutir no estudante as nogles da prova
intuitiva e do raciocinio lagico, ela devers reservar um lugar para as demonstragdes
geométricas.

2. Sistema ldgico. A Geometria, tal como apresentada nos Elementos,
de Euclides, niio ¢ uma simples colecio de fatos, mas sim um sistema logico.
Os axiomas, as definicbes e as proposigbes ndo estio relacionadas em seqiiéncia
aleatdria, mas sim dispostos em perfeita ordem. Cada proposicdo ests de tal maneira
situada que ¢la pode basear-se nos axiomas, definicSes e proposicBes que a precedem.
Podemos considerar a disposicio ordenada das proposicies como ¢ maior sucesso
de Euclides e o seu sistema légico como o maior mérito dos Elementos.

A Geometria euclidiana é, ndo somente um sistema légico, como também
o primeiro e grande exemplo de um tal sistema, que outras ciéncias tém tentado,
e continuam tentando, imitar. Deverdo as demais ciéncias — particularmente aguelas
mais distanciadas da Geometria, como a Psicologia ou o Direito — imitar a rigida
légica de Euclides? Trata-se de uma questdo discutivel, mas ninguém terd compe-
téncia para tomar parte na discussdo se ndo conhecer o sistema euclidiano,

Ora, o sistema da Geometria estd cimentado por demonstragSes. Cada proposi-
¢do estd relacionada a axiomas, definigSes ¢ proposicfies que precedem uma demens-
tragio. Sem compreendermos essas demonstragBes nio poderemos entender a
prbpria esséncia do sistema,

Em suma, se a educagdo pretende incutir no estudante a nocdo de sistema
kigico, deve reservar um lugar para as demonstragdes geométricas.

3. Sisterna mnemdnico. O autor ndo acha que as idéias de evidéncia intui-
tiva, raciocinio rigoroso e sistemna logico sejam supérfluas a ninguém. H4, porém,
casos em que o estudo dessas idéias ndo ¢ considerado absolutamente necessério,

devido & falta de tempo ou por motivos outros, Mas, até mesmo nestes casos, as
demonstragBes fazem-se necessarias.
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As demonstragbes proporcionam evidéncia e, assim, mantém coeso o sistema
l6gico, ajudando-nos a lembrar dos vérios itens mantidos em coesdo. Tome-se o
exemplo acima exposto, relativo & figura 21, Esta figura evidencia o fato de que
a soma dos dngulos de um tridgngulo ¢ igual a 180°. A figura relaciona este fato
com o outro, de que dngulos alternos sdo iguais. Ora, fatos correlacionados sdo
mais interessantes, e é mais ficil reté-los, do que fatos isolados. Assim, a figura fixa
em nossa mente as duas proposigies geométricas correlacionadas e, por fim, a figura
e as proposicdes tornam-se de nossa inalienével propriedade mental.

Chegamos agora ao caso em que a aquisicdo de idéias gerais ndo € considerada
necessaria, s6 se desejam certos fatos. Mesmo em tal caso, os fatos devem ser apre-
sentados com alguma correlagio, de certa forma sistematica, pois a aquisicio de
itens isolados & penosa e estes passam a ser facilmente esquecidos. Qualquer espécie
de conexdo que estabeleca a unifo dos fatos de maneira simples, natural e durével
& aqui bem recebida. O sistema nfio precisa, neste caso, basear-se na logica, basta
que ele seja preparado para ajudar eficazmente a memoria, que constitua o que se
chama urn sistema mnembnico. No entanto, mesmo do ponto de vista de um sistema
puramente mnemdnico, as demonstragSes podem ser (teis, especialmente as mais
simples. Por exemplo, o estudante precisa aprender o fato relative &4 soma dos
angulos do trifingulo e aquele outro referente a angulos alternos. Existird um
meioc mais simples, mais natural e mais eficaz de reter tais fatos do que a figura 217

Em suma, mesmo gquando ndo se atribui importancia especial as idéias l6gicas
gerais, as demanstragBes podern ser Uteis como um recurso mnemonico.

4. O sistema do livro de receitas. Discutimos neste livro as vantagens das
demanstragBes, mas certamente ndo propomos que todas elas sejam dadas in extenso.
Pelo contrério, h4 casos em que isto é muito dificil. Um exemplo importante éo
ensino do Céleulo Diferencial e Integrat nos cursos de Engenharia.

Se o Célculo for apresentado de acordo com os modernos padrdes de rigor,
ele exigird demonstragSes de um certo grau de exatiddo e sutileza. Mas os enge-
nheiros estudam o Célculo com vistas A sua aplicagio e ndo dispem de bastante
tempo, preparo ou interesse para se debaterem em demonstracOes rigorosas, nem
para apreciar sutilezas. Assim sendo, surge uma forte tentacdo de eliminar todas
as demonstraces. Mas se o fizermos, reduziremos o Célculo 2o nivel do livro de
receitas, )

O livro de cozinha fornece uma descrigio detalhada dos ingredientes e dos
procedimentos, mas ndc dé nenhuma demonstragio ou razdo para as receitas:
prova-se o pudim, comendo-0. O livro de cozinha pode servir perfeitamente aos
seus fins. De fato, ele ndo precisa de qualguer sistema logico ou mhemonico,
pois as receitas estio escritas e impressas, nio precisando ficar retidas na memoria.

O auter de um livro de Calculo, ou o professor universitério, mal poderé
atingir os seus objetivos se seguir muito de perto o sistema do livro de receitas.
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Se ele ensinar procedimentos sem demonstracBes, os procedimentos desmotivados
ndo serfo entendidos. Se ele enunciar regras sem mostrar as suas razdes, as regras
desconexas serdo rapidamente esquecidas. A Matemdtica ndo pode ser provada
da mesma maneira que o pudim: se todas as demonstracSes forem afastadas, um
curso de Célculo poderd facilmente se transformar num repositdrio incoerente de

. informagdes indigestas.
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5. Demonstragcfes incompletas. A melhor maneira de resolver o dilema
gue se apresenta entre demonstra¢cdes muito complexas, de um lado, e o nivel do
livro de receitas, do outro, podera ser o aproveitamento razodvel de demonstracSes
incompletas.

Para um lbgico rigoroso, dar uma demonstragio incompleta é a mesma coisa
que nada demonstrar. De qualquer maneira, as demonstragGes incompletas precisam
ser cuidadosamente distinguidas das demonstragdes completas. Se é mau confundi-las,
fazer passar uma pela outra € ainda pior. E doloroso quando o autor de um livro
diditico apresenta ambiguamente uma demonstrag8o incompleta, com visivel hesi-
tagdo entre 0 acanhamento e a pretensdo de que a demonstragio é completa. Mas as
demonstragdes incompletas podem ser dteis quande usadas, com discernimento,
no luger adequado. O seu objetivo ndo ¢ substituir as demonstracfes completas,
0 que seria impossivel, mas sim emprestar interesse e coeréncia A apresentagio.

Exemplo 1. Uma equacdo algébrica de grau n tem exatamente n raizes.
Esta proposi¢io, chamada por Gauss de Teorema Fundamental da Algebra, pode
muitas vezes ser aprésentada a estudantes gue nao estejJam preparados para com-
preender a sua demonstragio. Eles sabem, porém, que uma equacdo do primeiro
grau tem uma raiz e que uma outra do segundo grau tem duas raizes. Além disso,
a dificil proposicic tem uma parte que pode ser facilmente mostrada: nenhuma
equacdo do grav n tem mais de n raizes. Sera que os fatos mencionados consti-
tuem uma demonstragic compieta do Teorema Fundamental? De modo algum.
Eles sfo, no entanto, suficientes para emprestar-lhe um certo interesse ¢ plausibi-
lidade - e para fixé-lo na mente dos estudantes, o que é o mais importante.

Exemplo 2 A soma de dois, quaisquer, dos dngulos planos formados por

arestas de um dngulo do triedro é maior do que o lerceiro. Evidentemente, o teo- .

rema importa em afirmar que, num trifngulo esférica, a soma de dois lados quaisquer
¢ maior do que o terceiro. Feita esta observagdo, pensamos naturalmente na analogia
entre o tridngulo esférico ¢ o tridngulo retilineo. Serd que estas observagdes cons-
tituem uma demonstragio? De modo algum, mas elas nos auxiliam a compreender
e a lembrar do teorema proposto.

O nosso primeiro exemplo apresenta um interesse historico. Durante 250 anos,
0s mateméticos aceitaram o Teorema Fundamental sem uma demonstragio formal —
de fato, sem uma base maior do que aquela que acabamos de mencionar. O nosso
segundo exemplo indica a ANALOGIA como uma importante fonte de conjecturas.

Na Matematica, assim como nas Ciéncias Fisicas e Naturais, 2 descoberta muitas
vezes & indicada por observacio, analogia e indugdo. Estes meios, utilizados com
discernimento no preparo de um argumento heuristico, sdo de particular interesse para
fisicos e engenheiros. {Ver também INDUGAO E INDUCAO MATEMATICA, 1, 2, 3).

A fungdo e o interesse das demonstragbes incompletas sdo, até certo ponto,
explicados pelo nosso estudo do processo solucinador. Alguma experiéncia em
resolver problemas revela que a primeira idéia de uma demonstragio, muitas vezes
se apresenta incompleta. A observagfio mais essencial, a conexdo principal, o germe
da demonstracdo podemn ai estar, mas os detalhes deverdo ser apresentados mais
tarde e muitas vezes sdo perturbadores. Alguns autores, ndo muitos, t8m o dom de
apresentar exatamente o germe da demonstracdo, a idéia principal na sua expressio
mais simples, a indicacio da natureza dos detalhes remanescentes. Uma tal demons-
tragio, embora incompleta, pode ser muito mais instrutiva do que a demonstracdo
completa apresentada com todos os seus detathes.

Em suma, as demonstracOes incompletas podem ser utilizadas como uma
aspécie de recurso mnemdnico {mas ndo como substitutos das demonstragdes com-
pletas), quando o objetivo é uma coeréncia tolerdvel na apresentacic e ndo uma
rigorosa compatibilidade logica.

E muito perigoso propor demonstragdes incompletas. O seu possivel abuso
pode, porém, ser mantido dentro de certos limites por meio de algumas regras.
Primeiro, se uma demonstragéo for incompleta, ela deve, em algum lugar, de certa
maneira, ser declarada como tal. Segundo, nenhum autor ou professor tem o direito
de apresentar uma demonstragdo incompleta de um teorema a ndo ser que conhega,
ele proprio, a sua demonstragdo completa.

E é preciso admitir que a apresentacio judiciosa de uma demonstracao in-
completa ndo &, de forma alguma, ficil,

Problema auxiliar é aquele de que tratamos, ndo por ele mesmo, mas porgue
esperamos que o seu tratamento nos auxilie a resglver um outro — o nosso problema
original. Este (ltimo & o fim a que desejamos chegar; o problema auxiliar é o meio
pelo qual tentamas chegar ao nosso objetiveo.

Um inseto procura escapar através da vidraga, repete muitas vezes a mesma ten-
tativa & ndo tenta a janela proxima, por onde ele entrou ¢ que continua aberta. Um
homem seria, ou deveria ser, capaz de proceder com mais inteligéncia. A superiorida-
de humana consiste em contornar 0s obstaculos que ndo podem ser superados fron-
talmente, em conceber um problema auxiliar quande o original parecer insolovel. A
concepgio de um problema auxiliar constitui uma importante operagdo mental,
Fazer aparecer um novo problerna"preciso, subserviente a um outro, & uma refinada
manifestagio de inteligéncia. Aprender (ou ensinar} 2 manipular com inteligéneia
problemas auxiliares é uma tarefa importante.
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1. Exemplo. Calcular x, que satisfaca a equacio

x* —13x% + 36 = 0.

Se observarmos que x* = {x?)?, poderemos ver a vantagem de introduzir
y = x2.
‘Obtemos assim um novo problema: calcular ¥ que satisfaca a equagiio

y: — 13y + 36 = 0.

O novo problema é auxiliar, pois pretendemos utilizé-lo como um meio de resolver
o problema original. A incdgnita deste problema auxiliar, y, & apropriadamente cha-
mada de incognita auxiliar.

2. Exemplo. Calcular a diagonal de um paralelepipedo retingulo, sendo da-
dos os comprimentos de trés arestas tragadas a partir de um mesmo vértice.

Ao procurarmos resolver este problema (secio 8), poderemos ser levados,
por analogia (se¢do 15), a um outro problema: calcular a diagonal de um paralelo-
gramo retdngulo, sendo dados os lados tracados a partir de um mesmo vértice.

O novo problema é auxiliar. N6s o consideramos na esperancga de, com isto,
auferir alguma vantagem para resolver o problema original,

3. Vantagens. As vantagens que nos advém da consideragdo de um problema
auxiliar podem ser de vérias espécies. Podemos utilizar o resuftade do problema au-
xiliar. Assim, no exemplo 1, uma vez encontrado, pela resolugdo da equagdo quadrs-
ticaem y, que y éiguala 9 oua 4, concluimosque x> = 4 ouque x> = 9
e deduzimos dal todos os possiveis valores de x. Em outros casos, podemos usar o
método do problema auxiliar. Assim, no exemplo 2, o problema auxiliar & da Geome-
tria Plana, mas embora mais simples, ¢ anélogo ao problema original, que é da Geo-
metria Espacial. E razodvel introduzir um problema auxiliar deste tipo na esperanca
de que ele seja instrutivo, gue nos dé oportunidade de familiarizarmo-nos com certaos
métodos, operagdes ou instrumentos capazes de ser mais tarde utilizados na resolugdo
do problema original. No exemplo 2, a escolha do problema auxiliar foi bem feliz:
examinandc-o atentamente, verificamos que podemos utilizar tanto o seu método co-
mo 0 seu resultado {Ver secdo 15 e UTILIZOU TODOS 0S5 DADOS?}

4. Riscos. Roubamos ao problema original o tempo e o esforgo que dedi-
camos ao problema auxiliar. Se o nosso exame deste Gltimo fracassar, o tempo e o
esforgo a ele dedicados poderdo ficar perdidos. Por isto, devemos usar discernimento
na escolha do problema auxiliar. Precisamos ter inlmeras e boas razfes para es-
colhé-lo. O problema auxiliar pode parecer mais acessfvel do que o problema origi-
nal, ou mais instrutiva, ou ter uma espécie de atragio estética. Algumas vezes, a ani-
ca vantagem do problema auxiliar estd em ser novo e oferecer possibilidades inexplo-
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radas. A sua escolha resulta do cansago causado pelo problema original, quando
todas as abordagens parecem ter sido esgotadas,

5. Como encontrar um problema auxiliar, A descoberta da resolucio do pro-
blema proposto muitas vezes depende da descoberta de um problema auxiliar, tnfeliz-
mente, ndo hd nenhum método infallvel para isto, assim como tampouco ha qualquer
método infalivel para descobrir a resolugdo. Ha, porém, indagages e sugestdes que
sio freqlientemente Gteis, tais como CONSIDERE A INCOGNITA; muitas vezes chega-
mos a um Util problema auxiliar pela VARIACAQ DO PROBLEMA,

6. Problemas equivalentes. Dois problemas sdo equivalentes quando a re-
sclucdo de um deles importa na resolugéo do outro. Assim, no exemplo 1, o proble-
ma original e o problema auxiliar sdo equivalentes.

Considerem-se os seguintes teoremas:
A. Em qualquer tridngulo eqililitero, todos os angulos sdo iguais a 60°.
B. Em qualquer tridngulo eqiiidngulo, todos os dngulos sio iguais a 60°.

Os dois teoremas ndo sfo iguais, pois contdm nocdes diferentes. Um deles tra-
ta da igualdade dos lados e o outro, da igualdade dos dngulos de um tridngulo. Mas ca-
da teorema relaciona-se com 0 outrp, Portanto, o problema de demonstrar A é equi-
valente ao problema de demonstrar 8.

Se tivermos de demonstrar A, havera uma certa vantagem em introduzir, como
auxiliar, o problema de demonstrar B. Este & um pouco mais facil de demonstrar
do que B e, o que é mais importante, podemas prever que B seja mais féacil do que
A, podentos assim julgé-lo, achar isto plausivel desde o come¢o. Com efeito, o teore-
ma B8, que trata apenas de dngulos, é mais “homogénec” do que o teorema A4, ©
qual trata tanto de dngulos como de lados.

A passagem do problema original para o auxiliar é chamada de reduciio conver-
sfvel, ou bilateral, ou eguivalente, quando ambos, o problema original e o auxiliar,
sdo equivalentes. Deste modo, a reducdo de A para B é conversfivel, assim como a
redugiio do exemplo 1 também o é. As redugdes conversiveis siio, sob um certo as-
pecto, mais importantes e mais convenientes do que outras maneiras de introduzir
problemas auxiliares, mas mesmo guando estes ndo sdo equivalentes aos problemas
originais, podem, assim mesmo, ser muito Oteis {ver o exemplo 2}.

7. Cadeias de problemas auxiliares equivalentes sdo freqilentes no raciocinio
matemé4tico. Temos a resclver o problema A e nio sabemos como, mas podemos
achar que A é equivalente a um outro problema 8, Ao examinarmos B, podemos
encontrar um terceiroc problema C, equivalente a B. Procedendo da mesma manei-
ra, reduzimos C a D, e assim por diante, até chegarmos a um {ltimo problema L,
cuja resolugdo é conhecida ou imediata. Como cada um desses problemas & equiva-
lente ao que o precede; o ultimo problema, L, deve ser igual ao problema original
A. Ficamos, assim, capazes de deduzir a resolu¢io do problema original A a partir
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do problema L, ao qual chegamos como o Gltimo elo de uma cadeia de problemas
auxiliares.

As cadeias de problemas deste tipo foram obssrvadas pelos matemiticos gregos,
como poderemos verificar numa importante passagem de PAPPUS, Para ilustragiio, re-
consideremos o nosso exemplo 1. Chamemos de (A) a condicionante imposta a in-

* cognita x:
[A) x* —13x% + 36 = 0.
A maneira de resolver o problema é transformar a condicionante proposta numa
outra, gque chamaremos de {B):
{B) 262 — 2(2x*)13 + 144 = Q,
Observe-se que as condicionantes (A) e (B) sdo diferentes. A diferenca é muito pe-
quena, € verdade, as condicionantes sdo certamente equivalentes, como é facil de ver,
mas definitivamente elas ndo sdo idénticas. A passagem de (A} para (B} nip so &

correta como tem um objetivo bem nftido, 6bvio para qualquer um que esteja fami-
liarizado com a resolucdo de equagdes quadréticas. Prosseguindo no mesmo sentido,

transformamos a condicionante {B) ainda numa outra (C):

(C) (2x%)2 — 2(2x*) 13 + 169 = 25.

Procedendo da mesma maneira, obtemos

{D) {2x* — 13)* = 25,
(E) 2x* — 13 = t§
(F) x: = 3:5
(@) =3y BBEE
2
{H) X =3 0u -3 0u 2 ou ~2

Cada redugo feita é conversivel. Assim, a Gltima condicionante {H} & equivalente 3
primeira condicionante {(A), de tal modo que 3, —3, 2, — 2 sdo todas possfveis s0-
lugSes para a equacio original, '

Como se vé, deduzimos de uma condicionante original (A) uma seqiiéncia de
condicionantes (B}, (C), (D), ....... cada uma das quais é equivalente dquela que a

precede. Este ponto merece o maior cuidado. As condicionantes equivalentes sio
satisfeitas pelos mesmos objetos, Portanto, se passarmos de uma condicionante propos-
ta para uma nova condicionante equivalente, teremos as mesmas solugGes. Mas se pas-
sarmos para uma condicionante mais restrita, perderemos soluges, e se passarmos pa-
ra outra mais ampla, admitiremos solugSes improprias, adventicias, que nada tém a
ver com o problema proposto. Se, numa série de reduges sucessivas, passarmos para
uma condicionante mais restrita @, em seguida, para uma outra mais ampla, arris-
caremos perder completamente o fio do problema original. Para evitar este risco, de-
vemos verificar cuidadosamente cada nova condicionante introduzida: Serd equiva-
lente 3 solugdo original? Esta pergunta torna-se ainda mais importante quando ndo
se trata de uma lnica equacio, como aqui, mas de um sistema de equagdes, ou quan-
do a condicionante ndo se expressa por equagdes como, por exemplo, nos problemas
de tragado geométrico.

{Comparar com PAPPUS, especialmente os comentédrios 2, 3, 4 e 8, A descricao
da pégina 104 , linhas35-46 6 desnecessariamente restrita, pois se trata de uma ca-
deia de problemas de determinagdo, cada um dos quais tem uma incagnita diferente,
O exemplo aqui considerado apresenta a particularidade oposta: todos os problemas
da cadeia tdm a mesma incdgnita e diferem apenas na forma da condicionante. Na-
turalmente, é desnecessdria uma tal restrigso.)

8. Redugso unilateral. Temos dois problemas A e B, ambos ainda ndo resol-
vidos. Se conseguirmaos resolver A, poderemos dai deduzir a resolugdo completa de
B, mas ndo ac contrério. Se pudéssemos resolver B obterfamos, possivelmente, al-
guma informag8o sobre A, mas ndo saberiamos como chegar 3 resolugdo completa
de A a partir de B. Num caso tal, obtém-se mais da resolugio de A do que da resolu-
ciio de B. Chamemos A o mais ambicioso e B o0 menos ambicioso dos dois problemas,

Se, de um problema proposto, passarmos para um problema auxiliar mais am-
bicioso ou menos ambicioso, chamamos este passo de redugdo unilateral. Ha dois
tipos de reducdo unilateral e sdo ambos, de uma maneira ou de outra, mais arriscados
do que uma reducdo bilateral ou conversivel.

O nosso exemplo 2 mostra uma redugdo unilateral para um problema mais am-
bicioso. De fato, se pudermas resolver o problema original, relativo & um paralele-
pipedo cujo comprimento, largura e altura sdo, respectivamente, a, b e ¢, podere-
mos passar ao problema auxiliar fazendo ¢ = 0 e assim obtendo um paralelogramo
de comprimento a e largura b. Para um outro exemplo de reducio unilateral a um
problema menos ambicioso, ver PARTICULARIZAGAQ, 3, 4 e b. Estes exemplos mos-
tram que, com alguma sorte, podemos usar um problema mengs ambicioso como
intermedidrio, combinando a solucdo do problema auxiliar com uma observacio su-
plementar, para obter a solugio da problema original.

A reducio unilateral a um problema mais ambicioso pode também ter sucesso.
{Ver GENERALIZAGAD, 2 e a redugiio do primeiro para o segundo exemplo tratada
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em INDUCAOC E INDUCAO MATEMATICA, 1 e 2.} De fato, o problema mais ambicioso
pode ser mais acess{vel e nisto consiste 0 PARADOXO DA INVENGAOD,

Problema rotineiro pode ser considerado o que consiste em resolver a equacio
x* —3x + 2 = 0, caso a resolugiio da forma geral da equacdo quadratica haja sido
*previamente ensinada e exemplificada, de tal maneira que o aluno nada mais tenha a
fazer do que substituir algumas letras, que aparecem na soluc¢o geral, pelos nimeros
— 3 e 2. Mesmo que a equagdo quadritica ndo tenha sido resolvida genericamente sob
a forma “literal”, mas se meia ddzia de equagdes desse tipo, com coeficientes numé-
ricos, o tenham side pouco antes, o problema poderd ser chamado “rotineiro”. De
modo geral, um problema sera rotineiro se ele puder ser solucionado pela substitui-
¢éo de dados especfficos no problema genérico resolvido antes, ou pelo seguimento,
passo a passo, de algum exemplo muito batido. Ao apresentar um problema, o pro-
fessor pGe A frente do aluno uma resposta imediata e decisiva 4 indagacdo: Conhece
urn problema correlato? Desse modo, o aluno de nada mais precisa, além de um
pouco de cuidado e de paciéncia para seguir uma férmula preestabelecida, sem ter
oportunidade de usar o seu discernimento nem as suas faculdades inventivas.

No ensino da Matematica, podem fazer-se necessirios problemas rotineiros,
até mesmo muitos deles, mas deixar que os alunos nada mais fagam é indesculpavel.
O ensino que se reduz ao desempenho mecinico de operagGes mateméticas rotineiras
fica bem abaixo do nivel do livro de cozinha, pois as receitas culinérias sempre dei-
xam alguma coisa 3 imaginagdo e ao discernimento do cozinheiro, mas as receitas
matemdticas ndo deixam nada disso a ninguém.

Problemas de determinaclo, problemas de demonstragdo, Tracaremos um para-
lelo entre estes dois tipos de problemas.

1. O objetivo de um “problema de determinacio” é encontrar um certo ob-
jeto, a incOgnita do problema.

A incdgnita é também chamada quaesitum, ou aquilo que se procura ou de
que se necessita. Os “problemas de determinagdo” podem ser tedricos ou praticos,
abstratos ou concretos, problemas sérios ou simples enigmas. Podemaos procurar
determinar incdgnitas de todos os tipos; podemos tentar encontrar, calcular, obter,
produzir, tragar, construir todos os tipos imagindveis de objetos. No problema da
novela policial, a incognita & um assassino. No problema de xadrez, a incognita é a
jogada do enxadrista. Em certos problemas de Algebra elementar, a incbgnita é um
ndmero. Num problema de tracado geométrico, a incgnita é uma figura.

2. 0O objetivo de um "problema de demonstragio’’ é mostrar conclusivamente
que certa afirmativa, claramente enunciada, & verdadeira ou, entdo, que é falsa, Te-
mos de responder 2 pergunta: esta afirmativa é verdadeira ou falsa? E temos de res-
pondé-la conclusivamente, quer provando-a verdadeira, quer provando-a falsa.

124

Uma testemunha afirma que o acusado passou em casa toda uma certa noite.
0 juiz tem de verificar se essa afirmativa ¢ verdadeira ou ndo e, além disso, tem de
apresentar razdes t3o boas quanto possiveis para a sua conclusdo. Assim, o juiz tem
um "'problema de demonstragdo’”. Outre problema deste tipo seria “demonstrar o teo-
rema de Pitdgoras”. Ndo diremos: “Demonstre ou refute o teorema de Pitdgoras”.
Em alguns aspectos, seria preferfvel incluir no enunciado do problema a possibilidade
de refutar, mas poderemos desprezi-la, pois sabemos que as probabilidades de contra-
dizer o teorema de Pitigoras s3o por demais remotas.

3. As partes principais de um “problema de determinagio’” sdo a /incdgnita, os
dados e a condicionante.

Se tivermos de tracar um tridngulo de lados a, b, ¢, a incdgnita serd um tri-
angulo, os dados serdo os trés comprimentos &, b, ¢, e o triingulo ters de satisfa-
zer a condicionante de que seus lados tenham os comprimentos a, b, ¢, a inchgnita
serd um objeto da mesma categoria precedente, os dados serdo 0s mesmos anteriores,
porém a condicionante, que relaciona a incognita com os dados, serd diferente,

4, Se o “problema de demonstragdo’” for um problema matemético comum,
suas partes principais serfo a hipdtese e a conclusdo do teorema que tiver de ser pro-
vado ou refutado.

“Se os quatro lados de um quadrilétero forem iguais, entdo as suas duas aiago-
nais serdo perpendiculares entre si.” A segunda parte, que comega por “‘entdo”, é
a conclusdo; a primeira parte, que comeca por *‘se”, é a hip6tese.

[Nem todos os teoremas podem ser divididos naturaimente em hiptese 8 con-
clusdo. Assim, é praticamente impossivel dividir dessa maneira o teorema: *"Ha uma
infinidade de ndmeros inteiros”.]

b, Para resolver um “problema de determinagdo” é preciso conhecer, com
grande exatiddo, as suas partes principais, a incognita, os dados e a condicionante.
Nossa lista contém muitas indagagies e sugestdes relativas a essas partes.

Qual € a incognita? Quals sdo os dados? Qual é a condicionante?

Separe as vdrias partes da condicionante.

Procure a refagdo entre os dados ¢ a incégnita,

Considere a incognital F procure pensar num problema conhecido que tenha 3
mesma incdgnita ou outra semelhante.

Mantenha apenas uma parte da condicionante, ponha a outra de lado, até que
ponto a incognita fica assim determinada? Como pode ela variar? E possivel obter
alguma coisa de Gtif a partir dos dados? Pode imaginar outros dados que sirvam para
determinar a incégnita? Pode mudar a incognita, ou os dados, ou ambas as coisas, de
modo a que & nova incdgnita e os novos dados figuem mais préximos entre $i?

Uitilizou todos os dados? Utilizou toda a condicionante?
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6. Para resolver um “problema de demonstracdo” é preciso conhecer, com
grande exatiddo, as suas partes principais, a hipbtese e a conclusido. Ha indagacdes e
sugestOes (teis relativas a essas partes e gque correspondem aguelas indicagOes e suges-
tdes da nossa lista que sdo especialmente apliciveis aos “problemas de determinagio”.

Oual é a hipdtese? Qual € a conclusdo?
Separe as vdrias partes da hipotese.

Procure a relacado entre a hipdtese e a conclusao.

Considere a conclusdn. £ procure pensar num teorema conhecido que terha
a mesma conclusdo ou outra semethante.

Mantenha apenas uma parte da hipétese, ponha a outra de lado,; a conclusio
ainds & vdlida? E possivel obter alguma coisa de Gtil a partir da hipdtese? Pode ima-
ginar outra hipétese a partir da qual seja possivel chegar-se facilmente & conclusio?
Pode mudar a hipétese, ou a conclusdo ou, se necessdrio, ambas, de modo a que a
nova hipotese e a nova conclusio figuem mais préximas uma da outra?

Utilizou toda a hipdtese?

7. Os “problemas de determinagdo” sdo mais importantes na Matemdtica
elementar; os “problemas de demonstragcdo” o sdo na Matemdtica superior. Neste
livro, os “problemas de determinagdo’ t8m mais destague que os do outro tipo, mas
o autor espera restabelecer o equil(brio num trabalho mais amplo sobre este assunto.

Problemas priticos so diferentes, em diversos aspectos, dos problemas pura-
mente matematicos, muito embora os principais motivos e processos sejam essencial-
mente 0s mesmo em ambos os casos. Os problemas praticos da Engenharia geralmen-
te envolvem problemas matemdticos. Diremos algumas palavras sobre as diferencas,
analogias e correlagGes que existern entre estes dois tipos de problemas.

1. Um exemplo muito ilustrativo de problema prético é a construgdo de uma
barragem sobre um rio. Ndo é necesdrio qualguer conhecimento especial para com-
preendé-lo, Em tempos quase pré-histéricos, muito antes desta moderna era de teorias
cientfficas, os homens construlram barragens no vale do Nilo e em outras partes do
mundo, onde as [avouras dependiam de irrigagdo.

Procuremos visualisar o problema da construgdo de uma grande barragem
moderna.

Qual & a incdgnita? Muitas sfio as incognitas de um problema desta natureza:
a localizag8o exata da barragem, suas dimensGes e forma geométrica, os materiais a
utilizar na construg§o e assim por diante,

Qual é a condicionante? Nfo é possivel responder a esta indagagdo nurna fra-
se curta, pois sdo muitas as condicionantes. Num empreendimento tdo vasto é neces-
sério atender a muitas condigBes econdmicas e afetar o menos possivel outras. A
barragem deverd proporcionar energia elétrica, fornecer dgua para irrigacio e para

abastecimento de certas localidades g, também, contribuir para o controle de inunda-
¢Ses. Por outro lado, ela deverd causar o mfnimo de prejufzos & navegagdo, a pesquei-
ros de importincia econdmica ou & beleza da paisagem e assim por diante. Além do
que, naturalmente, ela deverd custar o minimo possivel e ser construlda no prazo
mais curto possivel.

Quais sdo os dados? E enorme a multiplicidade de dados necessdrios. S80 preci-
sos dados topograficos relativos as bacias do rio e dos seus tributérios; dados geolé-
gicos essenciais aos estudos da solidez das fundagdes, da estanqueidade da barragem e
dos materiais de contrugdo disponiveis; dados climatoldgicos ¢ hidroldgicos referen-
tes & precipitagio anual e & altura das cheias; dados econdmicos relativos ao valor
das terras que serdo inundadas, dos custos dos materiais e da mdo-de-obra e muito
mais.

Este exemplo revela que as incognitas, os dados e as condicionantes so mais
complexos e menos nitidamente definidos num problema pritico do que num pro-
blema matemdtico.

2. Para resolver um problema, é necessério um certo conjunto de conheci-
mentos previamente adquiridos. O engenheiro moderno tem a seu dispor um acervo
de conhecimentos sltamente especializados, uma teoria cientifica da Resisténcia dos
Materiais, a sua propria experiéncia e a grande massa de experiénciz profissional
acumulada na literatura técnica especializada. N&o nos é possivel aproveitar, nds
préprios, agqui, todos esses conhecimentos especiais, porém podemos tentar imagi-
nar o que se passava pela mente de um construtor de barragens no Egito antigo.

Ele havia visto, certamente, diversas outras barragens, talvez menores: macigos
de terra ou de alvenaria a reter as dguas. Ele havia observado a cheia, carregada de de-
tritos, a fazer pressdo contra a margem. Ele poderia ter auxiliado a reparar as fendas e
a erosdo deixadas pela inundagao, Ele poderia ter visto uma barragem ruir, desmoro-
nando sob o impacto da enchente. Ele certamente havia ouvido falar de casos de bar-
ragens gque suportaram a prova de séculos ou que, ao contrario, causaram catastrofes
peloc desmoronamento inesperado. Sua mente pode ter visualisado a pressio do rio
contra a superficie da barragem e as tensdes e deformacgdes no seu interior.

Mas o egipcio construtor de barragens ndo tinha conceitos precisos, quantita-
tivos e cientificos da pressio dos fluidos nem das tensGes e deformacdes que se
desenvolvem nos corpos sélidos, os quais constituem parte essencial do equipamento
intelectual de um engenheiro moderno. Este, porém, utiliza também muitos conhe-
cimentos que ainda ndo chegaram a atingir um nfvel preciso, cientifico: o que ele
sabe acerca da erosfo causada pela dgua corrente, do transporte de sedimentos, da
plasticidade e de outras propriedades,ndo bem delimitadas,dos materiais & um conhe-
cimento de carater muito empirico.

Q nosso exemplo mostra que c;s conhecimentos necessérios e os conceitos uti-
lizados sfo mais complexos @ menos nitidamente definidos nos problemas préticos
do que nos problemas mateméticos.
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3. Incognitas, dados, condicionantes, conceitos, conhecimentos prelimina-
res necessdrios, tudo é mais complexo e menos nitido nos problemas préticos do que
nos puramente matemdticos. Esta é um diferenga importante, talvez a principal, e
ela certamente implica em outras; no entanto, a motivagio fundamental e os proces-
sos solucionadores parecem ser os mesmos para problemas de ambos os tipos.

L3

_ Hé uma impressio muito difundida de que os problemas praticos exigem maior
experiéncia do que ¢s problemas matemaéticos. E possivel, mas & muito provdvel que
a diferenca esteja na natureza do conhecimento necessirio € nde na nossa atitude
para com o problema. Ao resolver um problema de uma ou de outra espécie, temos
Je depender da nossa experiéncia com problemas semelhantes e muitas vezes nos
perguntamos: Jd wiy o mesmo problema sob uma forma ligeiramente diferente?
Conhece um problema correlato?

Ao resolver um problema matemdtico, partimos de conceitos muito claros, que
estio razoavelmente ordenados ern nossa mente, Ao resolver um problema prético,
muitas vezes somos obrigados a partir de idéias algo nebulosas; ai, entdo, a clarifi-
cacdo dos conceitos pode tornar-se uma parte importante. Assim,a ciéncia médica
estd hoje numa posicdo melhor para controlar doencas infecciosas do gue estava
antes de Pasteur, quando a prépria nog¢do de infecgio era muito vaga. Levou em con-
ta todas as nogles essenciais referentes ap problema? Esta é uma boa pergunta para
problemas de todos os tipos, porém a sua aplicagdo varia muito, conforme a natureza
das nocdes intervenientes.

Num problema matemético perfeitamente formulado, todos os dados e todas
as clausulas da condicionante siio essenciais e tém de ser levados em conta. Nos pro-
blemas prdticos, temos uma grande multiplicidade de dados e de condicionantes;
tomamos em consideracdo tantos quanto pudermos, mas somos forgados a desprezar
alguns. Seja o caso do projetista de uma grande barragem. Ele leva em consideracio
o interesse pdblico e importantes interesses econbmicos, mas deverd par de lado pe-
quenas pretensdes e reclamagdes. Os dados de seu problema sio, rigorosamente falando,
inesgotdveis. Por exemplo, ele precisard saber um pouco rnais acerca do terreno em
que as fundagGes dever3o ser assentadas, porém, num certo momento, ele deve parar
de coletar dados geoldgicos, embora reste, inevitavelmente, uma margem de incerteza.

Utilizou todos os dados? Utilizou toda a condicionante? Nio podemos esque-
cer tais indagagdes quando tratamos de problemas puramente matematicos. Nos pro-
blemas priticos, devemos, porém, apresenté-las de outra forma: Utilizou todos os da-
dos que poderiam contribuir apreciavelmente para a solugdo? Utilizou todas as con-
diconantes que poderiam influenciar apreciavelmernte a solucdo? Avaliamos as infor-
magSes relevantes disponiveis, coligimos mais informagSes, mas em dado momento
devemos parar a coleta, precisamos parar em algum ponto, ndo podemos deixar de
desprezar alguma coisa. “"Quem quizer navegar sem risco, ndo se faca ao mar.” Muitas
vezes hd um grande excesso de dados que ndo tém qualquer influéncia aprecidvel
sobre a forma final da solugdo.

4. (Os projetistas das barragens do Egito antigo tinham de confiar no bom sen-
s0 para interpretar sua experiéncia, pois nada mais tinham em que se basear, O
engenheiro ndo pode contar apenas com o bom senso, especialmente quando se tra-
ta de um projeto novo e audacioso; tem de celcular a resisténcia da barragem projeta-
da, prever quantitativamente as tensdes e as deformacSes que se desenvolverdo no
seu interior. Para jsso, ele tem de utilizar a Teoria da Elasticidade ique se aplica razoa-
velmente bem as construgdes em concreto), Na aplicac§o da sua teoria, ele necessita
de uma boa dose de Matematica; o problema pritico de engenharia conduz a um
problema matemético,

Este problema matemético é por demais técnico para ser aqui analisado. Tudo
o qus podemos dizer a respeito pode resurnir-se a uma observagio geral. Ao estabe-
lecermos e ao resolvermos problemas matemdéticos derivados de problemas préticos,
geralmente contentamo-nos com uma aproximacio. Temos de desprezar alguns da-
dos e condicionantes de menor importdncia. Portanto, é razodvel uma pequena im-
precisBo nos cédlculos, particularmente quando pudermos ganhar em simplicidade o
que perdermos em precisio.

5. Muita coisa de interesse geral poderia ser dita sobre aproximacdes. Nio
podemos, porém, presumir qualquer conhecimento matematico especializado, por-
tanto, limitar-nos-emos a apenas um exemplo intuitivo e instrutivo.

0O desenho de mapas geogréficos constitui um importante problema prético.
Ao concebermos um mapa, geralmente admitimos que a Terra seja uma esfera. Ora,
isto é apenas uma suposigdo aproximada e nao a verdade exata. A superficie da Terra
ndo é, de modo algum, uma superficie matematicamente definida e sabemos com cer-
teza que ela & achatada nos polos. Se admitirmos, porém, que a Terra seja uma esfe-
ra, poderemos desenhar muito mais facilmente um mapa de grande parte sua super-
ficie. Ganharernos muito em simplicidade e pouco perderemos em precisZo. De fato,
imaginemos uma grande bola cuja forma seja exatamente igual a da Terra e que te-
nha, no seu equador, um didmetro de dez metros. A distdncia entre os pblos de uma
tal bola serd um pouco menor que dez metros, pois a Terra é achatada, porém a dife-
renga serd inferior a trés cent{metros. Desta maneira, a esfera constitui uma boa apro-
ximacgéo prética.

Progresso e consecugio. Fez algum progresso? O que conseguiu de essencial?
Podemos apresentar indagagGes deste tipo a nds proprios, quando estamos 2 resolver
um problema, ou a um aluno cujo trabalho orientamos. Assim habituamo-nos @ jul-
gar, com maior ou menor confianga, 0 progresso e a consecugio em casos concretos.
Mas a passagem desses casos concretes para uma descrigdo genérica ndo &, de modo
algum, féacil. No entanto, teremos de dar esse passo se desejarmos tornar o nosso estu-
do da Heurfstica um pouco mais completo. Além disso, precisamos tentar esclarecer
o que constitui, de modo geral, o progresso e a consecugdio na resolugio de problemas.
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1. Para resolver um problema, precisamos saber alguma coisa do assunto em
questdo e, também, reunir e selecionar os itens relevantes do nosso conhecimento
que se encontram em estado latente. A nossa concepgfo do problema é muito mais
ampla no fim do que no principio. O que lhe foi acrescentado? Aquilo que consegui-
mos extrair da nossa memdéria. Pars chegarmos & solucdo, teremos de relembrar

“varios fatos essenciais. Teremos de nos recordar, se o nosso for um problema matemé-
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tico, de problemas ja resolvidos, de teoremas conhecidos, de definicdes. O ato de ex-
trair da nossa meméria esses elementos relevantes pode ser chamado de mobilizagio.

2. Para resolver um problema ndo basta, porém, relembrar fatos isolados.
Precisamos combinar esses fatos isclados e a sua combinagio deve ficar bem adapta-
da ac problema em questdo. Assim, ao resolvermos um problema matemdtico, pre-
cisamos preparar um argumento que relacione os materizis retembrados, num conjun-
to bem adaptado. Esta atividade de adaptar e combinar pode ser chamada de
organizagéo.

3. De fato, mobilizagdo e organizagdo nio podem jamais ser realmente se-
paradas, Quando trabalhamos com concentragio num problema, relembramos apenas
aqueles fatos que estdo mais ou menos relacionados com o nosso objetivo e nada
temnos a relacionar e organizar a ndo ser o material que relernbramos e mobilizamos,

A maobilizacdo e a organizag§o constituem apenas dois aspectos de um mesmo
processo complexo que apresenta ainda muitos outros.

4. Um outro aspecto do progresso do nosso trabalho é que o modo de con-
ceppéo se modifica. Enriquecida com todo o material que rememoramos e adaptamos
a ela, a nossa concepcdo do problema é muito mais opulenta no fim do que o era no
principio. O desejo de partir da nossa concepgdo inicial do problema para uma outra
mais adequada, melhor adaptada, nos leva a tentar diversos pantos de vista e a en-
carar o problema sob &ngulos diferentes. Dificilmente poderemos fazer qualquer
progresso sem a VARIAGCAO DO PROBLEMA.

6. A medida que progredimos no sentido da nossa meta final, passamos a
conhecé-la melhor e, conhecendo-a melhor, julgamos que estamos a nos aproximar dela.
A medida que avanga o nosso exame do problema, prevemos com clareza cada vez
maior o que deve ser feito para a sua resolugdo & como isso deve ser feito, Ao resol-
vermos um problema matemético, podemos prever, s¢ tivermos sorte, que um cero
teorema conhecido poderd ser utilizado, que um certo problema j& anteriormente
resolvido poderd ser Otil, que a volta & definigdo de um certo termo técnico poderd
ser necessdria, N30 prevemos essas coisas com certeza, apenas cCoOm um certo grau
de plausibilidade, Teremos a certeza absoluta quando obtivermos a solugdo completa,
mas antes de termos a certeza absoluta precisamos, muitas vezes, de nos contentar
com uma suposicdo mais ou menos plausivel. Sem consideracdes que sejam apenas
plausiveis ¢ provisérias jamais encontraremos a solucdo, que é certa e final. Temos
necessidade do RACIOCINIO HEURISTICO.

8. O que se entende por progresso no sentido da solugdo? Avanco da mobi-
lizacdo e da organizacdo dos nossos conhecimentos, evelugdo da nossa concepeio
do problema, previsgo cada vez maior dos passos que constituirdo o argumento final,
Podemos avangar continuamente, por passos imperceptiveis, mas de quandc em vez
avancamos bruscamente, por saltos. Um sibito avango no sentido da solugao chama-se
uma {DEIA BRILHANTE, uma boa idéia, uma intuicdo {em alem3o hd um termo mais
técnico, Einfall}. O que é uma idéia brilhante? Uma repentina e memoravel aitera-
cdo da nossa perspectiva, uma sibita reorganizagio do nosso modo de conceber o
problema, o advento de uma previs3o confiante dos passos que teremos de dar para
alcangar a solugdo.

7. As consideragGes acima emprestam as indagacGes e sugesides da nossa lista
O 5uporte correto.

Muitas delas visam diretamente & mobilizagdo dos nossos conhecimentos pre-
viamente adquiridos: J& o viu antes? Qu jd viu 0 mesmo probiema sob uma forma
ligeiramente diferente? Conhece um problema correlato? Conhece um teorema que
possa ser 4til? Considere a incoégnita\ E procure pensar num problema semelhante
que tenha a mesma incognita ou outra semethante.

Em situagdes tipicas, julgamos ja ter coletado o material necessério e procura-
mos dar melhor organiza¢@o ao material mobilizado: £is um problema correfato que
j& foi antes resolvido. E possivel utilizar o seu método? Devese introduzir algum
elemento auxiliar para possibilitar a sua utilizacdo? '

Em outras situagcdes, também tipicas, julgamos que ndo temos ainda coletado
o material suficiente. Pensamos no que poderd faltar: Utifizou todos os dados? Uti-
lizou toda a condicionante? Levou em conta todas as nogies essenciais, de interesse
para o problema?

Algumas perguntas visam diretamente 3 varisgdo do problema: E possivel re-
formular 0 problema? E ainda possivel reformuld-io de outra maneira? Muitas ou-
tras visam & variagio do problema por meios especificos, tais como a volta 3s
DEFINIGOES, utilizando ANALOGIA, GENERALIZAGAD, PARTICULARIZACAO, DE-
COMPOSICAO E RECOMBINACAD,

Outras indagagdes sugerem ainda tentativas de prever a natureza da solugdo
que procuramos alcancar: E possivel satisfazer & condicionante? A condicionante
& suficiente para determinar s incdgnita? Qu é insuficiente? Ou redundante? Qu
contraditdria?

As indagacGes e sugestSes da nossa lista ndo mencionam diretamente a idéia
brithante mas, de fato, todas se relacionam com ela. Para compreender © problema,
preparamo-nos para té-la, para conceber um plano, provocamo-la; uma vez provocada
a idéia brilhante, fevamo-la adiante; fazendo o retrospecto e examinando a solucéo,
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procuramos aproveita-la melhor.™

Qual é 8 incognita? Do que se precisa? Que se quer? Que se deve procurar?
Quais sdo os dados? Que & fornecido? Do que se dispSe?
Qual é a condicionante? Por qual condigio estd a incognita ligada aos dados?

Estas indagagdes podem ser apresentadas pelo professor para verificar se o
problema foi compreendide com clareza. Além disso, elas encaminham a atencio
do aluno para as partes principais de um “problema de determinagdo”, a incognita, os
dados, a condicionante, Como é possivel que seja necessirio examinar diversas ve-
zes essas partes, as perguntas deverdo ser repetidas em fases mais avangadas da resoly-
clio. (Exemplos poderdo ser encontrados nas se¢des 8, 10, 18, 20: em EQUACIONA-
MENTO 3, 4; em PROBLEMAS PRATICOS, 1; em ENIGMAS e em outros artigos).

Estas indagacdes sdo muito relevantes para o solucionador. Ele verifica o seu
entendimento do problema, concentra a atengdo nesta ou naquela parte principal. A
resolugdo consiste, essencialmente, em ligar a incognita aos dados. Portanto, o solu-
cionador deverd concentrar repetidas vezes a aten¢io nestes elementos, perguntando:
Qual € a incdgnita? Quais sfo os dados?

O problema pode ter vdrias incognitas, ou a condicionanie pode ter diversas
partes que devam ser consideradas separadamente, ou pode ser conveniente con-
siderar algum dado isolado. Por isso, podemos usar diversas variantes das nossas in-
dagacdes, tais como: Quais s3o as incognitas? Qual é o primeiro dado? Qual é o se-
gundo dado? Quais sdo as diversas partes da condicionante? Qual é a primeira cliusu-
la da condicionante?

As partes principais de um “problema de demonstrag5o™ siio a hipdtese e a con-
clusfo e as indagagOes correspondentes serfio: Qual € a hipdtese? Qual é a conclusio?
E possivel que precisemos variar a expressdo verbal ou modificar estas perguntas
tantas vezes (teis; O que se¢ supbe? Quais sfo as vdrias pertes da suposicdo? (Ver
exemplos na se¢io 19).

Raciocinio heuristico é aquele que n3o se considera final e rigoroso, mas ape-
nas provisorio e plausivel, e que tem por abjetivo descobrir a solugdo do problema
que se apresenta, Somos muitas vezes levados a usar o raciocinio heuristico. Tere-
mos a absoluta certeza quando chegarmos 3 solug3o completa, mas freqiientemente,
antes de chegarmos a certeza absoluta, teremos de nos satisfazer com um estimativa
mais ou menos plausivel. E possivel que precisemos do provisorio antes de atingirmos
o final. Para chegarmos a uma demenstragdo rigorosa, & necessério o raciocinio heu-
ristico, assim como andaimes sfio necessirios & construcdo de um edificio.

*Diversos dos pontos discutidos neste artigo sio tratados com maior extensio no trabalho
do Autor, publicado na Acte Psychologica, vol 4 (1938), pigs. 113 — 170.
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Ver SINAIS DE PROGRESSO. Muitas vezes, 0 raciocinio heuristico & baseado na
indugdo ou na analogia; ver INDUCAO E INDUGAO MATEMATICA e ANALOGIA, 8, 9,
10.

O raciocinio heuristico vale por si proprio. O que & mau é confundi-lo com a
demonstragSo rigorosa. Pior ainda é fazer passar um raciocinio heuristico por uma
demonstragao rigorosa.

O ensino de certas matérias, principalmente do Célculo para engenheiros e fi-
sicos, seria muito melhorado se a natureza do raciocinio heuristico fosse mais bem
compreendida, se tanto as suas vantagens quanto as suas limita¢les fossem aberta-
mente reconhecidas e se os livros mostrassem claramente os argumentos heuristicos,
Um argumento heur(stico apresentado com elegancia e franqueza poderd ser (til; ¢
possivel que ele prepare para o argumento rigoroso, do qual geralmente contém al-
guns germes. Mas é provével que um argumento heuristico se torne prejudicial se ele
for apresentado com ambigliidade, revelando hesitagio entre acanhamnento e preten-
sf0. Ver POR QUE DEMONSTRAR?

Redundincia. Ver CONDICIONANTE.

Regras de descoberta. A primeira regra de descoberta é ter boa cabega e boa
sorte. A segunda & ficar firme e esperar até que apareca uma idéia brilhante.

Pode ser bom lembrar, de um modo algo brusco, que certas aspiragOes siio
irrealizdveis. Regras de descoberta infaliveis, que levem & resolugdo de todos os
problemas mateméticos, seriam mais preciosos do que a pedra filosofal, em véo procu-
rada pelos alquimistas. Tais regras fariam milagres, mas nio hé milagres. Encontrar
regras infaliveis, apliciveis a toda sorte de probiemas é um velho sonho filoséfico,
que nunca passard de sonho.

Uma espécie razodvel de heuristica nfo poderé aimejar regras infaliveis, mas
sim tentar o estudo de processos mentais {operagSes, passos, lances} espec(ficos, que
contribuam para a solucdo de problemas. Tais procedimentos sfo usados por todas as
pessoas s3s, interessadas no problema. Elas sdo indicadas por certas indagacdes e su-
gestSes estereotipadas que as pessoas inteligentes apresentam a si préprias e o profes-
sor inteligente apresenta a seus alunos. Uma fista de indagages e sugestdes desta cate-
goria, formuladas como suficiente clareza e bem ordenadas, pode ndo ser tio desejével
quanto a pedra filosofal, mas pode ser apresentada. Este livro apresenta tal lista.

Regras de ensino. A primeira regra de ensino é saber o que se deve ensinar. A
sequnda, ¢ saber um pouco mais do due aquilo que se deve ensinar.

Cada coisa em seu lugar. O Autor ndo pensa que todas as regras de conduta
para professores sejam completamente inQteis, pois do contrério ndo ousaria escre-

133



134

ver um livro inteiro sobre a conduta de professores e alunos. No entanto, é bom
ndo esquecer que um professor de Matemdtica deverd saber algo de Matemdtica e que
aquele que desejar incutir em seus alunos a correta atitude mental para com os pro-
blemas dever# ter, ele préprio, adquirido essa atitude.

Regra de estilo. A primeira regra de estilo é ter alguma coisa a dizer. A segunda
é controlar-se quando, por acaso, tiver duas coisas a dizer: dizer primeiro uma coisa,
depois outra, nunca ambas ao mesmo tempo.

Regresso. Se quisermos compreender o comportamento humano, devere-
mos comparé-lo com o comportamento animal. Qs animais também “'tém problemas”.
A Psicologia Experimental tem feito grandes progressos, nas dltimas décadas, em
pesquisas sobre as atividades “solucionadoras de problemas” de animais de diversas
espécies. Ndo podemos aqui discutir essas investigagfes, mas procurarermnos descrever
resumidamente apenas uma experiéncia simples e instrutiva, descricio essa que ser-
vird como que um comentirio do método da anélise, ou da regressdo, isto é, de “vol-
tar para tris”. A propésito, este assunto & tratado no presente livro, sob o nome
de PAPPUS, a quem se deve uma cldssica descricio do método em questéo.

1. Procuraremos responder 3 seguinte intricada pergunta; Como & possivel
retirar de um rie exatamente seis litros de dgua se 56 se dispSe, para medir a dgua, de
dois recipientes, com quatro e nove litros de capacidsde?

Imaginemos com ciareza os instrumentos de que dispomos, os dois recipien-
tes. fQuais sfo os dados?) Admitamos que sio eles dois vasos cilindricos, de bases
iguais e cujas alturas estio entre si como 9 estd para 4 {ver figura 22). Se, na face de
cada vaso, houvesse uma escala graduada gue nos permitisse avaliar o nivel da 4gua,
o problema seria simples. No entanto, ndo ha tal escala e, assim, estamos ainda longe

da solugo,

Figura 22

Nic sabemos ainda como medir exatamente 6 litros, mas poderemos medir
alguma outra coisa? {Se nfo conseguir resolver o problema proposte, procure antas

resolver algum problema correlato. E possivel obter algo de dtil dos dados?) Faca-
mos alguma coisa, vamos nos divertir um pouco. Pederiamos encher completamente
o vaso maior e despejar tanto quanto possivel no vaso menor; ficarfamos assim com 5
litros. Seria também possivel ficar com 6 litros? Temos de novo os dois vasos vazios,
Poderiamos também. ..

Estamos agora a fazer o que muita gente faz quando se defronta com este pro-
blema. Comegamos com os dois recipientes vazios, experimentamos isto e aquilo,
enchemos e asvaziamos, e quando ndo conseguimos, recomecamos por tentar alguma
outra coisa. Estamos assim a caminhar para frente, da situagio inicial para a situacdo
final desejada, dos dados para a incognita. Poderemos, acidentalmente, ter bom &xito.

2. Ora, as pessoas excepcionalmente capazes, ou aquelas que nas suas aulas
de Matemdética tiveram a oportunidade de aprender algo mais do que operagdes me-
remente rotineiras, nio perdem muito tempo com essas tentativas, mas voltam-se
e passam a caminhar para trés, '

De que & que precisamos? {Qua/ é a incdgnita?) Visualizemos a situacdo final
que almejamos, com a maior clareza possivel. Imaginemos que temos aqui, 8 nossa
frente, o vaso maior contendo exatamente seis livros de igua e o vaso menor vazio,
como a figura 23 mostra. {Comecemos por aquilo de que se precisa g admitamos que
74 foi encontrado aquilo gue se procura, diz Pappus.)

?/

Figura 23

De que situagdo anterior poderiamos obter a desejada situacdo final mostrada
na figura 23? {Indaguemos de que antecedente poderd ser deduzido o resultado dese-
jado, diz Pappus). Poderfamos, ¢ evidente, encher totalmente o vaso maior, ou seja,
com 9 litros, mas entdo terfamos de despejar exatamente 3 litros. Para conseguir
isto... terfamos de ter exatamente um litro de dgua no vase menor! E isso! (Ver fi-
gura 24),

{O passo que acabamos de ddr ndo é assim tdo fcil. Poucos serfo capazes de
dé-io sem muita hesitagdo. Com efeito, ao reconhecermos a significacdo deste passo,
j4 prevemos a forma da resolugdo que segue.)
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Figura 24

Mas como poderemos chegar 4 situagdo que acabamos de encontrar e que é
ilustrada pela figura 24? fIndaguemos de nove qual seria o antecedente deste ante-
cedente). Como a quantidade de 4gua do rio é praticamente ilimitada, a situa¢io da
figura 24 equivale a seguinte, da figura 25,

1
Figura 26
ou, ainda, 3 sequinte, da figura 26.
Gz
Figura 26

E ficil reconhecer que, se for possivel chegar as situagGes indicadas nas figuras
24, 25 e 26, pode-se igualmente chegar a qualquer uma outra, mas ndo é ficil obter
a situagdo da figura 26, a menos que /4 a tenhamos visto antes, ou a encontrado aci-
dentalmente em alguns dos nossos ensaios iniciais. Nas tentativas com os dois vasos,
é possivel que tenhamos feito alguma coisa semelhante e que agora relembremos, no
momenteo certo, de que a situagio da figura 26 pode surgir por sugestdo da figura 27.
Enchemos totalmente o vaso maior, em seguida dele transferimos, duas vezes seguidas,
quatro litros para o vaso menor, despejando-os no rio, de cada vez. Chiegamos final-
mente a alguma coisa j4 conhecida |estas s3o palavras de Pappus) g, seguindo o mé-
todo da anélise ou regressdo, descobrimos a seqiiéncia apropriada das operagGes,

E verdade, descobrimos esta seqiiéncia na ordem regressiva, mas tudo o que res-
ta a fazer & inverter o processo e comegar pelo uitimo ponto alcancado na andlise
{como diz Pappus). Primeirc, realizamos as operagGes sugeridas pela figura 27 e obte-
mos a figura 26, dal passamos a 25, em seguida 3 24 e, por fim, & figura 23. Retro-
cedendo, conseguimos finalmente deduzir 0 que ers preciso.

9
<5

Figura 27

3. A tradicio grega atribui a Platdo a descoberta do método dz andlise.
Pode-se ndo confiar muito na tradicdo mas, de qualquer maneira, se nfo foi Platio,
algum sdbio grego achou por bem atribuir a invengdo deste método a um génio filo-
s&fica.

H4 certamente neste método alguma coisa que ndo & superficial. H& uma certa
dificuldade psicolbgica em fazer meia-volta, emn afastar-se do objetivo, em regredir,
em desviar-se da trajetéria almejada. Ao descobrir a seqiiéncia apropriada das ope-
ragtes, a nossa mente passa a proceder numa ordem gque é exatamente a inversa do
desempenho real. H§ uma espécie de repugndncia psicolbgica para com esta ordem in-
versa, que pode impedir que até um estudante muito capaz compreenda o método, se
este ndy |he for apresentado com cuidado.

No entanto, nfo ¢ preciso ser génio para resolver por regressiio um probiema
concreto. Qualquer pessoa poderd fazé-lo com um pouco de bom senso. Concentra-
mo-nos no objetivo desejado, visualizamos a posi¢io final em que gostarfamos de
nos encontrar, A partir de que posi¢io anterior podemos chegar 3 final? E natural
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fazer esta pergunta e, ao fazé-la, estamos voltando para tras. Até problemas muito
elementares conduzem naturalmente 3 regressdo (ver PAPPUS, 4),

A regressdo é um processo de bom senso ao alcance de todos e ndo se pode
duvidar que ¢le foi utilizado, por mateméticos ou nfo, antes de Platdo. O que alguns
sébios gregos podem ter considerade como uma realizagdo digna do génic de Platio
é o enunciado do processo em termaos genéricos e 2 sua caracterizac§o como uma ope-
racdo tipica util na resolugdo de problemas, mateméaticos ou ndo.

4. Passemaos agora a uma experiéncia psicolégica — caso ndo seja muito brusca
a transicdo de Platio para cles, galinhas e chimpanzés. Uma cerca forma trés dos la-
dos de um retingulo, deixando aberto o quarto lado, como a figura 28 mostra.
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Figura 28

Colocamos um cachorro dum lado da cerca, no ponto D, g alguma comida do outro
lado, no ponto F. Para o cachorro, este problema é relativamente simples. Ele primei-
ro ensaia um salto direto sobre a comida, mas em seguida se volta e, correndo com
decisdo até o final da cerca, chega 3 comida numa curva suave. Algumas vezes, po-
rém, especialmente quando os pontos D e F estio muito préximos, a solugio nio é
tdo imediata: 0 cachorro pode perder tempo a ladrar, a arranhar acercaea jogar-se
contra ela, antes de ‘conceber a brilhante idéia” {como dirlamos} de contorn&-la.

E interessante comparar 0 comportamento de outros animais quando coloca-
dos no lugar do cachorro. O problema é muito f4cil para um chimpanzé ou para uma
crianca de quatro anos (para esta, um brinquedo pode constituir um atrativo maior
do que a comida). Ele se torna, porém, surpreenaentemente dificil para uma galinha,
que fica a correr excitadamente para frente e para tras, do seu lado da cerca, e pode
assim levar um tempo enorme até chegar 3 comida, se é que chegaré mesmo. Mas a
galinha poderé enfim conseguir acidentalmente,

5. Néo devemos estabelecer uma grande teoria com base em uma s& experiéncia
que fol apenas abreviadamente divulgada, N8o hi porém, nenhum inconveniente
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em observar analogias evidentes, desde que estejamos preparados para verificé-las e
reavalid-las.

Resolver um problema de qualquer tipo & contornar um obstaculo; portanto, a
experidneia descrita tem um valor simbblica. A galinha compertou-se como as pes-
soas que resolvem os seus problemas de gualquer jeito, por tentativas repetidas, con-
seguindo eventualmente, gragas a um acidente feliz, sem que tenham percebido as
razdes do seu sucesso. O cachorro, que arranhou, saliou e lativ antes de se voltar,
resolveu o seu problema quase tio bem quanto nds resclvemos o nossa dos dois re-
cipientes. Imaginar uma escala graduada para indicar o nivel da égua era uma espécie
de arranhfio quase in(til, que apenas mostrava que aquilo que procurdvamos estava
bem abaixo da superficie. Nos também procuramos primeiro caminhar para a frente
@ mais tarde tivemos a idéia de voltar para tras. O cachorro que, depois de um breve
exame da situa¢do, deu meia-volta e saiu a correr, dd a impressdo, certa ou errada,
de uma intuigdo superior,

Nio devemos sequer condenar a galinha pela sua inépcia, HA uma certa dificul-
dade em fazer meia-volta, em afastar-se do objetivo, em caminhar sem olhar conti-
nuamente para a meta, em ndo seguir a trajetGria que leva diretamente ao fim deseja-
do. H4 uma evidente analogia entre as dificuldades da galinha e as nossas préprias.

Sabedoria dos provérbios. Resolver problemas é uma atividade humana funda-
mental. De fato, a maior parte do nosso pensamento consciente relaciona-se com pro-
blemas. A ndo ser quando nos entregamos a meros devaneios ou fantasias, 05 nossos pen-
samentos dirigem-se para umfim, procuramos meios, procuramos resolver um problema.

Algumas pessoas t8m mais sucesso do que outras em atingir os seus objetivos e
resolver os seus problemas. Essas diferengas sdo notadas e comentadas € certos pro-
vérbios parecem ter preservado a quintessdncia de tais observagdes. De qualguer mo-
do, hd muitos provérbios que caracterizam admiravelmente os procedimentos t(picos
seguidos na resolugio de problemas, os aspectos de bom senso, os estratagemas e os
erros habituais. Muitas observagBes judiciosas, algumas sutis, aparecem em provér-
bios mas, é evidente, estes ndo constituem um sistema cientifico, livre de incoeréncias
e obscuridades. Pelo contririo, é§ muito comum a um determinado provérbio ser con-
traposto um gutro que da um consetho exatamente inverso e & grande a arnplitude
de interpretacio. Seria tolice considerar os provérbios como fontes autorizadas de
sabedoria universalmente aplicdvel, mas seria também uma pena desprezar a descri-
¢do pitoresca de procedimentos heuristicos gue eles proporcionam.

A coleta e a classificacio de provérbios relativos ac planejamento, 4 procura de
meios e 3 escolha de finhas de acdo, em suma, de provérbios relativos 3 resolucdo de
problemas, constituird interessante tarefa. Como, para isso, dispomos de pouco es-
paco, o melhor que podemas fazeré citar alguns que ilustram as fases principais do
processo solucionador, as quais se destacam em nossa lista e sdo discutidas nas seqOes

6 a 14 e em outros lugares. Os provérbios citados estdo impressos em itdlica.
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1. A primeira coisa a fazer com um problema & compreendé-lo bem: Quem
entende mal, mal responde. Precisamos distinguir claramente a meta que: desejamos
alcancar: Pense no fim antes de comegar, Este é um conselho muito antigo: respice
finem & o dito latino. Infelizmente, nem todos seguem este bom conselho e as pessoas
muitas vezes comegam a especular, a falar e, até, a agir confusamente sem ter compre-
¢ndido propriamente ¢ objetivo para o quai deveriam trabalhar. O tolo olha pars o
comeco, o sdbio vé o fim. Se o objetivo nfo estiver elaro €T Nossa mente, poderemos

facilmente desviarmo-nos do problema e abandoné-lo, O sdbio comega pelo fim, o
tolo termina no comego.

Ndo basta, porém, compreender o problema, é preciso também querer a sua so-
lucdo. Ndo teremos probabilidades de resolver um problema dificil se nfo tivermos

um forte desejo de resolvé-lo, mas havendo um tal anseio haverd uma chance. Que-
rer € poder.

2. A concepgdo de um plano, de uma idéia da acdio apropriada, é o que mais
importa na solu¢fio de um problema.

Uma boa idéia & uma sorte, uma inspiragdo, um presente dos deuses, que preci-
samos fazer por merecer: A perseveranga £ a rde da boa sorte. Nio se derruba um
carvalho com uma sé machadada. Se no principic ndo conseguir, continge tentando.
Mas n@o basta continuar tentando, precisamos tentar meios diferentes, variar as ten-
tativas: Experimente todas as chaves do molho. Devemaos adaptar as nossas tentati-
vas as circunstdncias. Velefs-se conforme o vento. Fagcamos como pudermos se naa
pudermos fazer como queremos. Se nio conseguirmos, deveremos tentar Qutra coisa.
O sdbio muda de opinido, o tolo nuncs. Devemos mesmo estar, de saida, preparados
para um possivel fracasso de nosso plano ¢ ter outro de reserva, Mantenba duas cor-
das para o arco. E possivel, naturalmente, exagerar essa mudanga de um plang para
outro e, assim, perder tempo. Poderemas, entdo, ouvir 0 comentério irdnico: Facae
desfaca que o dia & bastante longo. Teremos menos possibilidades de enganos se ndo

perdermos de vista a nossa meta. O ohjetivo da pescaria ndo é lancar o0 anzol, mas sim
apanher o peixe.

Esforgamo-nos para extrair algo de Gtil da meméria, porém, muitas vezes, quan-
do surge uma idéia que poderia ajudar, no a apreciamos por causa da sua aparente
insignificincia. O experto talvez ndo tenha mais idéias que o inexperto, porém ele
aprecia mais as que tiver e as utiliza melhor. O sébio cria msis oportunidades do que
#s encontra. O sdbio faz ferramentas daquilo que Ihe caf 3s méos. Ou é possivel que
a vantagem do experto esteja em que ele se mantém permanentemente atento a cpor-
tunidades. Figue sempre de olho na grande ocasifo.

3. Devemos comegar a execugio do nosso plano na hora certa, quando ele
estiver amadurecido, nunca antes. No devemos nos precipitar. Ofhe antes de saltar.
Prove antes de confiar. Uma demora prudente toms o caminho seguro. Por outro
lado, ndo devemos hesitar por muite temnpo. Quem quiser navegar sem risco, ndo se
faca ao mar, Faca o que puder e espere pelo methor. Use os meios e Deus o ajudars.

Devernos usar o nosso discernimento para escolher © momento azado. E aqui
vai um aviso oportuno para lembrar o engano mais comum, a mais habitual falha de
discernimento: £ ficif acreditar naquilo que se deseja.

O nosse plano, no caso mais favordvel, somente nos fornecerd um contorno
geral. Temos de nos convencer de que os detalhes se encaixam nesse contorng, de
modo que temos de examinar cada detalhe, urn apés outro. Degrau a degrau, sobe-se
a escada. Faga as coisas gradualmente.

Na execucdo do nosso planc, devemos ter o cuidado de dispor as suas etapas
na ordem apropriada, que muitas vezes ¢ inversa & ordem da invencéo. O que o tolo
faz no fim, o sébio faz no principio.

4. O reexame da solugio completa constitui uma fase importante e instrutiva,
N3o pensa bem quem ndop repensa.

Reexaminando a solucio, podemos descobrir outra confirmacio do resultado,
€ bom lembrar ao principiante que essa segunda confirmacdo é valiosa, que é melhor
ter duas demonstracSes do que uma sb. E mais seguro ancorar com dois ferros.

5. De modo algum esgotamos 05 comentéirios acerca de provérbios relativos
A solucio de problemas. No entanto, muitos outros, que poderiam ter .sido cit?dos,
dificilmente apresentariam novos ternas, mas apenas variacSes sobre 0s I me.ncwna-
dos. Certos aspectos mais sistematicos ¢ mais refinados do processo solucionador
mal caberiam sob o tftulo de Sabedoria dos Provérbios.

Na descri¢io dos aspectos mais sisteméticos da solugio, 0 Autor procurou, aqui
e ali, imitar o feitio peculiar dos provérbios, o que ndo é ficil. Seguem-se alguns pro-
vérbios “sintéticos” que descrevern atitudes algo mais refinadas.

O fim indica os meios.

Seus melhores amigos sdo O que, Por qué, Onde, Quando e Como. Pergur!te
O que, pergunte Por qué, pergunte Onde, Quando e Como — e ndo pergunte a nin-
guém quando precisar de consetho,

Nio acredite em coisa alguma, mas s&6 duvide daquilo que merecer divida.

Olhe em torno quando encontrar o primeiro cogumelo — ou fizer a primeira
descoberta; ambos medram em grupos.

Se nido conseguir resolver o problema proposto niio se aflija muito com © in-
sucesso & procure consolar-se com alguns do_s éxitos que ja obteve, procure antes
resslver algum problema correlato,; criaré, assim, coragem para obter de novo ¢ pro-
blema original. Ndo esqueca que a superioridade do homem ests em contornar um
obstaculo que nio pode ser superado frontalmente, em conceber um problema
auxiliar adequado quando o problema ariginal parecer insolGvel.

£ possivel imaginar um problema correlato que seja mais acessivel? E preciso

141



agora inventar um problema correlato, e ndo apenas lembrar de um; espero que ji
haja tentado satisfazer 4 indagagdo: Conhece um problema correlato?

As demais indagagGes t&m um objetivo comum, que é a VARIACAD DO PROBLE-
MA. Ha diferentes meios de alcangar este objetivo, tais como GENERALIZACAD, PAR-
TICULARIZAGAQ, ANALOGIA e outros, que sdo maneiras diversas de DECOMPOSIGAQ
E ' RECOMBINAGAD,

Separe as diversas partes da condicionante, Nosso primeiro dever é compreen-
der o problema. Compreendendo-o por inteiro, passamos aos detalhes. Examinamos
suas partes principais (a incognita, os dados, a condicionante} uma por uma. Quando
tivermos bem em mente essas partes e nenhuma idéia nos houver ainda ocorrido, pas-
samos a outros detalhes. Examinamos os diversos dados, um por unt. Uma vez com-
preendida a condicionante inteira, separamos as suas diversas partes e examinamos
cada parte, uma a uma.

Vemos agora a funcdo da sugestio aqui apresentada. Ela tende a provocar um
passo que temos de dar quando procuramos ver claramente o problema e tivermos
de entrar em detalhes cada vez mais profundos. Trata-se ai de um passo de DECOMPO-
SICAD E RECOMBINACAD,

Separe as diversas partes da condicionante. Pode anotd-las? Temos muitas vezes
oportunidade de formular esta indagagdo quando passamos 30 EQUACIONAMENTO. ..

Simetria tem dois significados: um, mais comum, particular, geométrico; outro,
menos comum, genérico, 1dgico.

A Geometria Espacial elementar considera dois tipos de simetria: em relagio
a um plano {chamado plano de simetria) e em relagio a um ponto {chamado centro
de simetria). O corpo humano parecer ser razoavelmente simétrico, porém de fato
ndo o é; diversos drgdos internos estdo dispostos muito assimetricamente. Uma es-
titua pode ser perfeitamente simétrica em relagio a um plano vertical, de tal manei-
ra que as duas partes sejam completamente "intercambidveis”.

Numa acep¢do mais geral, um todo & dito simétrico quando tem partes inter-
cambidveis. H& muitos graus de simetria; eles diferem no nidmero de partes inter-
cambidveis e nas operacdes que perrmutam as partes. Assim, um cubo apresenta um
alto grau de simetria: as suas 6 faces s8o intercambidveis entre si, como o sdo os seus
8 vértices e as suas 12 arestas. A expressdo

yz + zx + xy

é simétrica: qualquer par das letras x, y, z pode ser permutado entre si sem alterar
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a expressdo.

A simetria, no sentido geral, é importante para o nosso assunto, Se o problema
for simétrico em algum aspecto, poderemos tirar vantagem da observagdo das suas
partes intercambidveis e muitas vezes compensa tratar da mesma maneira as partes
que desempenham a mesma fungdo {ver ELEMENTOS AUXILIARES, 3).

Procure tratar simetricamente o que & simétrico e ndo destruir arbitrariamente
qualquer simetria natural. Somos, contudo, muitas vezes levados a tratar assimetri-
camente o que & naturalmente simétrico. Um par de luvas é certamente simétrico;
no entanto, ninguém usa o par de um modo perfeitamente simétrico, ninguém colo-
ca ambas as luvas a0 mesmo tempo, mas sim uma apds outra,

A simetria pode também ser (til na verificagSo dos resultados {ver segdo 14}.

Sinais de progresso. Quando Colombo e seus companheiros velejavam para
oeste, através de um oceano desconhecido, eles se animavam sempre que avistavam
péssaros, pois consideravam estes como um sinal favorével, indicador da proximidade
de terra, porém ficaram muitas vezes desiludidos. Pensavam que algas marinhas flu-
tuantes ou nuvens baixas podiam indicar terra, mas também ficaram desapontados,
Um dia, porém, os sinais se multiplicaram. Na quinta-feira, 11 de outubro de 1492,
““avistaram péssaros e um canigo verde perto do navio. Qs que estavam na caravela
Pinta viram um pedago de cana e uma vara e recolheram uma pequena langa que pa-
recia ter sido trabalhada a ferro, além de outro pedaco de cana, de uma planta ter-
restre e de uma pequena tdbua. A tripulagio da caravela Nifia também avistou sinais
de terra e um gatho coberto de sementes. Foi um alivio geral e todos se rejubilaram
com estes sinais”. E de fato, no dia seguinte avistaram terra, a primeira itha de um
Novo Mundo.

O nosso empreendimento pode ser importante ou néo, o nosso problema pode
ser de qualquer tipo — quando estamos a trabalhar intensamente, procuramos, com
ansiedade, sinais de progresso, assim como Colombeo e seus companheiros procura-
vam sinais de proximidade de terra. Examinaremos alguns exemplos que nos ajuda-
rio & compreender o que razoaveimente pode ser considerado como um sinal de
aproximacdo da solugdo.

1. Exemplos Tenho um problema de xadrex, Tenho de por em xeque-mate
o rei preto, digamos, em dois {ances. No tabuleiro, bem distante do rei preto, estd
um cavalo brance que parece supérfluo. Para que serve? Sou forcado, no momenta,
a deixar sem resposta esta pergunta, No entanto, ap0s vdrias tentativas, ocorreu-me
uma nova jogada e observei que esta poria em jogo o cavalo branco. A vbservacdo
deu-mie uma nova esperanga e considerei-a como um sinal favorével: o novo lance
tinha uma certa possibilidade de ser o certo. Por qué? '

Num problema de xadrez bem concebido ndo héa pecas supérfluas. Portanto,
temos de levar em conta todas as que estdo no tabuleiro, temos de usar todos 0s da-
dos. A solucdo correta tem certamente de usar todas as pegas, mesmo aquele cavalo
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branco que parecia supérfluo. Neste dltimo caso, o novo lance que imaginei concor-
dava com a jogada correta gue devia fazer. O novo lance parece o certo; ele pode
Ser o certo,

Seria interessante examinar uma situagdo semethante num problema mateméti-
co. Quero exprimir a drea de um tridngulo em fungfo dos trés lados &, b e c. J&
t'r_acei um plano. Sei, mais ou menos claramente, quais as relagfes geométricas que
tenho de levar em conta e gue célculos devo realizar. Mas ndo tenho ainda certeza se
¢ meu plano funcionard. Se agora, procedendo de acordo com o plano, observar gue
a grandeza

vb +tec —a

entra na expressio da drea que estou em vias de estabelecer, terei um bom motivo
para ficar satisfeito, Por qué?

De fato, ndo se deve esquecer que a soma de dois lados de um tridngulo & maior
do gue o terceiro. Isto implica numa certa restrigdo. Os lados dados, 4. b e ¢
ndc podem ser inteiramente arbitrdrios; por exemplo, 5 + ¢ tem de ser maior do
que a. Trata-se de uma parte essencial da condicionante e devemos ulilizar toda a
condicionante, Se b + ¢ ndo for maior do que & a formula que procuro tor-
nar-se-4 ilusdria. Sim, porque a raiz quadrada que acima aparece torna-se imaginaria
quando b + £ — a ¢ negativo, isto é, quando b + ¢ & menor do gque 2 e assim
@ raiz quadrada torna-se imprbpria para representar uma quantidade real. Deste mo-
do, a minha férmula, na qual entra uma raiz quadrada, apresenta uma importante
propriedade em comum com a formula verdadeira. A minha farmula parece a verda-
deira; ela pode ser a férmula verdadeira.

Eis um outro exemplo. Hé algum tempo, quis demonstrar um teorema de Geo-
metria Espacial. Sem muita dificuldade, encontrei uma primeira observagio que me
pareceu pertinente, mais al parei. Faltava alguma coisa para concluir a demonstragao.
Quando, naquele dia, desisti, tinha j& uma nogdo, mais clara do gue no principio, de
como se apresentaria a solucio, de como a lacuna deveria ser preenchida, porém era
incapaz de preenché-la. No dia sequinte, apbs uma noite bern dormida, logo lembraei-
me de um teorema anélogo da Geometria Plana. Num lampejo, convenci-me de que es-
tava agora com a solugdo e tinha, pensei, boa razdo para estar disto convencido. Por
qué?

De fato, a analogia € um bom guia. A resoluciio de um problema de Geometria
Espacial muitas vezes depende de um problema andlogo da Geometria Plana {ver
ANALOGIA, 3 a 7). Assim, no meu caso, havia de saida uma possibilidade de que a
desejada demonstragdo utilizaria como lema um teorema da Geometria Plana do tipo
que finalmente me veio 3 rmente. “'Este teorema parece o lema de que preciso; ele po-
de ser o lema de que preciso” — este foi o meu raciocinio.
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Se Colombo e seus homens se dessem aog trabaltho de raciocinar explicitamente,
teriam procedido de maneira semelhante. Conheciam a aparéncia do mar nas proxi-
midades da costa, Sabiam que, com maior freqi&ncia que em alto-mar, aparecem
passaros nos ares, vindos de terra, e objetos flutuantes, desgarrados do litoral.Muitos
dos homens deviam ter feito observacdes semelhantes quando, em viagens anteriores,
regressavam aos seus portos de origem. Na véspera da data memoravel em que avis-
taram a ilha de 530 Salvador, quando os objetos que flutuavam nas dguas tornaram-se
mais freqlentes, pensaram: “‘Parece que estamos nos aproximando de terra; é possi-
vel gue estejamos nos aproximando de terra” e “foi um alivio geral e todos se rejubi-
laram com estes sinais”.

2. Cardter heuristico dos sinais de progresso. Insistamos num ponto que tal-
vez esteja claro para todos, mas que é muito importante e, por isto, deve ficar per-
feitamente esclarecido.

O tipo de raciocinio ilustrado pelos exemplos anteriores merece ser seriamente
notado e levado em conta, embora apenas proporcione uma indicagio plausivel e
ndo uma certeza infalivel. Reformulemos um desses raciocinios com pedantismo, por
extenso e com detalhes de pouca naturalidade:

Quando nos aproximamos de terra, muitas vezes avistamos péssaros.
Estamos a avistar passaros.
Portanto, provavelmente, estamos a nos aproximar de terra,

Sem a palavra “provavelmente”, a conclusdo seria uma completa falacia. Com
efeito, Colombo e seus companheiros muitas vezes avistaram péssaros, mas depois se
desapontaram. S0 uma vez chegou o dia em gue ©s avistaram e aoc qual se seguiu o
dia da descoberta.

Com a palavra “provaveimente™, a conclusfo é razodvel e natural, mas de ma-
neira alguma constitui uma demonstracdo conciusiva: ela é somente uma indicagio,
uma sugestdio heuristica, Seria um grande engano esquecer que uma tal conclusio
¢ apenas provivel e considerd-la como uma certeza. Porém desprezar inteiramente
essas conclusdes seria um engano ainda maior. Quem tomar uma conclusdo heuris-
tica como certa, poderd ser enganado e ficar desapontado; mas gquern desprezar com-
pletamente as conclusSes heuristicas ndo fard nenhum progresso. Os mais importan-
tes sinais de progresso sdo heuristicos. Devemos confiar nesles? Devemos segui-los?
Siga-0s, mas fique de alho aberto. Confie neles, mas nfo deixe de cbservar. E nunca
renuncie ao seu discernimento.

3. Sinais claramente expressiveis. Podemos encarar os exemplos anteriores
de um outro ponto de vista.

Em um desses exemplos, consideramos coma um sinal favorével, o fato de con-
sequirmos pdr em jogo um dado até entdio ndo utifizado (o cavalo branco). Estavamos
perfeitamente certos em assim considera-lo, De fato, resolver um probiema consiste,
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essencialmente, em encontrar a conexdo entre o3 dados e a incdgnita. Além disso,
devemos, pelo menos nos problemas bem enunciados, utifizar todos os dados e rela-
cionar cada um deles com a incognita. Assim, podemos considerar que a colocagio
em jogo de mais um dado é um progresso, um passo a frente,

Num outre exemplo, consideramos como um sinal favorivel o fato de uma
‘clausula essencial da condicionante ter sido adequadamente levada em conta em nos-
sa formula. Estdvamos perfeitamente certos em assim considerar. Com efeito deve-
mos utilizar toda a condicionante. Assim sendo, podemos considerar que levar em

conta mais uma cldusula da condicionante é um progresso, um passo na direcio
certa.

Em ainda um outro exemplo, consideramos como um sinal favordval o surgi-
mento de um problema andlogo mais simples, o que também se justifica, pois a ana-
logia ¢ certamente uma das principais fontes da invengdo. Se outros meios fafharem,
deveremos procurar imaginar um problema andlogo. Portanto, quando um tal pro-
blema surge espontaneamente, por si proprio, sentimo-nos naturalmente jubilosos,
sentimos que estamos a nos aproximar da solugao.

Apos esses exemplos, podemos agora perceber facilmente a idéia geral. Ha cer-
tas operacfies mentais que sdo tipicamente iteis na resolugdo de problemas. (As
mais comuns dessas operacdes constam da lista deste livro.} Se uma delas tiver su-
cesso  [se mais um dado ficar relacionado com a incégnita — se mais uma clausula
for levada em conta — se for introduzido um problemsa andlogo mais simples), esse
sucesso serd percebido como um sinal de progresso. Uma vez compreendido este pon-
to essencial, podemos expressar com alguma clareza a natureza de outros novos si-
nais de progresso. Tudo o que temos a fazer é reler a nossa lista e observar as vérias
indagagies e sugestdes que compdem, ji do ponto de vista em que acabamos de nos
situar,

Assim, a compreensdo clara da incdgnita é progresso. A disposico ordenada
dos diversos dados, de tal maneira que possamos facilmente relembrar de qualquer
um deles, também & progresso. A visualizagfo nitida da condicionante como um todo
pode significar um progresso essencial e a separacio dessa condicionante em partes
apropriadas pode constituir um importante passo 2 frente. Quando encontramos uma
figura faci! de imaginar, ou uma notacfo facil de reter, podemos razoaveimente crer
que fizemos progresso. A recordacdo de um problema correlato e ji anteriormente
resoivido pode constituir um passo decisivo na dire¢do certa.

E assim por diante: a cada operacido mental concebida com clareza corresponde
um certo sinal claramente expressdvel, A nossa lista, bem examinada, inclui também
sinais de progresso.

Ora, as indagacdes e sugestGes que constituem essa nossa lista sdo simples,
6bvias, apenas bom senso comum. Para compreends-la, n§o é necessiria nenhuma

ciéncia oculta, pois bastard um pouco de bom senso e, naturalmente, alguma ex-
periéncia,

4, Sinais menos claramente expressdveis. Quando trabalhamos intensamente,
sentimos bem o ritmo do nosso progresso. Quando ele é rdpido, exultamos: quando
lento, ficamos deprimidos. Sentimos claramente essas diferencas sem sermos capa-
zes de identificar qualquer sinal espec(fico. Disposi¢bes de dnimo, sensagdes, aspectos
gerais da situagio servem para indicar o nosso progresso, mas ndo sdo faceis de ex-
pressar. “Parece-me bom’ ou “Néo estd tio bom”, dizem os simplorios. Os mais
sutis se exprimem com certa nuance. “Este é um plano bem equilibrado™ ou “Nao,
est4 faltando alguma coisa e isto prejudica a harmonia”. E no entanto, por detrés de
expressdes primitivas ou vagas, hd uma inconfund{vel sensagdo de confianca que mui-
tas vezes nos leva ao caminho certo. Se tal sensa¢do for muito forte e surgir repenti-
namente, falamos de inspiracio. As pessoas geralmente ndo duvidam de suas inspi-
racSes e algumas vezes sio por elas enganadas. De fato, devemos tratar as sensagdes
orientadoras e as inspiracdes da mesma maneira que tratamos aqueles sinais de
progresso mais claramente expressdveis, que foram discutidos no item anterior. Con-
fie, mas figue de olho aberto.

Siga sempre a sua inspiragdo, mas com uma pitada de dGvida.

[Qual é a natureza dessas sensagdes orientadoras? Haverd algum significado
menos vago em palavras de conotagGes tdo estéticas como “equilibrado” e “harmo-
nioso”? Estas questSes sdo mais especulativas que préticas, mas o presente contexto
indica respostas que talvez meregam ser enunciadas: como 0s sinais de progresso mais
glaramente expresséveis relacionam-se com o sucesso, ou fracasso, de certas operacies
mentais bem definidas, podemos suspeitar que as nossas sensacdes orientadoras me-
nos claramente expressiveis podem estar similarmente relactonadas com outras
atividades mentais mais obscuras — talvez com atividades cuia natureza seja mais “psi-
.cologica” e menos “logica”.]

5. Como os sinais ajudam. Tenho um plano. Percebo claramente por onde
comecar e guais os passos iniciais que deverei dar. Porém ndo vejo bem o rumo que
o caminho toma mais adiante. Nio estou muito certo de que o meu plano funcionaré
e, de qualquer maneira, ainda tenho um longe caminho pela frente. Portanto, comego
cautelosamente na direcdo indicada pelo meu plano e me mantenho alerta para sinais
de progresso. Se esses sinais forem raros e indistintos, fico hesitante. E se por muite
tempo eles deixarem mesmo de aparecer, posso ficar desencorajado, voltar atrés e ten-
tar outro caminho. Pelo contririo, se os sinais se tornarem mais fregiientes & medida
que avango, se eles se multiplicarem, a minha hesitagio se desvanece, 0 meu maral se
levanita & prossigo com confianca cada vez maior, assim como ocarred com Colombo
e seus companheiros antes de avistarem a ilha de Sdo Salvador.

Os sinais podem orientar as nossas acdes. A sua auséncia pode alertar-nos
de um beco sem saida e poupar-nos tempo e trabalho inQteis. A sua presenca pode
fazer com que concentremos o nosso esforgo sobre o ponto certo.
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No entanto, os sinais podem também ser enganadores. Uma vez, abandonei
uma trilha por falta de sinais, mas alguém, que vinha atrds de mim e prosseguiu um
pouco mais, fez uma importante descoberta — para meu grande aborrecimento e eter-
no arrependimento. Ele ndo s& teve mais perseveranca do que eu, mas também in-
terpretou cofretamente certos sinais que deixei de notar. Por outro lado, posso se-

- guir alegremente por um caminho, encorajado por sinais favoraveis, @ deparar-me com
um obstculo insuspeitado e intransponivel.

Sim, os sinais podem nos enganar num ou noutro caso, mas eles nos guiam
certo na maioria das vezes. Um cacador pode, aqui e ali, interpretar mal os rastros
deixados pelos animais, mas ele precisa estar certo na média, pois do contréric a
caca n3o poderia ser seu meio de subsisténcia.

E preciso experiéncia para interpretar corretamente os sinais. Alguns dos com-
panheiros de Colombo certamente conheciam, por experiéncia, o aspecto do mar
nas proximidades do litoral e assim estavam capacitados a interpretar os sinais que
sugeriam estarem a se aproximar de terra. O experto sabe, por sua propria experiéncia,
como a situagao se apresenta e qual a sensagdo que se tern quando a solugdo estd pro-
xima, de ta! modo que ele & capaz de interpretar os sinais indicadores dessa aproxi-
macdo. O experto conhece mais sinais do que o inexperto, e os conhece melhor:
a sua principal vantagemn pode consistir nesse conhecimento. Um cagador experiente
nota rastros de animais e avalia se eles sdo recentes ou antigos em casos nos quais um
outro, inexperiente, seria incapaz de perceber coisa alguma.

A principal vantagem das pessoas excepcionalmente talentosas pode consistir
numa espécie de sensibilidade mental extraordindria. Com sensibilidade refinada,
ele percebe sutis sinais de progresso ou nota a sua falta onde os menos talentosos
seriam incapazes de perceber a diferenca.

[6. Silogismo heuristica. No item 2, deparamo-nos com um tipo de raciocinio
heur{stico que merece maier consideragdo e, também,com um termo técnico. Come-
cemos por reformular aquele raciocinio da seguinte forma:

CQuando nas aproximamos de terra, muitas vezes avistamos passaros.
Estamos a avistar péssaros.

Portanto, torna-se mais verossimil que estejamos a nos aproximar de terra.

As duas proposicOes acima da linha horizontal s8o chamadas as premissas e a
que fica abaixo da linha, a conclusdo. E todo este modelo de raciocinio pode ser de-
nominado um sifogismo heuristico,

As proposigdes estio aqui enunciadas da mesma forma que no item 2, mas a
conclusdo estd expressa por uma frase mais cuidadosa. Colombo e seus homens
conjecturavam desde o principio que, mais cedo ou mais tarde, encontrariam terra
velejando para oeste. E eles deviam ter dado crédito a essa conjectura, pois, do con-
trério certamente ndo teriam partido. A medida que prosseguiam viagem, relaciona-
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vam cada inciderte, maior ou menor, com a questdo predominante: “Estarermnos a
nos aproximar de terra?” A sua confianga subia e descia conforme os eventos ocor-
riam ou deixavam de ocorrer, e as crengas de cada um flutuavam mais ou menos dife-
rentemente, de acordo com seus principios e seu carater. Toda a tensio dramética da
viagem devia-se a essas variagoes da confianga.

O silogismo heuristico do exemplo revela. um motivo razodvel para uma altera-
¢do do nivel de confianga. Qcasionar tais alteragbes é a funcdo essencial deste tipo
de raciocinio e esta caracteristica fica mais bem expressa pela forma aqui apresenta-
da do que por aquela outra que se encontra no item 2.

O modelo geral sugerido pelo nosso exemplo pode ser assim apresentade:
Se A for verdadeiro, entdo B também serd verdadeiro, como sabemos.

Ora, ocorre que 8 & verdadeiro.

Portanto, A torna-se mais verossimil.

Ajinda mais resumidamente:

Se A...entdo B
8 verdadeiro

A mais verossimil.

Neste enunciado esquemdtico, a linha horizontal substitui a palavra “‘portanto”
e traduz a implicacdo, o elo essencial que liga as premissas a conclusdo. ]

[7. Matureza do raciocinio plausivel. Neste livro, estamos a tratar de uma
questdo filosbfica. Discutimos esta questdo de um modo t3o simples e informal, e
t5o distanciado das formas de expressio muito complexas, quanto nos & possivel,
mas de qualquer maneira o nosso assunto & filoséfico. Ele estd relacionado com a na-
tureza do raciocinio heuristico e, por extensio, com um tipo de raciocinio que nio
¢ demonstrado, embora seja importante, e ao qual chamaremos, na faita de um ter-
mo melhor, de raciocinio plausivel.

Os sinais que convencem 0 inventor de que a sua kiéia é boa, as indicacOes que
nos orientam nas atividades cotidianas, a prova circunstancial do advogado, a prova
indutiva do cientista, a evidéncia estatistica invocada em muitos e diversos assuntos —
todas essas evidéncias coincidem em dois pontos essenciais. Primeiro, ndo apresentam
a certeza de uma demonstracio rigorosa. Segundo, sfo Gteis 4 aquisicio de novos
conhecimentos e até indispensdveis a qualquer conhecimento que ndo seja puramen-
te matemitico ou logico, a qualguer conhecimento relativo ao mundo fisico. Po-
derfamos chamar o raciocinio em que se baseia este tipo de evidéncia de “heuristi-
co”, ou "indutivo” ou (se desejarmos evitar espichar o significado de termos exis-
tentes) de “raciocinio plausivel”. Adotamos aqui esta Gltima designacdo.
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O silogismo heuristico acima apresentado pode ser considerado o modelo de
raciocinio plausivel mais simples e mais difundido. Ele nos lembra o modelo classico
de raciocinio dedutivo, o chamado ““modus tollens” de silogismo hipotético. Mos-
tramus a sequir, lado a lado, esses modelos:

Demonstrative Heuristico
SeA...entio B SeAd . entio 8
B falso 8 verdadeiro
A falso A mais verossimil

A comparacdo acima pode ser instrutiva, pois ela leva & compreensdo, que dificil-
mente seria conseguida por outros meios, da natureza do raciocinio plausivel (heu-
ristico, indutivo).

Qs dois modelos tém em comum a primeira prermissa:
Se A ... entdo B.
Eles diferem na segunda premissa. As proposi¢des:

B falso B verdadeiro

sdo exatamente opostas, mas tém uma “natureza logica semelhante” e estdo no mes-
mo “nivel logico”. A grande diferenca aparece depois das premissas. As conclusdes

A falso A mais verossimil

estdo em diferentes niveis l6gicos e suas relagdes com as respectivas premissas sdo
de uma natureza logica diferente.

A conclusdo do silogismo demonstrativo é da mesma natureza l6gica das pre-
missas. Além disso, a conclusdo estd completamente expressa e se apbia plenamente
nas premissas. Se meu vizinho e eu concordamos em aceitar as premissas, nfo po-
demos razoaveimente discordar quanto 3 aceitagio da conclusdo, ndo importa quio
diferentes possam ser nossos gostos ou convicgdes.

A conclusio do silagismo heuristico difere das premissas por sua natureza 16-
gica: é mais vaga, ndo t3o nitida, menos plenamente expressa. Esta conclusdo se com-
para com uma forga: tem direcdo e grandeza. Ela nos conduz num certo sentido:
A se torna mais verossimil. Tem também uma certa intensidade: A pode se tornar
mufto mais verossimil ou apenas um pouce mais verossimil. A conclusio ndo fica
Plenamente expressa nem apoiada perfeitamente pelas premissas. A direcSo € expres-
53 e implicada nas premissas, a grandeza nio. Para qualguer pessoa razodvel, as pre-
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missas implicam em que A se torna mais verossimil {(certamente ndo ao contrério).
Mo entanto, meu vizinho e eu podemos honestarmente discordar em relaciio a quanto
mais verossimil A se torna, pois 0s Nossos temperamentos, a nossa formagio e as
nossas razoes subjetivas podem ser diferentes.

No silogismo demonstrativo, as premissas contituem toda a base em que se as-
senta a conclusdo. Se ambas as premissas forem vdlidas, a conclusdo também o ser4.
Se recebermos nova informacio que ndo altere a nossa confianga nas premissas, ela
tampouco afetard a nossa confianga na conclusdo.

No silogismo heuristico, as premissas constituem apenas uma parte da base
em que se apbia a conclusfo, a parte plenamente expressa, “visivel”” da base, mas hé
uma outra ndo expressa, invisivel, formada por alguma outra coisa, talvez por sensa-
¢Oes indistintas ou por razdes subjetivas. Com efeito, pode ocorrer que recebamos al-
guma nova informagio que deixe completamente intacta a confianca que deposita-
mos em ambas as premissas, mas que influencie a confianga que temos em A de ma-
neira exatamente oposta 3 expressa na conclusdo. E até razoével achar A mais plau-
sivel pelas premissas do nosso silogismo heuristico. No entanto, podemos encontrar
amanhd motivos que de modo algum interfiram com aquelas premissas, mas que fa-
cam A parecer menos plausivel ou que até mesmo refutem completamente esta
proposi¢do. A conclusiio pode ser abalada, e até mesmo completamenta demolida,
pelas comogdes das partes invisfveis da sua fundagdo, embora as premissas, as suas
partes visivels, permanecam perfeitamente firmes.

Estas chservacfes parecem tornar um pouco mais compreensivel a natureza
heuristica, indutiva e outros tipos de raciocinio plausivel ndo demonstrativo, que se
afiguram tdo desconcertantes e indefiniveis quando encarados do ponto de vista da
ldgica puramente demonstrativa. Parecem necessdrios muitos outros exemplos con-
cretos, a consideragiio de outros tipos de silogismo heuristico e uma investigagdo do
conceito de probabilidade e semelhantes para completar a abordagem aqui escolhi-
da. Para isso, ver o livro do autor intitulado Mathematics and Plausible Reasoning.]

As razfes heuristicas sdo importantes, muito embora elas nada demonstrem.
Faz-se necessdrio clarificar as nossas razfies heuristicas, a despeito de que, por detras
de qualguer razdo assim clarificada, haja muitas outras que permanecam cbscuras e
sejam talvez até mais relevantes.

Termos, antigos e novos, que descrevem a atividade de resolver problemas sio
muitas vezes ambiguos. A propria atividade & de todos conhecida e muito falada,
mas, como ocorre com outras atividades mentais, é dificil descrevé-la, Na falta de
estudos sistematicos, ndo hé terrhos técnicos que a descrevam e, além disso, certos
termos semitécnicos freqlientemente contribuem para a confusdo, porque sdo usados
com sentidos diferentes por diferentes autores.
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A pequena relacdo que segue & constituida por alguns termos novos aqui usa-
dos e certos outros, antigos, evitados no presente livro, além de ainda outros termos,
também antigos, mantidos a despeito de sua ambigiiidade.

E possivel que o leitor fique confuso com esta discussfio terminologica, a me-
nes que as suas hogdes estejam bem ancoradas em exemplos.

1. Andlise foi muito bem definida por PAPPUS & é um termo (til, que ca-
racteriza um processo tipico de estabelecer um plano, a partir da incdgnita {ou da
conclusdo) e caminhando no sentido dos dados (ou da hipdtese). Infelizmente, a
palavra adquiriu muitos significados diferentes {como exemplos, anélises matemética,
quimica, logica) e, portanto, lastima-se ter de evitd-la no presente trabalho,

2. Condicionante liga a incbgnita de um “‘problema de determinagdo’ aos
respectivos dados {ver PROBLEMAS DE DETERMINACAO, PROBLEMAS DE DEMONS.
TRACAQ, 3). Neste sentido, é um termo claro, Util e indispensavel. Torna-se, muitas
vezes, necessario decompor a condicionante em partes diversas (ver DECOMPOSICAQ
E RECOMBINAGAD, 7 e 8). Ora, cada parte da condicionante é também chamada
uma condicionante. Esta ambigliidade, que as vezes se torna embaracosa, poderia ser
facilmente remediada pela adogao de um termo técnico para designar as partes da
condicionante inteira. Por exemplo, cada uma dessas partes seria chamada de
“cldusula”,

3. Hipdtese designa uma parte essencial de um teorema matemético do tipo
mais corrente {ver PROBLEMAS DE DETERMINACAOQO, PROBLEMAS DE DEMONSTRA-
CAO, 4]. O termo, neste sentido, é perfeitamente claro e satisfatdrio. A dificuldade
estd em que cada parte da hipOtese € também uma hipdtese, de modo que a hipd-
tese pode ser constitufda por diversas hipoteses. O remédio estaria em chamar cada
uma das partes da hipbtese inteira de “cldusula” ou algo semelhante. {Comparar
com as observacGes anteriores, a respeito de “condicionante”.)

4. Partes principais de um problema estio descritas em PROBLEMAS DE DE-
TERMINAGAD, PROBLEMAS DE DEMONSTRACAD, Je 4).

5. Problema de determinacéo, problema de demonstracdo constituem um par
de termos novos, adotados a contragosto para substituir termos histéricos cujos sen-
tidos ficaram, porém, irremediavelmente confusos pelo uso corrente, Nas versfes
latinas de textos matematicos gregos, © nome comum & ambaos os tipos de problemas
é propositio, um "problema de determinagio’ é chamado simplesmente de problerna
¢ um “problema de demonstracdo”, teorema. Na linguagem matematica classica, as
palavras proposicido, problema e teorema conservam o seu sentido “euclidiano”,
mas tudo isso estd alterado na linguagem matemdtica moderna. Justifica-se, portan-
to, a adogdo dos novos termos,

6. Raciocinio progressivo foi usado com vérios. sentidos por autores diversos
e com o seu antigo sentido de “sintese” [ver B} por certos outros autores. Este (lti-
mo sentido & aceitdvel, mas foge-se aqui do uso desta expressio.
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7. Raciocinio regressive foi usado com o seu antigo sentido de “andlise” por
alguns autores {comparar 1 e 6}. A expressio é aceitdvel, mas foge-se aqui do seu uso,

8. Sintese foi usada por PAPPUS com um sentido bem definido, que mere-
ceria ser conservado. Lamenta-se, porém, evitd-lo no presente livro, pelas mesmas
raz5es apresentadas para a sua contraparte “analise’”” (ver 1).

9. Solugdo & um termo perfeitamente claro, quando tomado no seu sentido
puramente matemético: designa qualquer objeto que satisfaca a condicionante de um
“problema de determinagdo”. Assim, as solugcSes da equacio x* —3x +2=0
s50 as suas rafzes, os nimeros 1 e 2, Infelizmente, a palavra tem outros significados
com ©s quais ela é usada, até por matemdticos, ao lado do seu sentido puramente
matemitico. Solugde pode também significar o “processo solucionador dos proble-
mas” ou o “trabalho dispendido em resolver o problema’’; usamos a palavra neste
sentido quando falamos de uma “solugdo diticil”. Solugdo pode também significar o
“resuitado” do trabalho dispendido em resolver o problema; podemos usar a pala-
vra neste sentido quando falamos de uma “boa solugdo”, Ora, pode acontecer que
tenhamos de mencionar, hum mesmo periodo, o chjeto que satisfaz a condicionante
do problema, o trabalho de chegar a ele e o resultado desse trabalho; se cedermos a
tentagio de chamar de “‘solugdo” as trés coisas, o periodo poderé ndo ficar muito
claro.

Teste dimensional & um meio bem conhecido, répido e eficiente de verificar
formulas geométricas ou flsicas.

1. Para relembrar o teste, consideremos um tronco de cone circular reto.
Sejam
o raio da base inferior;
o raio da base superior;
a altura do tronco;
a area da superficie lateral do tronco.

o>y

Se R r e h forem dados, § estard evidentemente determinada. Encontra-
remos a expressao

3=1r{1‘3*+rl\.?lﬁ’-r}5+»~‘11i

3 qual desejamos aplicar o teste dimensional,

A dimensdo de uma gquantidade geométrica evidenciase facilmente. Assim,
R, r e h sio comprimentos que, se forem medidos em centimetros, terdo a dimen-
sdo cm. A drea § & medida em gentimetros quadrados, portanio, a sua dimensdo
é ¢m®. Quantoa m = 3, 14159 ... trata-se de um simples nOmero; se desejarmos
atribuir uma dimensSo a uma quantidade puramente nOmerica, ela deverd ser
em® = 1.
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As parcelas de uma soma deverdo ter a mesma dimensdo, que serd também a
dimensdo da soma. Assim, R, r e A + r t@m a mesma dimensdc, que é cm. Como
ndo poderia deixar de ser, as duas parcelas (R — 712 ¢ A% também tém a mesma
dimenséo, que & cm?.

. A dimensdo de um produto é o produto das dimensGes de seus fatores e a re-
gra relativa a poténcias & semelhante. Substituindo, em ambos os membros da for-
mula testada, as quantidades pelas suas dimensdes, obtemos

em? =1 *om * vJem®.

Como se verifica, o teste ndo indica erro algum na f6rmula,

Ela passou no teste.

Para outros exemplos, ver secdo 14 e E POSSIVEL VERIFICAR O RESULTADO? 2,

2. Podemos aplicar o teste dimensional ao resultado final ou aos resultados
intermedidrios de um problema, ao nosso trabalho ou ao trabalho dos cutros {muito
atil para procurar erros em provas de exames} e, também, a formula que relembramos
ou a outras a gue procuramos chegar por intuigao,

Se relembrarmos as formulas 4rr2 e 4wr*/3, da drea e do volume da esfera,
mas ndo tivermos plena certeza de quais daquelas grandezas cada uma corresponde,
o teste dimensional esclarecera a divida.

3. O teste dimensional é ainda mais iImportante na Fisica do que na Geome-
tria.

Consideremos um péndulo “simples”, isto &, um pequenc corpo pesado suspen-
so por um fio cujo comprimento admite-se invaridvel e cujo peso considera-se despre-

zivel. Sejam £ o comprimento do fio, g a aceleragio da gravidade e 7 o periodo
do péndulo.

Consideracdes da Mecénica mostram que 7 depende apenasde £ e g. Pode-
mas lembrar que

T = cmgh
em que ¢, m, n sdo certas constantes numéricas. 1sto &, supomos que T seja propor-
cional a certas poténciasde 7,97 de L e g.

Examinemos as dimensGes. Como 7 € um tempo, é medido em segundos e
a sua dimensdo ¢ 5. A dimensfode € é cm, adimensfode g é ¢cm -5 eadi-
mensdo da constante numérica é 1. O teste dimensional fornece a equaciio

s=1+{em™ (em-s?)"

ou seja

s = {em s

ym + A -2 n
Ora, deveremos ter a5 mesmas poténcias para as unidades fundamentais cm e
$ em ambos os membros; para isso, & necessario que

O0=m+n 1= -2n

e, portanto,

Portanto, a frmula para o periodo 7 deve ser da forma

T = g% = c\/f
g

O teste dimensional é muite Otil neste caso, mas ndo fornece tudo. Primeiro,
nenhuma informagdo proporciona quanto ao valor da constante ¢ {que &, na realida-
de, 27}, Segundo, ele nada informa quando aos limites de validez: a formula somente
é vilida para pequenas oscilagSes do péndulo e apenas aproximadamente {ela ¢ exata
para oscilagdes “infinitamente pequenas”}. A despeito destas limitacGes, ndo had du-
vida de que o exame das dimensdes permitiu-nos prever rapidamente, e pelos meios
mais elementares, um aspecto essencial de um resultado cujo tratamento exaustivo
requer recursos muito mais avangados. O mesmo ocorre e muitos outros casos se-
melhantes.

Trabalho subconsciente. Uma noite desejei falar com um amigo sobre um cer-
to escritor, mas ndo consegui kembrar-me do seu nome. lrritei-me, pois recordava-me
muitoc bem de um de seus contos. Lembrava-me, também, de um estdria sobre o
pr6prio autor; em suma, recordava-me de tudo, exceto do nome, Em véo insisti em
relembré-lo. Na manhd seguinte, logo que pensei no aborrecimento da véspera, o
nome ocorreu-me sem nenhum esforgo.

E muito provdvel que o leftor se recorde de alguma experiéncia propria se-
melhante. E, se ele for um apaixonado por problemas, é provavel que jé the haja
ocorrido algo semelhante na resolugdo de problemas. Muitas vezes acontece gue nio
se obtém nenhum sucessoc com um determinado problema; tem-se muito trabalho
sem encontrar coisa alguma. Mas quando se voita ao problema depois de descansar
uma noite, ou apds alguns dias de intervalo, surge uma idéia brilhante e chega-se
facilmente 3 solugdo. Pouco importa a natureza do problema; uma palavra esqueci-
da, uma outra dificil de um jogo de palavras cruzadas, o infcio de uma carta impor-
tuna ou a solugdo de um problema matemético podem ocorrer dessa maneira.
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Tais eventos ddo a impressdo de trabalho subconsciente. O fato é que um pro-
blema, apbs uma auséncia prolongada, pode veltar ac consciente com muito maior
clareza, muito mais préximo da sua solugio, do que quando foi deixado de lado.
Quem o tornou mais claro, quem o aproximou da solugio? Evidentemente a propria
pessoa, que nele trabalhou subconscientemente. E dificil encontrar outra resposta,
embora psicologos hajam descoberto os principios de uma outra explicacdo, que po-
derd um dia chegar a ser mais satisfatoria.

Tenha ouw nfo méritos a teoria do trabalho subconsciente, o certo é que nio
devemos forgar a reflexdo consciente. Hi momentos em gue methor é deixar o pro-
blema de lado por algum tempo. "0 travesseiro é um bom conselheiro™ diz um velho
provérbio. Dando um descanso ao problema e a nés préprios, poderemos obter ama-
nha resuitados melhores com menos esforgo. “’Se hoje ndo, amanhd talvez” diz outro
velho ditado. Mas & conveniente nio pdr de lado um problema, ao qual desejamas
voitar mais tarde, sem termos a impressdo de que ja conseguimos alguma coisa, de
que pelo menos um pegueno ponto foi estabelecido, de que algum aspecto da ques-
tdo ficou de certo modo elucidado, quando paramos de trabalhar nele.

Somente voltam melhorados aqueles problemas cuja resolugio desejamos ar-
dentemente ou para a qual temos trabalhado com grande intensidade. O esforco
consciente e a tensdo parecem necessérios para deflagrar o trabalho subconsciente,
De qualquer modo, tudo se passaria com grande facilidade se assim ndo fosse: pode-
riamos resolver diffceis problemas simplesmente indo dormir ou esperando o apa-
recimento de um idéia brilhante.

Os antigos consideravam que um boa idéia sObita era uma inspiraco, um
presente dos deuses, Faz-se por merecer esse presente pelo esforgo ou, pelo menos,
por um desejo ardente.

Trace uma figura. Ver FIGURAS. Adote uma nolagdo adequada. Ver NOTACAO.

Utilizou todos os dados? Devido & mobilizagdo progressiva dos nossos conheci-
mentos, a nossa concepgdo do problema é mais ampla no fim do que no principio
(PROGRESSO E CONSECUGAO, 1). Mas como isto ocorre? Tem tudo aquilo de que
precisa? A sua concepgdo é correta? Utilizou todos os dados? Utilizou toda a con-
dicionante? As indagagSes correspondentes quando se trata de um “problema de de-
monstragdo” é: Utilizou toda a hipdtese?

1. Como exemplo, voltemos ao “problema do paralelepfpedo®, formulado
na secio B e retomado nas segdes 10, 12, 14, 15. Pode acontecer que ao estudante
ocorra a idéia de caleular a diagonal de uma face, v/a* + b%, mas dai ele ndo sai.
O professor pode auxilid-lo, perguntando: Utilizou todos os dados? O estudante ndo
pode deixar de observar que a expressdo v3° + b? ndo contém o terceiro dado,

156

¢. Portanto, ele deve por ¢ em acdo. Assim, ele tem uma boa oportunidade de ob-
servar o decisivo tridngulo retingulo cujos catetos sfo v/a® + b? e ¢ e cuja hipote-
nusa & a procurada diagonal do paralelepipedo. (Para outro exemplo, ver ELEMENTOS
AUXILIARES, 3).

As indagagdes aqui tratadas 580 muito importantes. A sua aplicagdo 2 resolugo
de um problema estd claramente demonstrada pelo exemplo mencionado. Elas nos
podem ajudar a encontrar o ponto fraco da nossa concepgdo do problema. Podem,
também, nos indicar um elemento que falta. Quando percebemos que ainda estd
faltando um elemento, naturalmente tentamos ir buscd-lo e aproveitd-lo. Assim,
temos um indicio, uma definida linha de agdo a sequir, uma boa chance de encontrar
a idéia decisiva.

2. As indagagOes agui sugeridas sdo (teis, nfo apenas no preparo do argumen-
to, como também na sua verificagio, Para sermos mais concretos, admitimos que
temos a demonstrar um teorema cuja hipotese compde-se de trés partes, todas elas
essenciats 4 demonstragio. Isto é. se deixarmos de lado qualquer uma dessas partes,
o teorema deixaréd de ser verdadeiro. A demonstracdo utiliza toda a hipotese? Utiliza
a primeira parte da hipdtese? Onde utiliza essa primeira parte? Onde utiliza a segun-
da parte? Onde a terceira? Ao respondermos estas perguntas, verificamos a demons-
tragio.

Este tipo de verificagdo é eficaz, instrutivo e quase sempre necessério & perfeita
compreensdo do argumento, se este for longo e complexo, como deverd saber O LEI-
TOR INTELIGENTE.

3. Estas indagagGes visam ao exame da inteireza da nossa concepcdo do pro-
blema. Ela estard certamente incompleta se deixarmos de levar em conta qualquer
dado ou condicionante essencial da hipotese. Mas estard também incompieta se ndo
percebermos perfeitamente algum termo essencial. Por conseguinte, para examinar
a nossa concepcdo, devemos indagar: Levou em conta todas as nogdes essenciais en-
volvidas pelo problema? (Ver DEFINIGOES, 7).

4. As observacBes precedentes exigem cautela e estdio sujeitas a certas limi-
tagBes. De fato, a sua aplicagdo imediata restringe-se a problemas “perfeitamante
enunciados” e “razodveis”.

Um “problema de demonstragdo” perfeitamente enunciado e razodvel deve
ter todos os dados necessdrios e nenhum dado supérfluo; a sua condicionante deve
ser exatamente suficiente, nem contraditéria nem redundante. Na resolugio de um
tal problema, temos de usar, evidentemente, todos os dados e toda a condicionante.

Q objete de um “problema de demonstragdo” & um teorema matematico. Se
o problema for perfeitamente enunciado e razodvel, todas as cldusulas da hipotese
do teorema serdo essenciais 3 conclusdo. Para demonstrarmos um tal teorema, tére-
mos de utilizar cada uma das cldusulas da hipdtese.

Presume-se que os problemas matemdéticos apresentados nos livros tradicionais
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estejam perfeitamente enunciados e sejam razodveis. Ndo devemos, porém, confiar
demais nisso; se houver a mais ligeira divida, devermos indagar: € POSSIVEL SATISFA-
ZER A CONDICIONANTE? Ao tentarmos responder a esta pergunta, ou a outra seme-
lhante, convencemo-nos de que o nosso problema é tdo bom quanto deveria ser.

A indagacdo formulada no titulo do presente artigo e outras correlatas somen-
te- podem € devern ser feitas sem modificagbes quando soubermos que o problema
gue se apresenta é razodvel e estd perfeitamente enunciado ou quando, pelo menos,
ndo tivermos motivos para suspeitar do contrario.

5. Certos problemas ndo-mateméiticos podem, num certo sentido, ser “per-
feitamente enunciados”. Por exemplo, admite-se que os bons problemas de xadrez
s6 tenham uma solugdo, que ndo haja no tabuleiro qualquer peca supérfiua etc.

Os PROBLEMAS PRATICOS, no entanto, estdo longe de ser perfeitamente enun-
ciados e exigem uma completa reconsideracdo das questSes aqui apresentadas.

Variagdo do problema. Um inseto {como j4 foi antes mencionado} procura
escapar através da vidraca, ensaia muitas vezes a mesma coisa impossivel e ndo tenta
a janela proxima, por onde entrou na sala, que continua aberta. Um camundongo
pode agir com mais inteligéncia: preso na ratoeira, ele procura escapar espremendo-se
por entre duas barras, em seguida pelas duas barras adjacentes, depois por outras bar-
ras. Ele varia, as tentativas, explora virias possibilidades. Um homem é ou deveria
ser, capaz de variar as tentativas com maior inteligéncia, de explorar as virias possi-
bilidades com maior compreensdo, de aprender pelos seus erros e deficiéncias. “'Con-
tinue a tentar” & o conselho popular. E um bom conselho. Q inseto, o camundongo,
o homem seguem-no. Mas se um deles o observa com mais sucesso do que os outros,
é porque ele procura variar o seu problema com mais inteligéncia.

1. Ao fim do nosso trabalho, quando chegamos a resclucdo, a nossa concepgdo
do problema encontra-se mais completa e mais adequada do gque estava no comego.
Se desejamos passar da concepgdo inicial para uma outra mais adeqguada, melhor
adaptada, devemos tentar diversos lados e encarar o problema sob diferentes pontos
de vista.

O sucesso na resolucdo depende da escotha do aspecto certo, de atacar a for-
taleza pelo lado mais vulnerdvel. Para determinar o aspecto certo, o lado mais aces-
sivel, tentamos a veriacdo do problema.

2. A variagio do problema & essencial e este fato pode ser explicado de virias
maneiras. Assim, sob um certo ponto de vista, o progresso ha resolugdo do problema
aparece como a mobilizagdo e a organizacdo de conhecimentos adquiridos anterior-
mente. Temos de extrair certos elementos da nossa meméria e utiliza-los na resolu-
cdo, Ora, a variagdo do problema nos auxilia a extrair esses elementos. Mas como?

Lembramo-nos das coisas por uma espécie de “agdo de contato”, que se chama
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“associagdo mental”: aquilo que temos agora em mente tende a nos lembrar aquilo
outrc com gue esteve em contato em ocasido anterior (Ndo hd aqui nem necessida-
de de formular mais claramente a teoria da associagio, nem tampouco de discutir
as suas limitaces). Pela variagép do problema, relembramos novos aspectos e, assim,
criamos novas possibilidades de contratar elementos relevantes ao problema.

3. N3o podemos esperar resolver um problema sério sem uma concentragio
intensa. Mas facilmente cansamos se concentramos intensamente a atengdo num mesmo
ponto. Para manté-la viva, o objeto ao qual ela se dirige deve variar continuamente.

Se nosso trabalho progride, hi algo a fazer, novos pontos a examinar, a atengéo
fica ocupada, o interesse se mantém. Mas se deixarmos de progredir, a atencdo
vacila, o interesse definha e surge o risco da perda total do problema. Para escapar
deste risco, temos de nos propar uma nova indagacéo sobre o problema.

A nova indagacdo descortina outras possibilidades de contato com 0% nossos
conhecimentos prévios e faz reviver a esperanca do estabelecimento de contatos (teis.
Ela conquista o interesse pela variagio do problerna, por revelar algum novo aspecto
do mesmo.

4. Exemplo. Calcular o volume do cone de uma pirdmide de base quadrada,
sendo dados o lado da base inferior, 2, o lado da base superior, &, e a altura, h,
do tronco.

Este problema pode ser apresentado a qualquer turma gue conhega as formulas
que fornecem os volumes do prisma e da pirdmide. Se os alunos ndo aparecerem com
alguma idéia propria, o professor podera comecar pela variagdo dos dados do proble-
ma, Comegamos por um tronco em que a8 > b. O que ocorre quando b cresce
até igualar-se a a? © tronco transforma-se num prisma cujo volume é a2 h. O que
ocorre quando & decresce até tornar-se igual a 0?7 O tronco transforma-se numa pira-
mide cujo volume & a® h/3.

Esta variacSo dos dados contribui, primeiro gue tudo, para ¢ interesse do pro-
blema. Depois, pode nos sugerir, de uma maneira ou de outra, a utilizagio dos dados
acima indicados, relativos ao prisma e & pirdmide. De qualquer modo, teremaos en-
contrado propriedades definidas do resultado procurado: a formula final devera ser
tal que se reduza a a*h quando b = a ea athi3 quando b = 0, E muito bom
prever as propriedades do resultado que procuramos atingir, pois elas nos proporcio-
nam valiosas indicagfes e, de qualgquer modo, quando chegarmos 4 férmula final
teremos elementos para testd-la. Teremos assim, por antecipagiio, uma resposta 3
indagacéo: E POSSIVEL VERIFICAR O RESULTADO? {Ver, neste artigo, o item 2.)

5. Exemplo. Tracar um trapézio sendo dados os seus quatro lados, &, b, ced.

Sejam @ a base inferior e ¢: a base superior; & e ¢ s30 paralelas porém de-
siguais, mas b e d nédo sdo paralelas, Se ndo ocorrer nenhuma outra idéia, podere-
mos comegar pela variac§o dos dados.
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Principiamos com o trapézio, em que 2 > ¢. O que ocorre quando ¢ decres-
ce até igualar-se a 0? O trapézio degenera num tridngulo. Ora, o tridngulo é uma fi-
gura simples e bem conhecida, que podemos tracar a partir de dados varios. Ha uma
certa vantagem em introduzir esse tridngulo na figura. Basta, para isto, tragar uma
5o linha, a diagonal do trapézio {figura 28). Ao examinarmos o triagngulo, verificamos,

-porém, que ele tem pouca utilidade: conhecemos dois dos seus lados, 2 e o, mas
precisamos de trés dados.

Figura 29

Facamos outra tentativa. O que acontece quando ¢ cresce até tornar-se igual
a a? O trapézio transforma-se hum paralelogramo. E possivel utilizd-lo? Um ligeiro
exame (figura 30} dirige a nossa atencdo para o tridngulo acrescentado ao trapé-
zio original quando tragamos o paralelogramo. Este tridngulo traga-se facilmente: co-
nhecemos os trés dados, os trés lados b, d e 2 — ¢.

Figura 30

Pela variacio do problema original (o tragado do trapézio), chegamos a um pro-
blema mais acessivel (o tragado de um tridngulo). Utilizando o resultado do proble-
ma auxiliar, resolvemos facilmente o nosso problema original {temos de completar
o paralelogramo).

Este exemplo & tipico. O fracasso do outro exemplo, o primeiro, também o é.
Reexaminando este, podemos verificar que a primeira tentativa ndo foi tdo indtil,
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pois nos proporcionou alguma idéia. Em particular, deu-nos uma oportunidade de
pensar em tracar um tridngulo como um meio de atingir o objetivo, Com efeito, che-
gamos & bem sucedida segunda tentativa pela madificagio da primeira, que foi infru-
tifera. Variamos ¢, primeiro aumentado-o e, em seguida, diminuindo-o.

6. Como no exemplo precedente, temos muitas vezes de tentar diversas mo-
dificagdes do problema. Temos de varia-lo, de reformuld-lo, de transformé-lo repe-
tidamente até conseguirmos, finalmente, encontrar alguma coisa de itil. Podemos
aprender pelos nossos fracassos: & possivel surgir uma boa idéia num ensaio fracas-
sado e, assim, podemos chegar a uma tentativa bem sucedida pela modificagio de
uma outra que foi infrutifera.

7. Haé certos modos tipicos de variagdo do problema que sdo particularmente
Uteis, tais como a volta s DEFINIGCOES, 3 DECOMPOSIGCAQ E RECOMPOSIGAOD, a intro-
ducfo de ELEMENTOS AUXILIARES, a GENERALIZAGCAD, a PARTICULARIZACAO e a
utilizagdo da ANALOGIA.

8. O que hd pouco dissemos [no item 3] acerca de indagagGes novas capazes
de recuperar o interesse, é importante para a boa utilizacio da nossa lista.

O professor pode utilizar essa lista para ajudar os seus alunos. Se estes progri-
dem, ndo necessitam de auxilio e o professor ndo lhes deve fazer qualquer pergunta,
mas sim deixa-los trabalhar sozinhos, o que é, obviamente, muito melhor para a sua
independéncia. O professor deve, evidentemente, tentar encontrar alguma questdo
adequada ou sugestdes que possam auxiliar os glunos, quando estes ndo conseguirem
ir adiante, porque ai ha o risco de que o estudante se canse e abandone o problema
ou perca o interesse e cometa errgs tolos como resultado da indiferenga.

Podemas utilizar a lista na resolucdo dos nossos préprios problemas. Para o fa-
zermos adequadamente, procedemos como no case anterior, Quando o nosso progres-
50 & satisfatorio, guando novas observagOes surgem espontaneamente, seria simples-
mente uma estupidez prejudicar esse avango espontineo com indagages extermpora-
neas. Mas quando o progresso fica bloqueado, quando nada nos ocorre, corremos 0
risco de cansar do problema. Entdo é tempo de pensar numa idéia geral que nos
possa ser de utilidade, em indagagdes ou sugestdes da Jista que possam ser apropria-
das ac caso. Qualquer gquestdo que tenha possibilidade de mostrar um novo aspecto
do problema serd bem-vinda: ela podera reconquistar o interesse e, assim, manter-nos
a trabalhar e a pensar.
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Parte 4
Problemas, indicagGes, Solu¢des

L ________________________________~

Esta parte final oferece ao leitor oportunidades de praticar,

Os problemas no exigem outros conhecimentos preliminares além dos adquiri-
dos num bom curso de 28 grau. No entanto, nfio sdo faceis demais nem constituem
simples problemas rotineiros. Alguns deles exigem originalidade e engenho.™

As indicagBes conduzem & solugdo, na maioria das vezes, pela citaglo de uma
frase adequada da lista. Para um leitor muito atento, pronto a aproveitar sugestdes,
elas poderdo revelar a idéia-chave da soluglo.

As solu¢cOes mostram ndo somente a resposta como também o procedimento
que a elas conduz, muito embora, naturalmente, o leitor tenha de contribuir com al-
guns pormenores. Certas solugBes procuram descortinar uma perspectiva ampla por
meio de umas poucas palavras finais. :

O leitor que haja sinceramente tentado resolver o problema tem a melhor pro-
babilidade de tirar vantagens da indicacio e da solugdo. Se ele chegar ao resultado por
seus proprios meios, terd aprendido alguma coisa pela comparagio do seu método
com o apresentado no livro. Se, apbs um esforco sério, ficar inclinado a desistir, a in-
dicagdo podera fornecer-lhe a idéia que lhe falta. Se nem mesmo a indicagdo servir-lhe
de ajuda, ele podera olhar a solucio, procurar isolar a idéia-chave, pdr de lado o livro
8, entfo, tentar resolver o problema sozinho.

"Exceto guanto a0 Problema 1 (bem conhacido, mas muito curioso), todos os outros sio
axtraldos de Examas Competitivos de Matemdtica, da Universidade Stanford, com sigumas pe-
quenas alteracdes. Alguns dos problewnas foram publicados no The American Mathematical Montly
efou no The California Mathematics Council Bulletin. Neste Ghtimo peribdico, foram também
publicadas, pelo autor, algumas das solucSes, que aqui aparecem com as necessivias sdaptacies.



PROBLEMAS

1. Um ursc parte do ponto P e percorre um quildmetro no sentido sul. Em
sequida, muda de rumo e anda um guildmetro no sentido leste. Finalmente, muda
outra vez de rumo, percorre um gquildmetro no sentido norte e chega exatamente ao
ponto de partida, Qual é a cor do urse?

2. Roberto deseja adquirir um lote de terreno, rigorosamente plano e nive-
lado, limitado por guatro linhas, Dols dos limites deverdo ficar exatamente na direcéo
norte-sul e os dois outros, na direcdo leste-oeste. Cada uma da linhas-limite devera
medir exatamente 100 metros. Seré possivel encontrar um lote com estas caracte-
risticas no estado do Parand?

3. Roberto tem 10 bolsos e 44 moedas. Ele quer colocar as moedas nos bol-
sos, mas de tal maneira distribuidas que em cada bolso fique um nGmero diferente
de moedas. Serd possivel conseguf-lo?

4. Para numerar as paginas de um grosso volume, o tipégrafo utilizou 2.989
algarismos. Quantas paginas tem o volume?

5. Entre os papéis do vovd foi encontrado um recibo:
72perus $-—679-—

O primeiro e o Gitimo algarismos do nGmero, gue evidentemente representava o pre-
¢o total das aves, aparecem aqui substitufdos por espacos em branco porgue se ape
garam e estdo ilegfveis.

Quais ser§o os algarismos apagados e qual era o preco de um peru?

6. S0 dados um hexdgono regular e um ponto situado no seu plano, Tragar
uma reta que passe pelo ponto dado e divida o hexégono dado em duas partes de areas
iguais.

7. E dado um quadrado. Determinar o lugar geométrico dos pontos dos quais
o quadrado é visto sob um sngulo (s} de 80°; (b) de 45°. {Seja P um ponto situado
fora do quadrado mas no mesmo plano deste. O menor &ngulo com vértice em P que
contenha o quadrado é o *finguio sob o qual o quadrade é visto™ de £.) Tracar cuida-
dosamente ambos os lugares geométricos e descrevé-los completamente.

8. Chama-se "eixo” de um solido uma reta que liga dois pontos da sua super-
ficie e tat que o sblide, girando em torno dessa linha, em um &ngulo superior a 0° e
inferior a 360°, coincida com ele mesmo.

Determinar os eixos de um cubo. Descrever claramente a localizacio desses ei-
xos e calcular o 4ngulo de rotagiio de cada um deles. Admitindo que 2 aresta do cubo
tern comprimento unitério, calcular a média aritmética dos comprimentos dos eixos.

9. Num tetraedro {ndo necessariamente regular}, duas arestas opostas tem o
mesmo comprimento & e sio perpendiculares entre si. Além disso, cada uma delas é
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perpendicular & uma linha de comprimento & que liga os seus pontos médios, Expri-
mir o volume do tetraedro em funcio da 2 e b ¢ demonstrar a resposta,

10. Numa pirdmide, o vértice oposto a base é chamado “gpice™. (a) Chamemos
uma pirdmide de “isésceles’” se o seu &pice estiver & mesma distincia de todos os vér-
tices da base. Adotando esta definicSo, demonstrar que 2 base de uma pirdmide isbs-
celes estd inscrita num-circulo cujo centro é o pé da altura da pirdmide.

(b} Chamemos agora de “isbsceles” uma pirdmide cujo vértice sstiver & mesms
distdncia {perpendicular) de todos os lados da base. Adotando esta definicio (diferen-
te da anterior), demonstrar que a base de uma piramide isésceles estd circunscrits a
um circulo cujo centro é o pé da altura da pirdmide.

11. Caleular os valores de x, y, u 8 v que satisfazem o sistema de quatro
equacdes

x + 7y + 3v + Bu = 16
8x + 4y + 6v + 20 = —16
2x + 6y + 4v + By = 16
Bx + 3y + v + wu —16

{Parece demorado e enfadonho: procure um atalho.)

12. Roberto, Pedro, e Paulo viajam juntos. Pedro e Paulo sfo bons andarithos:
cada um deles percorre a pé p quildmetros por hora. Roberto estd comn um pé ma-
chucado e dirige um pequeno carro com capacidade para duas pessoas, mas ndo trés:
o carro percorre ¢ quildmetros por hora. Os trés amigos adotaram o seguinte esque-
ma: tedos partem no mesmo momento, Paulo no carro com Roberto e Pedro a pé,
Depois de certo tempo, Paulo salta do carro e passa a andar, enquante Roberto vol-
ta para apanhar Pedro. Estes dois entdo viajam no carro até alcangar Paulo. Neste
ponto eles trocam: Paulo passa para o carro e Pedro vai a pé, exatamente como come-
garam a viagem. Todo o processo é repetido quantas vezes se fizerem necessarias.

{a} Quanto percorre, em quildmetros por hora, o grupo?

(b) Que fracio do tempo de viagem o carro viaja com uma sb pessoa?
{c} Verifique os casosextremosde p = 0 e p = ¢

13. Trés nimeros estio em progressdo aritmética e trés outros em progressao
geométrica, Somando-se sucessivamente os termos correspondentes dessas duas pro-
gress3es, obtém-se

85, 76 ¢ 84

respectivamente, e somando-se todos os trés termos da progressio aritmética, obtém-
se 126 Caicular os termos de ambas as progressdes.
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14, Determinar para m um valor tal que a equagdo em x
X —B3m+ 2 +m =0

tenha quatro raizes reais em progress3o aritmética.

15. O comprimento do perimetro de um tridnguio retingulo é 60 centfmetros
e a altura relativa 3 hipotenusa ¢ 12 centimetros. Calcular os lados desse tridngulo.

16. Do pico de u;ha montanha divisam-se dois pontos, 4 e B. Agslinhas de
visada para estes pohtos fazem o 8ngulo 7. As inclinages dessas linhas de visada,
em relac3o a um plano horizontal, so « e §, respectivamente. Sabe-se que os pon-
tos A e 8 estdo no mesmo nive! e que a distdncia entre eles é c.

Expressar a altura x do pico, acima do nfvel comuma A e 8, em funcio de
dois dngulos, o« & 8, e dadistincia ¢

17. Observando-se que o valor de

n
+ ————
n + 1N

é 1/2, 5/6, 23/24 para n = 1, 2, 3, respectivamente, inferir a lei geral {pela
obsarvacio de outros valores, se necessério) e demonstrar a inferéncia,

18. Considerar a tabela

1 = 1

3 + 6 = 8

7 + 9 + 1 = 27

13 + 15 + 17 + 19 = 64
21 + 23 + 25 + 27 + 29 = 125

Inferir a lei geral sugerida por estes exemplos, expressi-la numa notaglio matemiética
adequada e demonstré-la.

19. O lado de um hexégono regular tem o comprimento 7 {n é um nomero in-
teiro). Por paralelas eqiiidistantes a seus lados, o hexdgono é dividido em 7 trisngu-
los eqiiiliteros, todos estes com lados de comprimento unitdrio. Sejam V o nGmero
de vértices que aparecem na divisio e L o namero de linhas de comprimento unité-
rio. {uma linha-limite pertence a um ou dois trifingulos, um vértice a dois ou mais
trifngulos.) Quando n = 1, que & o caso maissimples, T =6, V=7, L = 12,
Considerar o caso geral e expressar 7, V, L em funglo de n. (Supor é bom, mas
demonstrar é melhor.)
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20. De quantas maneiras seré possivel trocar um délar? {A ""maneira de trocar”
ficard determinada quando se souber quantas das moedas divisiondrias do délar — que
sdo 1 centavo, 5 centavos, 10 centavos, 25 centavos ¢ 5D centavos — sfio utilizadas.)

INDICAGOES

1. Qual é a incégnita? A cor do urso — mas como determinar a cor de um
urso a partir de dados mateméticos? Quais sdo os dados? Uma situagio geométrica
- mas ela parece contraditdria: como poderia o urso, depois de percorrer 1rés quild-
metros, na forma descrita, voltar ao ponto de partida?

2. Conbece um problema correlato?

3. Se Roberto tivesse muitas moedas, naturalmente ndo teria nenhuma difi-
culdade em colocar nos bolsos moedas em nimeros diferentes, £ possivel reformular
o problema? Qual o menor nimero de moedas que pode ser colocado nos 10 bolsos,
de modo que ndo fiquem dois bolsos com o mesmo nimero de moedas?

4.  Ejs um problema correlato: Se o livro contiver 9 pdginas numeradas, qual-
tos algarismos utilizard o tipégrafo? (9, é claro). Eis um outro problerma correlato; se
o livro contiver exatamente 99 paginas numeradas, quantos algarismos utilizard o
tipografo?

S. E possivel reformuler o problema? Quais serdo os dois algarismos apaga-
dos se o preco total, expresso em centavos, é divisivel por 72?

6. £ possivel imaginar um problema correlato mais acessivel? Um problema
majs genérice? Um problema andlogo? {GENERALIZACAD, 2.)

7. Conhece um problema correlato? (O lugar geométrico dos pontos dos quais
um dado segmento de reta é visto sob um dado dngulo é composto de dois arcos cir-
culares cujas extremidades coincidem com as extremidades do segmento e que sio
simétricas em relaciio ao segmento.

8. Presumo que o leitor conhe¢a bem o formato do cubo e tenha encontrado
alguns eixos por simples inspegdo — mas serdo esses todos os eixos? Pode demonstrar
que a sua relacdo de eixos é exaustiva? A sua relacdo & baseada num claro principio
de classificagdo?

9. Considere a incdgnital A incbgnita é o volume do tetraedro — sim, sei que
o volume de qualquer piramide pode ser calculado quando 8o dadas a base e a altura
{é¢ o produto de ambas, dividido por 3), mas no caso presente ndo é dada a base,
nem a altura. £ possivel imaginar um problema mais acessivel? (Ndo vé um tetrae-
dro mais acessivel, que seja uma parte, alfquota do tetraedro dada?)

10. Conhece um teorema correlate? Conhece um teorema andloge ... mais
simples ... correlato? Sim: o pé da altura é o ponto médio da base de um tridngulo
isdsceles. £is um teorema correlato e j§ antes demonstrado. E possivel utilizar ...
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o seu método? O teorema relativo ao triingulo isdsceles é demonstrado a partir de
triangulos congruentes nos quais a altura é um lado comum.

11. Presume-se que o leitor tenha conhecimento sobre sistemas de equagbes
lineares. Para resolver um tal sistema, temos de combinar as suas equagGes de alguma
maneira: procure as relacSes que existam entre as equagGes e que possam indicar uma
combinagio particularmente vantajosa, '

12. Separe as diversas partes da condicionante. E possivel anoté-las? Entre
o ponto de partida e ¢ ponto em que os trés amigos voltam a se encontrar hé trés
diferentes fases:

(1) Roberto vai com Paulo
{2) Roberto volta sozinho
{3} Roberto vai com Pedro.

Chamemos t;, t, € t3 a duracio destas trés fases, respectivamente. Como seria
possivel decompor a condicionante em partes apropriadas?

13. Sapare as diversas partes da condicionante. E possivel anoté-las? Sejam
a — d, a, a+d
os termos da progressio aritmética ¢
bg™, b, be

os termos da progressio geométrica

14. Qual € a condicionante? As quatro rafzes devem formar uma progressio
aritmética. No entanto, a equagio apresenta uma peculiaridade: somente contém po-

téncias pares da incOgnita x. Portanto, se @ for uma raiz, - também o serd. .

15. Separe as diversas partes da condicionante. £ possivel anotd-las? Pode-
mos distinguir trés partes na condicionante, referentes a

{1) perimetro
{2) trigngulo retiingulo
{3) altura relativaa hipotenusa.

16. Separe as diversas partes da condicionante. E possivel anotd-las? Sejam
a e b os comprimentos [incognitas) das linhas de visada, o e B as suas respectivas
inclinagdes em relagdo ao plano horizontal, Podemos distinguir trés partes na condi-
cionante, referentes a

{1} inclinagiio de &
(2) inclinagio de b
{3) trigngulo de lados a, b e ¢
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17. Reconhece os denominadores 2, 6, 24? Conhece um problemna correfato?
Um problema andlogo? (INDUGAD E INDUGAO MATEMATICA.)

18. A descoberta por indugdo exige a observagio. Observe os segundos mem-
bros, os termos iniciais e finais dos primeiros membros. Qual & a lei geral?

19. Trace wrna figura. A observacio da figura pode ajudé-lo a descobrir, indu-
tivamente, a lei geral ou pode conduzi-lo as relagdes gue existementre T, V. L e n.

20. Qual & 2 incognits? Que se deve procurar? Até mesmo o objetive do pro-
blema pode precisar de algum esclarecimento. £ possivel imaginar um problema cor-
refato mais acessivel? Um problema mais genédrico? Um problema andlogo? Eis um
problema anélogo muito simples: de quantas maneiras pode-se pagar a quantia de um
centavo? (Hé& apenas uma maneira.] Eis um problema mais geral: de quantas manei-
ras pode-se pagar a quantia de n centavos com os cinco tipos de moedas, de 1 centa-
vo, de b centavos, de 10 centavos, de 25 centavos e de 50 centavos? Estamos especial
mente interessados no caso particular de » = 100.

Nos casos particulares mais simples, para pequenos valores de n podemos
imaginar a resposta sem necessidade de qualquer método complexo, s& por tentativas,
por inspecdo. Aqui estd uma pequena tabela, que o leitor deverd verificar:

n 4 5 9 10 14 15 19 20 24 25
E, 1 2 2 4 4 6 6 9 9 13

A primeira linha mostra as quantias a pagar, genericamente chamadas de n.

A segunda linha mostra as correspondentes “maneiras de pagar”, genericamente
chamadas de En' (A razdo da escolha desta notagdo é segredo meu, que ainda ndo
desejo revelar.)

Estamos especialmente interessados em £;q,, mas hd poucas esperangas de
que possamos calcular ;454 sem um método claro. Com efeito, o presente proble-

ma exige do leitor um pouco mais gue os anteriores; & preciso criar uma peguena
teoria.

A nossa questio ¢ genérica (calcular £, para um n geral, mas é “isolada”.
E possivel imaginar um problema correlato mais acessivel? Um problema andlogo?
Eis um problema anilogo muito simpies: determinar A a © niimero de maneiras de
pagar a quantia de 7 centavos, utilizando apenas moedas de 1 centavo. {An = 1)

SOLUCOES

1. Estd pensando que o urse é branco e que o ponto P é o pSlo Norte?
£ possivel demonstrar que isto é certo? Como ficara mais ou menos entendido,
idealizamos a questéio. Consideramos o globo terrestre como uma esfera perfeitae o
urso como um ponto materiat mével, Este ponto, deslocando-se para o sul ou para ¢
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norte, descreve um arco de meridiano e descreve um arco de parafefo quando se des-
loca para leste. Temos dois casos a distinguir.

{1). Se o urso retorna ao ponto P segundo um meridiano diferente daquele
que seguiu quando deixou P, P é necessariamente o p6lo norte. De fato, o Unico ou-
tr@ ponto do globo em que dois meridianos se encontram € o p6lo sul, mas o urso
somente poderia deixar este ponto deslocando-se para o norte.

{2) O urso poderia voltar a0 ponto P pelo mesmo meridiano segundo o qual
deixasse P se, ao percorrer um quildbmetro no rumo leste, ele descrevesse um para-
lelo n vezes, podendo n ser 1, 2, 3 ... Neste caso, P ndo seria o pblo norte, mas um
ponto situado sobre um paralelo proximo do pdlo sul {e cujo perfmetre, em quild-
metros, seria ligeiramente inferiora 27 + 1/n}.

2. Representamos o globo terrestre da mesma maneira que no Problema 1.
O terreno que Roberto procura é limitado por dois meridianos e dois, paralelos.
Imaginem-se dois meridianos fixos e um paralelo que se afasta do equador: o arco
do paralelo movel, interceptado pelos dois meridianos fixos, vai-se encurtando pro-
gressivamente, O centro do terreno que Roberto procura s& podera estar situado so-
bre o equador; portanto, ele ndo poderéd o encontrar no Parané.

3. O menor namero possivel de moedas num bolso sera, evidentemente, 0.
O maicr ndmero seguinte serd pelo menos 1, o maior nimero seguinte, pelo menos
2 ... e 0 namero de moedas no dltimo (décima) bolso serd pelo menos 9. Portanto, o
numero minimo de moedas sera

0+1+2+ 3+ ... +9 45,

Roberto ndo vai conseguir: ele s& tem 44 moedas.

4.  Um volume de 999 pdginas numeradas precis.'_i de
9+ (2 x 90) + {3 x 900) 2889
algarismos. Se o grosso velume em questdo contiver x paginas

2889 + 4(x — 999} = 2989
x = 1024,

Este problema nos ensina que urna estimativa preliminar da incognita pode ser (til
{ou mesmo necesséria, como no caso presente).

5. Se _679_ é divisivel por 72, ele o é tanto por 8 como por 9. Se é divis(-
vel por 8, o namero 79_ deve ser divisivel por 8 { pois 1000 é divisive! por 8} e, assim,
79 _ tem de ser 792: o Gltimo algarismo apagado é 2. Se _6792 é divisfvel por 9, a
soma de seus algarismos deve ser divisfvel por 9 {regra dos “noves fora”) e, portanto,
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o primeirc algarismo apagado deve ser 3. O prego de um peru era (no tempo do
vovd) $36792 - 72 = $5,11.

6. “Um ponto e uma figura com centro de simetria (num mesmo plano) sio
dados pelas suas posi¢Ses. Determinar uma reta que passe pelo ponto dado e seja bis-
setriz da drea da figura dada. “A reta pedida passa, naturalmente, pelo centro de si-
metria.” Ver PARADOXO DA INVENGCAO,

7. Qualquer que seja a posicdo, os dois lados do dngulo tém de passar por
dois vértices do quadrado. Como passam pelo mesmo par de vértices, o vértice do
dngulo desloca-se segundo um mesmo arco de circulo {de acordo com o teorema
que fundamenta a indicagdo). Portanto, cada um dos dois lugares geométricos pedi-
dos é composto por diversos arcos de circulo: por 4 semicfrculos no caso {a) e por
8 quadrantes no caso (b); ver figura 31.

Figura 31

B. O eixo trespassa a superficie do cubo num certo ponto que ou é um vérti-
ce do cubo, ou fica sobre uma aresta, ou no interior de uma face. Se o eixo passa
por uma aresta (mas ndo pelos seus extremos) esse ponto & o ponto médio, pois
do contrério a aresta ndo coincidiria com ela propria apos a rotagdo. De modo seme-
thante, um eixo que perfura o interior de uma face deve passar pelo seu centro. Qual-
quer eixo deve passar, evidentemente, pelo centro do cubo. Hé, portanto, eixos de
trés tipos: :
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{1) 4 eixos, cada um passando por dois vértices opostos; &ngulos de 120° e
240°;

{2) 6 eixos, cada um passando pelos pontos médios de duas arestas opostas;
Angulos de 180°;

(3) 3 eixos, cada um passando pelo centro de duas faces opostas; Angulos de
907, 180° e 270°.

Para o comprimento de cada eixo do primeiro tipo, ver se¢do 12; os outros sio
ainda mais ficeis de calcular. A média procurada é

4v3 + 6vZ + 3 _ 4
13

{Este problema é Util no estudo da Cristalografia. O leitor’ que tenha bons conheci-
mentos do Célculo Integral poderd observar que a média calculada constitui uma
aproximagio razodvel para a ““largura média’ de cubo, que na realidade & 3/2 = 1,5.)

9. O plano que passa por uma aresta de comprimento & e pela perpendicu-
lar de comprimento b divide o tetraedro em dois outros tetraedros mais acessivers,
cada um dos quais tem por base ab/2 e por altura a/2. Portanto, o volume procu-
rado

1 ab a alp
= 2 X—xXxX— X - = —

3 2 2 6

10. A base da pirdmide & um polfgono de n lados, No caso {a), as n ares-
tas laterais da pirdmide s8o iguais; no caso (b}, as alturas (tracadas a partir do épice}
das n faces laterais sfio iguais. Se tragarmos a altura da pirdmide e ligarmos o seu pé
aos n vértices da base no caso (a), mas aos pés das alturas das n faces laterais
no caso {b), obteremos, em ambos 0s casos, n tridngulos retdngulos dos quais a altu-
rg {da piramide)} ¢ um fado comum: posso afirmar que esses n tridngulos retangulos
sio congruentes. De fato, a hipotenusa [uma aresta lateral no caso {a), a altura la-
teral no caso (b}] tem 0 mesmo comprimento em ambos, de acordo com as defini-
¢des propostas no enunciado do problema; apenas acrescentamos que um outro lado
{a altura da pirdmide} e um Angulo {reto) sdp comuns a todos. Nos 17 tridngulos con-
gruentes, os terceiros lados devem também ser iguais; eles sfo tragados a partir do
mesmo ponto {o pé da altura) no mesmo plano {o da base), Além disso, formam »n
raios de um cfrculo circunscrito a, ou inscrito na, base da piramide, respectivamente
nos casos {a) e {b}. [No caso (b}, resta, porém, a demonstrar que os 7 raios men-
cionados sdo perpendiculares aos respectivos [ados da base; isto se deduz de um co-
nhecido teorema da Geometria Espacial, relativo a projegdes. |

11. Observe-se que a relagdo existente entre a primeira equacdo e a Gltima é
semethante 3 que existe entre a segunda e 3 terceira: os coeficientes dos termos do

primeiro membro sfo os mesmos, mas na ordem inversa, enquanto que os do se-
gundo membro sfo opostos. Somando a primeira equacdo 3 Uitima e a segunda
& terceira:

6{x + u) + 10ly + vI = Q,
10(x + w}) + 100y + v 0.

Este resultado pode ser considerado como um sistema de duas equagdes lineares a
duas incognitas, x + v ¢ ¥ + v, que faciimente fornece

x +u = 0, y +v = 0.

Substituinde ¢ por —x e v por —y nas duas primeiras equages do sistema ori-
ginal encontramos

—4x + 4y = 16
Bx — 2y = —16.

Este sistema simples fornece

12. Entre 0 ponto de partida e o ponto de encontro, os trés amigos percorre-
ram a mesma distdncia. (Lembre-se: distdncia = velocidade x tempo.)
Distinguimos duas partes na condicionante:

Roberto percorreu a mesma distincia que Paulo:
€y — ¢ty + cly = oty + pty + pty,
Paulo percarreu a mesma distdncia que Pedro;
cty, + pty + pts = pt; t+ pty + ct;.
A segunda equagdo fornece
c —plty = & - pit;.

Admitimos, é claro, que o carro é mais rapido que um pedestre, portanto ¢ > p.
Donde

-
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isto &, Pedro anda tanto quanto Paulo. Da primeira equagdo, conclufmos que 14. Se 3 e —a forem raizes de menor valor absoluto, elas serdo consecu-
tivas na progressdo, a qual tera a forma

s _ ctp
t, T ¢ —p —3a, —a, a, Ja.

que &, evidentemente, também o valor de t; /t;. Dai obtemos as respostas
Portanto, o primeiro membro da equagdo devera assumir a forma

clty — t + 133 cle + 3p) 2 2 z 2
= - — 83°).
ol ottt e+ p o ) a’)

Efetuando a muitiplicagdo e comparando os coeficientes de poténcias iguais, obte-

{b) f . Sl mos o sisterna
By + ty + ;3 3c + p
1022 = 3m+ 2
{¢) De fato, 0 < p < ¢ H4 dois casos extremos: 9a* = m’
Sep = 0, {a) fornece ¢/3 e (b) fornece 1/3 Por eliminagio
Sep = c, (a) fornece ¢ e (b} fornece 0. - 10m? 108m 3 = 0
Estes resultados sdo faceis d ifica fli i .
e verificar sem o aux(lio de célculos Deonde m = 6 ou —6/19.
13. A condicionante & facilmente decomposta em quatro partes, e expressas '
pelas quatro equacdes
a — d + bg! = 85
a +b = 76 i 15. Sejam a8, b e ¢ os lados, sendo o Oltimo a hipotenusa, As trés partes
a+d+bg =84 da condicionante s§o expressas por
3a =126.
' ) a +b+ec =
Da Gltima equacio extrai-se 2 = 42, e dasegunda b = 34, Somando-se as duas S+ p = o
equacdes restantes {para eliminar o'}, obtém-se b — 12¢

2a+ bilg! + = 169.
g 9 Observando-se que
Como a e b & sfo conhecidos, temos agora uma equagio quadritica em g, que

la + b)® = a3 + b + 23
fornece _

g =2 d=-26 ou g = /2 d = 25, obtém-se

As progressdes sdo 60 — ¢)? = ¢ + 24c

68, 42, 16 17, 42, 67 e
ou Portanto, ¢ = 25 e a = 15, b = 20 ou a = 20, b = 15 (ndo faz dife-
17, 34, 68 68, 34, 17 renga quanto ao triinguio).

174 175



16. As tréds partes da condicionante sfo expressas por

sen o = X,
a
, sen 8 — X
b
¢t = a8 + b — 2ab cos v
A eliminacio de a ¢ b fornece
R c? sen? a sen® B
sen? o + sen? B8 — 2senasenfcosy
17. Supomos que
1 2 n 1
—_F = L = -
2! 3 {n + 1! {n + 1)!

Seguindo o modelo da INDUGCAOD E INDUGAQ MATEMATICA, indagamos: a férmula
suposta permanecerd verdadeira quando passamos do valor » para o valor seguinte
n + 1? Juntamente com a formula acima, deveremos ter

1 2 n n + 1

—t S s + __ !

21 3t {n + 1)1 {n + 201 {n + 201

Verifique, subtraindo esta (ltima da anterior

+
_ﬂ_:l_=_ 1 + 1

n + 2)! {n + 2)! {n + 1}

que se reduz a

n + 2 1

{n + 2)1 n + 1}

e esta (itima equagdo é evidentemente verdadeira para n = 1, 2, 3 ... de onde,
seguindo o modelo acima referido, podemos demonstrar a nossa suposicio.

18. Na endsima linha, o segundo membro parece ser n° eo primeiro membro

parece ser a soma de n# termos. O termo final dessa soma & o enésimo nimero im-
par,ou 2m — 1, em que
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ajn + 1) .
2

ver INDUGAO E INDUGAC MATEMATICA, 4. Portanto, o termo final da soma do pri-
meiro membro deverd ser

m=1+2 + 3 + ... + n =

2m — 1 =n +n — 1

Podemos deduzir de duas mansiras o termo inicial da soma considerada: voltando
dois passos, a partir do termo final, encontramos

n® +n —1—=-2r—-1N=n —n + 1
engquanto que, avangando um passo, 8 partir do termo final, chegamos a

[tn — 12 +{n - 1) =1] + 2

o que, por simplificagdo rotineira, reduz-se & mesma coisa: excelente! Podemos, pois,
afirmar que

i —np+ 1N+ —n+3) + ..+ +tn -1 =n

na qual o primeiro membro indica a sorna de n termos sucessivos de uma progressio
aritmética cuja razdo é 2. Se o leitor conhecer a regra para determinar a soma de uma
tal progressdio (a média aritmética dos termos inicial e final multiplicada pelo nGmero
de termos), podera verificar que

m‘—n+1)+m2+n—nn 3
2

e assim demonstrar a afirmativa.

(A regra citada pode ser facilmente demonstrada com o auxflio de um figura
gue pouco difere da 18.}

19. O comprimento do perimetro do hexdgono regular de lado n é 6n.
Portanto, este perimetro é composto de linhas-limite de comprimento unitério e
contém 6n vértices. Por conseguinte, na transigdo de »~ — 1 para i, V aumenta
de 6n unidades e, assim,

V=1+61+2+3+..+n = 3n"+3n+1;
ver INDUGAO E INDUGAO MATEMATICA, 4. Por 3 diagonais que passam peio seu cen-

tro, o hexagono fica dividido em 6 {grandes) tridngulos eqliiliteros. Examinando-se
um deles, verifica-se que
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T=611+3+5+..+27 ~1) = Bn?
{de acordo com a regra para a soma dos termos de uma progressio aritmética, men-
cionada na solugdo do problema 18). Os 7 trifingulos tém, em conjunto, 3t lados.
Neste total 37, cada linha divisdria interna € contada duas vezes, enquanto as 6n
linhas de per{metro sdo contadas uma sb vez. Dal
2L = 3T + 6n, L =9n* + 3n.

{Para os leitores mais adiantados: do teorema de Euler referente aos poliedros,

segue-seque 7 + V = L + 1. Verifique esta relacio!)

20. Eis um conjunto bem ordenado de probhlemas andlogos: calcular A,
Bn' Cn' Dn e En‘ Cada uma destas grandezas represaenta o nimero de maneiras
pelas quais se pode pagar a quantia de n centavos; a diferenga estd nas moedas para
isso utilizadas:

apenas moedas de 1 centavo

moedas de 1 e de b centavos

moedas de 1, de 5 & de 10 centavos

moedas de 1, de 5, de 10 e de 25 centavos
moedas de 1, de 5, de 10, de 25 e de 50 centavos.

0.0 W b

n
1
1)
n

al'h

Os simbolos £, (agora estd claro o motivo} e A, jé foram usados antes.

Todos os modos e maneiras de pagar a quantia de n centavos com 05 cinco
tipos de moedas estio enumerados em En' Podemos, no entanto, distinguir duas
possibilidades: :

Primeira. Nenhuma moeda de 50 centavos é utilizada, O nimero de maneiras
de assim fazer o pagamento é D,,, por definicdo;

Segunda. E utilizada uma moeda de 50 centavos (possivelmente mais de uma).
Depois de ser entregue a primeira moeda de 50 centavos, faltard a pagar a quantia
de n — 50 centavos, o que pode ser feito de exatamente Eﬂ—so maneiras.

Inferimos que

Analogamente,

Um pouco de atencdo revelara que estas férmulas permanecerdo vélidas se fi-

Zermos

AOZBOZCOZDO=E°:1

(o que, evidentemente, faz sentido) e considerarmos qualquer uma das quantidades
An, Bn En comg iguais a zero quando o seu (ndice for negativo. {Por exemplo,
Eys = D35, como se vé imediatamente, o que estd de acordo com a nossa primeira

formuta, pois E35 — s¢ = E_35 = 0.

As nossas férmulas permitem-nos calcular as quantidades regressivamente, isto
é, voltando a valores mais baixos de 7 ou a letras anteriores do alfabeto. Por exem-
plo, podemos calcular Cszy por simples soma se Cy4 e Big ja forem conhecidos.
Na tabela abaixo, a linha inicial, corresponde a An' e a coluna inicial, corresponde
a 0, somente contém nimeros iguais a 1. [Por qué?) A partir desses nhimeros iniciais,
calculamos regressivamente os outros, por simples somas; qualquer nGmero da tabe-
la & igual, quer ao nimerc que the fica acima, quer 4 soma de dois ndmeros: o que
Ihe fica acima e um outro situado & sua esquerda. Por exemplo,

(:30:830"'6‘20:7"'9:16,
Efetuam-se as contas até £;4, = B0: pode-se pagar a quantia de b0 centavos de

exatamente 50 maneiras diferentes. Levando adiante as contas, o leitor podera veri-
ficar por si proprio que E,g9 = 292: & possivel trocar um dblar de 292 maneiras

diferentes.

n 0 b 10 16 20 25 30 35 40 45 50
A n 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Bn 1 2 3 4 5 3] 7 8 9 10 11
Cn 1 2 4 6 9 12 16 20 25 30 36
Dﬂ 1 2 4 6 9 13 18 24 31 39 49
E n 1 2 4 6 9 13 18 24 3 39 50
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