Oficinas de Demonstracao - Resolucoes

20/09/2023

Introducao

Ola! Este documento tem o objetivo de mostrar uma maneira de escrever as demonstracoes dos
exercicios propostos no projeto Oficinas de Demonstragao, realizado em 2023 pelo CAEM, em
parceria com a professora Daniela Mariz Silva Vieira, na disciplina MAT1514 - A Matematica na
Educacao Basica.

Nao queremos que este documento seja entendido como gabarito dos exercicios, mas sim como
uma das formas de construir as demonstragoes, entre outras possiveis.

Demonstracoes com axiomas da Geometria Plana
Termos primitivos (sem definigao): Ponto e Reta, onde retas sdo conjuntos de pontos.

Axioma I1: Para cada par de pontos P e (Q distintos, existe exatamente uma reta a qual ambos
pertencem.

Axioma I2: Toda reta contém pelo menos dois pontos distintos.

Definicao: Trés pontos A, B, C sao ditos colineares se existe uma reta a qual esses trés pontos
pertencem.

Axioma I3: Existem pelo menos trés pontos distintos e nao colineares.

Exercicio A1: Mostre que por cada ponto passam pelo menos 2 retas.
Seja A um ponto qualquer.
Existe um ponto B distinto de A (caso contrario, A seria o Gnico ponto existente, contradizendo o
axioma I3).
Pelo axioma I1, existe uma reta r que passa por A e B.
Existe também um ponto C fora de r (caso contririo, todos os pontos existentes seriam colineares,
contradizendo o axioma I3).
Logo, A e C sao distintos.
Pelo axioma I1, existe uma reta s que passa por A e C.
r e s sdo distintas, pois C' € s e C ¢ r. Logo existem duas retas que passam por A.

Exercicio A2: Mostre que, se existem duas retas paralelas, entao existem pelo menos 6 retas.
Usaremos a seguinte defini¢do de paralelismo:
Definicao: Duas retas sao paralelas se a interseccao entre elas for vazia (note que essa definigao
é suficiente porque os axiomas nao tratam da existéncia mais de um plano).

Sejam r e s retas paralelas.
Pelo axioma 12, existem pontos distintos A1, As € r e By, By € s.
Pelo axioma I1, existem retas t1,%s,t3 € t4 tais que:

Al, B ety

Al, BQ €ty

AQ, B €t3

Az, By €ty



Se t; e ty fossem iguais, entdo, como Bs € to, terfamos que By € tq, logo By, By € 4.
Como Bj, Bs € s, temos, pelo axioma I1, que t; = s.

Entéo, como A; € t1, temos que Ay € s.

Logo A; € rN's. Absurdo, pois r e s sdo paralelas.

Portanto, t; e t5 sdo distintas.

Com argumentos andlogos, podemos provar que as retas ti,to,t3 e ty sdo duas a duas distin-
tas.

Sabemos que r e s sao distintas, pois sdo paralelas. Como By € t1 e By ¢ r (pelo paralelismo de r
e s), temos também que t; e r sdo distintas. Por um raciocinio andlogo, temos que r,s,t1,t2,t3 €
t4 sao duas a duas distintas, como queriamos demonstrar.

Exercicio A3: Mostre que, se existem duas retas, entao existem pelo menos 3 retas.
Sejam r e s as duas retas dadas.
Se r e s sdo paralelas, entdo exitem seis retas, conforme mostrado em A2, logo existem trés retas.
Se r e s ndo sao paralelas, entdo existe um ponto P € r N s.
Existem também A € r e B € s distintos de P (caso contririo, uma das retas teria um inico ponto,
contradizendo o axioma I12).
Como 7 e s sao distintas, P é o tinico ponto na interseccao r N's. De fato, se existisse P’ € rN's
distinto de P, terfamos, pelo axioma I1, que r = s, contradizendo a hipétese da proposicao.
Segue que A ¢ s, B¢ re Ae B sao distintos.
Pelo axioma I1, exite uma reta ¢ tal que A, B € t.
Afirmamos que P ¢ t.
De fato, se P € t, entdo, por um lado A,P € r Nt e, pelo axioma I1, ¢ = r. Por outro lado,
B,P € sNte, pelo axioma I1, t = s, logo r = s. Contradigao.
Como P ¢ t, segue que r, s e t sdo duas a duas distintas, como querfamos demonstrar.

Outra demonstragao:
Pelo Axioma I3, existem pontos A, B e C distintos e nao colineares.
Amplicando o Axioma I1 trés vezes, temos que existem retas r, s e ¢ tais que:

- r passa por A e B.
- s passapor AeC.
- t passa por B e C.

Supondo, por absurdo, que r = s, como C' € s, segue que C € r. Logo, A, B,C € r. Absurdo, pois
A, B e C nao sao colineares. Entao r # s.
Analogamente, pode-se provar que r # t e s # t. Portanto, r, s e t sdo, de fato, trés retas.

Observagao:

Veja que nesta tltima demonstragado nao foi necessdrio utilizar a hipdtese da proposigao (de que
existem duas retas distintas) e nem o Axioma I2. Em contrapartida, foi utilizado o Axioma I3,
que nao havia sido usado na primeira demonstracao apresentada para essa proposigao.

Construcoes em Geomertria Plana

Exercicio: Dado um segmento de comprimento 1, mostre que é possivel construir um segmento
de comprimento %

Este exercicio tem o proposito de estimular a criatividade. H& muitas formas diferentes de se
realizar a construgao pedida. Podemos fazer desde as construgoes mais simples as mais complica-
das. Podemos ser extremamente rigorosos, mas também podemos suspender parte do rigor e nos
permitir que criemos livremente.

Tente puxar seus limites, pensar “fora da caixa” e criar suas préprias regras para construir suas
resolucoes.

A seguir, para exemplificar a multiplicidade de possibilidades criativas para esse problema, apre-
sentamos duas construgoes (feitas no GeoGebra) de naturezas bem distintas. Tente justificd-las,
mas, principalmente, tente criar suas préprias resolugdes seguindo suas préprias regras de rigor!






