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Exercicio

A barra AB esta engastada em suas duas

extremidades e esta submetida a carga distribuida q

g, conforme a figura. Considerando apenas o efeito A B
da flexdo e usando as propriedades de simetria da ¢

estrutura, calcule: ‘& L/2 %)H L/2 %‘

a) a rotagdo em C;
b) o deslocamento vertical em C.

A carga distribuida pode ser dividia na soma de uma parcela simétrica com uma parcela antissimétrica:

9/2 q/2
HUMMJME A
A . B o B

(parcela simétrica) (parcela antissimétrica)

* Apenas a parcela simétrica contribui para o deslocamento vertical em C

* Apenas a parcela antissimétrica contribui para a rotacao em C
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a) Calculo da rotacdo em C: (apenas a parte antissimétrica do carregamento)

Considerando-se apenas a metade esquerda da estrutura:

* Equilibrio:
qlL
ZFV:() :VA‘I'VC:_
L 4q12
XMy, =0=>M -
A :>MA+VC2 16

* Grau de hiperestaticidade
g=1

* Incognita hiperestatica:
Escolho V.

=0

DCL

q/2
mg#”””j”

* Principio da Energia Complementar Minima:

ou

j M(x)—dx =0
FI7 v,
M(X) = VCX - T
oM
v,

L/2

3qL
=4 VC =§
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* Para calcular a rotacdao em C podemos aplicar um momento ficticio nesse ponto:

q/2
s LU, .

* Pelo Teorema de Crotti-Engesser:

o _ (V" 1 j%M()aMd
¢~ \am, AV A ) am, * oz

2 2
qx 3qL qx

M(X)=ch—T+MO= 32x— 4 +M0

oM "

aM,

h
N[t~

1 (2/3qL x? 1 L2 3 L3
i e P N Y
El 32 4 EI\ 64 12 768EI
0 0
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b) Célculo do deslocamento vertical em C: (apenas a parte simétrica do carregamento)

Considerando-se apenas a metade esquerda da estrutura:

q/2 DCL l l l q/2
ANTTLLIYS (L <
V
* Equilibrio: * Principio da Energia Complementar Minima:
qL
2Fy =0 47 4 " _ j M(x)—dx—O
ZMA:():}MA-I_MC_E:O
M(x) = M¢ ———
* Grau de hiperestaticidade 4
—1 oM —1
§= P77
* Incognita hiperestatica: % o qxz . o qx3 % .\
_ ql?
=> My =—
€7 48
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* Para calcular o deslocamento vertical em C podemos aplicar uma forga ficticia nesse ponto:

g2 0
i W 9
X<—
VA
* Pelo Teorema de Crotti-Engesser:

o _ (U 1 J%M( oM
c=\%r) “m\J MDgpax
F=0

F=0
2 2 2
_ qx qL qx
= — —_ = —Fx — —
M(x) = M, — F, 2 13 x 2
oM
oF
L 2 2 1 122 4%
1 (2 ql qx qLx qx
=>6=—j ——+—|xdx = —| —
C510<48 4> El< 96+160
qL’
=0 =—
¢ 7 768EI
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7 . F)
Exercicio:
\ Z
O anel da figura tem raio R e rigidez a flexdo El constante. A
ele sdo aplicadas forgas P diametralmente opostas, conforme
esquematizado. Pede-se determinar a variagdo de didmetro
sofrida pelo anel com a aplicagdo das forgas P. Usar a simetria R
do problema.
A
P

21/11/2023 PME 3211 - Mecéanica dos Sélidos Il - Aula #23



* O anel é simétrico em relacdo ao seu diametro
vertical e estd submetido a esforcos simétricos.
Assim, podemos corta-lo ao meio, colocando os
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Departamento de Engenharia Mecdnica

esforcos vinculares adequados:

P2

P/2

21/11/2023

* O anel também tem uma simetria em relacdo ao
seu diametro horizontal:

MA = MB
Ry = Rp
* Equilibrio:

RA+RB:0 :>RA:R3=0

* Considerando a simetria horizontal, podemos dividir
o anel mais uma vez, considerando os esforcos
vinculares adequados:

F=P/2

Y

M

Ve
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M(6) = M, — FRsen#

oM
L 4 — =1
6. M _ PR

A :>MA=_
T

* A variacdo do diametro pode ser calculada pelo
Teorema de Croti-Engesser:

A
U ZM(6) aM
M
0 2<6F> P (jo El OF ) p
F_f in

 Vamos adotar M, como incégnita hiperestatica

Ve

PR
M(8) = ——FRsen0
* Pelo Principio da Energia Complementar Minima: T

TR a_M—_R Q
oU* 2 M(s) oM gF _ _fsen
— =0 > —ds =0
oM, o EI oM, 5 2PR3[ 1 =
= = —— 4 —
TM(0) oM El | ='8
. EI oM,
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Exercicio:

A estrutura ABC indicada na figura é formada pelas barras AB e BC, de
mesmo comprimento (I) e mesma rigidez flexional (El), engastada nas
segoes A e C e rigidamente ligadas em B. Sobre a se¢do B é aplicado um
binario de intensidade M, no sentido indicado. Pedem-se:

a) o DCL final da estrutura com as indicagdes corretas dos valores e
dos sentidos das reagoes de apoio em A e em C;

b) a rotag¢éio em B.

* Considerando 1/2 estrutura:
DCL
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Pelo Principio da Energia Complementar

Ay H - Minima:
e My M, 2 !
— U MoMm
' . — =02 | ——dx =
A oFy ) E10F; *=
* Equilibrio: \/7 M,
\/7 M(X) = 7FBX — 7
ZFH=O =>_F'B—I'IA=O
2 oM 2
V2 T =X
SFy =0 = —Fp—V; =0 0Fg 2
l
2 Mo w7 ! Y2 Vax =0
ZMA=O=>2FBI—7—MA—O E 2 Bx__ TX X =
0
* Vamos adotar Fg como incégnita hiperestatica I 3\/5%
B7 a4
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* As outras rea¢des sao obtidas a partir das equacdes de equilibrio:

3 M, 3 M, _ M,

= V, = —— M, =
4 | 474 47 4

* Como a estrutura é simétrica e o carregamento é antissimétrico, as rea¢des vinculares devem ser
antissimétricas:

: /
Mg >~ M,
ﬂ—)——‘-
3 M, E
77 lmo ]
4 1
Y.
My/4 SN 3 My
4 |
3 M,
4 |
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* Para calcular a rotacao em B usamos o Teorema de Crotti-Engesser:

l

= - / F aU* M oM
A«fi_\ 1< > A 9 — — = —_—
H,x ﬂi él// B aMB jEIaIVIde
TEII4/ - A’Z‘? 71{1/1(0-2 0
I — ‘/_E — W
A , M(.X) 2 FBx MB
oM
oMy
Mgl 2 Fgl?
= 93_ —_—
El 4 EI
0 1 M,l
: —_— e ——
B™ 8 EI
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Referéncia

Martins, C.A. Introdugéo ao Estudo das Energias de Deformacgéo e
Complementar. Disponivel no Moodle
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