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Torcdo de vigas de parede fina

1. RelagOes uteis (tensdes-deformacdes-deslocamentos) para vigas de
parede fina [1-17.1]

2. Angulo de giro e empenamento de vigas de parede fina com ST
fechada sob carregamentos transversais [1-17.3.1]

3. Torcdo de vigas de parede fina (secao unicelular) [1-18.1]
4. Torcao de vigas de parede fina (multicelulares) [1-23.3]

5. Exemplo de aplicacao
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1. Relagoes uteis (tensoes-deformagoes-deslocamentos) para vigas de
parede fina [1-17.1]

Elemento infinitesimal a ser
analisado, com dois lados
paralelos ao eixo central Cz
(distantes ds entre si) e dois
lados paralelos a secbes
transversais adjacentes
(distantes dz entre si).
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Tensbes de membrana em um
determinado ponto da viga (com
coordenadas z e s fixas):
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Componentes de deslocamento em um
determinado ponto da viga (com
coordenadas z e s fixas):

Vy

v, = deslocamento na dire¢do do versor normal;
v; = deslocamento na dire¢ao do versor tangente;

w = deslocamento na dire¢ao axial.
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Denotaremos (de forma analoga ao que vimos nos problemas de EPT):

€, = deformacgado das fibras que possuem a dire¢dao da coordenada axial (z);

& = deformagao das fibras que possuem a dire¢ao da coordenada curvilinea (s),
ou seja, direcdao tangente ao contorno da se¢ao;

Ysz = Vs, = Y = distor¢ao entre duas fibras (inicialmente ortogonais entre si),

tendo uma a direcao da coordenada curvilinea (s), e a outra a direcao axial (z).

Relacdes deformacdes-deslocamentos (adaptadas):

ow
£, = — (vide Aula#3, slide #20)
0z
v, O0v; _ _ )
g = —+ e (vide Aula#4, slide #27, ... e compare com a expressao de &gy):
r
u, 10dug
Eg =—t+—-—=4
Y,
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: P Distorted shape—_
E, para a distorgao: o e,
to shear
ow dv;

Vs =Vsz =V = 5o+ 5~

Considerando que o material dos painéis seja homogéneo, isdtropo e com comportamento
elastico-linear, teremos:

dw 0Jv;
q =1t = (Gy)t ‘ Q—Gt<g+g>
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No caso de estruturas aeronauticas, formadas por painéis reforcados por cavernas (no caso
da fuselagem), ou nervuras (no caso das asas), com espacamentos relativamente pequenos
(se comparados as dimensdes da fuselagem ou da asa como um todo), é possivel considerar
gue as sec¢Oes transversais mantém sua formato praticamente intacto, mas podem apresentar
deslocamentos em seu préprio plano (como um corpo rigido), além de uma rotacao (em
torno do eixo longitudinal) decorrente da tor¢cao (no caso de as forcas transversais nao
atuarem no centro de cisalhamento da secao).

S
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Assim, para um sistema de coordenadas Oxy, com origem (por exemplo) no centroide de
uma dada segao transversal (definida pela coordenada z), o deslocamento v; em um ponto
qualquer da secao (representado pelo ponto N na figura abaixo) pode ser expresso por:

V¢ = U.COSY + V.seny + p. 0O
Onde:

u =u(z) e v = v(z) sao os deslocamentos nas
diregbes x e y da segdo transversal (e de seu
centroide, em particular);

y corresponde ao angulo que o versor tangente
a secao (passando pelo ponto N) forma com o
eixo horizontal x;

p corresponde a distancia da linha (que passa
por N e que tem a direcdo do versor tangente) a
origem do sistema de coordenadas;

0 = 6(z) é o angulo de torg¢ao (em rad) da
secao em analise em relacao a uma secao de
referéncia.
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Do exposto, considerando que a “viga” (leia-se: fuselagem ou asa) tenha secao
transversal uniforme (o que faz com que y = y(s)), teremos, apds derivar v; em

relacao a z:

V¢ = U.COSY + v.seny + p. 0O

vy du N dv N do
0z cosy dz seny dz p dz

Logo, retomando a expressao do fluxo de cisalhamento g (vide slide #6):

do

_ct 0W+6vt ‘ _ 6W+ du+ dv+
1= 5\ %8s T oz T= 0t \Gs TV T P
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2. Angulo de giro e empenamento de vigas de parede fina com ST
fechada sob carregamentos transversais [1-17.3.1]

Quando as linhas de acao das forcas transversais aplicadas sobre uma viga de secao
transversal fechada nao passam pelo centro de cisalhamento, ocorre tor¢cao da viga
(angulo de giro ndo nulo) e empenamento da secao transversal.

Utilizando resultados obtidos anteriormente, podemos obter expressdes tanto para o
angulo de giro (por unidade de comprimento) da viga quanto para o empenamento da
secao transversal. Retomando a expressao do fluxo apresentada no slide #9, teremos:

q OJw do du dv

E=g+pa+coswg+senwg

Integrando a expressao acima a partir de uma origem (arbitraria) escolhida para a
coordenada curvilinea s (de sy = 0 até sy = s), vira:

fqd_f ow . do o du o dv)
> T gs Py TV g T |
0 0
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j T, _ f ow _ do o du o dv)
4= +p 7, T cosy——+seny—— | ds
0 0
S S
q do dv
fG_ s =w(s) —w(0) + —f p(s)ds + —f cosyds + 17 senyds
0 0 0
(s) (s)
fqd— (s) (0)+d9f d+duxjsd +dvyfd
Gt TSI TV dz p(s)ds dz YTz Y
0 0 x(0) y(0)

0 du dv
j Gi s = w(s) = w(0) + 249; — +—(x(s) — x(0)) +—(y(s) y(0))
0
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L
jQGi S_v% y'()+2A—+—(}/ /{)+—(y/) y£0))
0

L
fets =24
Gt dz

E o angulo de giro por unidade de comprimento fica entao dado por:

L

ae 1fqd
dz _24) Gt
0
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3. Torcdo de vigas de parede fina (unicelulares) [1-18.1]

Consideremos o caso de uma viga de secao transversal uniforme, fechada (unicelular)
e de parede fina (podendo a espessura ser variavel ao longo do contorno da secao
transversal, isto é, t = t(s)). Considerando que a viga esteja submetida apenas a um
torque (T') e que todas as secoes estejam livres para empenar, nao existirao tensoes
axiais, e as Unicas tensOes que serdao desenvolvidas sdao as tensdes de cisalhamento
(associadas ao fluxo de cisalhamento, g = t(s)t(s)).

Das equacdes diferenciais de
equilibrio nas duas direcdes (z e s),
obtemos, respectivamente:

dq do,
as Ttz =0
dq do,
E-I_ tg 0
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Do exposto, conclui-se que, nas condi¢cdes de tor¢ao pura da viga:

dq _0dq 0

ds 0z
Em outras palavras, temos um fluxo de cisalhamento constante, cuja magnitude é
determinada pelo equilibrio entre o torque aplicado (T) e o efeito nas sec¢des

transversais da viga:

L L
Y T = qu-p(s)ds = q-jgp(s)ds
0 0
‘ T
T = qu.p(s)ds = 24q ‘ q=57
0

(12 Formula de Bredt-Batho)
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Ainda neste caso, combinando as formulas vistas nos slides #12 e #14, vemos
gue o angulo de giro por unidade de comprimento da viga sera dado por:

L L
d9_1f _qjgl jgld
dz 24 ST24T1 G Gt ™

0 0 0

(22 Férmula de Bredt-Batho)
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4. Tor¢do de vigas de parede fina (multicelulares) [1-23.3]

A distribuicdo de pressao em uma superficie aerodinamica (que leva as forcas de
sustentacao e arrasto) é estaticamente equivalente a forcas transversais atuantes no
centro aerodinamico e um momento (pitching moment - M;). Tais esforgos podem ser
transferidos para o centro de cisalhamento da sec¢ao transversal na forma de forcas
cortantes (S, e S,), € um momento de torgdo (T). Neste topico, avaliaremos como
determinar os fluxos de cisalhamento e o angulo de giro de uma secao transversal
multicelular submetida a tor¢ao pura como ilustrado na figura abaixo.
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Considerando que a secao seja formada por N células fechadas, as incégnitas do
problema sao:

* Os fluxos de cisalhamento g; (1 < i < N) atuantes em cada uma das N células!”)
(N incégnitas) e

* o0 angulo de giro por unidade de comprimento (d6/dz) da se¢cdo como um todo.

(*) Admite-se que o fluxo de cisalhamento seja constante no interior de cada uma das N células.
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1. Condigdo de equilibrio:

16/11/2023

Tr = 2ARqg

N
—> T=ZZARqR
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O angulo de giro por unidade de comprimento da R-ésima célula, vista isoladamente,
é dado por (vide slide #12):

dz 2Ag

R
do 1 1
j()qu_ q

(desde que se tenha G = cte)
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Para a R-ésima célula:

i+

Resultando:

Lg

do 1 f q
— —ds =
dz 2GAp t 2GAp
0

[qrS12 + (qr — qr-1)023 + qrO34 + (Qr — qr+1)041]
ds
Onde: 6‘] = f —
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Podemos rescrever a equacdo anterior na seguinte forma:

do
2GAg i qr(812 + 823 + 834 + 641) — qr-1023 — qr+1041

E, para o caso de secdes multicelulares onde as células estdao conectadas
consecutivamente (como indicado na figura anterior), podemos dar a férmula

acima um carater geral:

do
2GAp a7 = qrOr — qr-10r-1,R — rR+10R+1,R

ds
Op = e (calculo feito ao redor de toda a R-ésima célula)
Sj
ds . , s
Onde: | Or_1p = - (calculo feito na parede comum as células R-1 e R)
S
Sj
ds
Or+1r = j e (calculo feito na parede comum as células R e R+1)
S
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De posse da equacao de equilibrio e das equacdes que fornecem o angulo
de giro por unidade de comprimento (que deve ser o mesmo para todas as
N células) obtemos um sistema linear de N+1 equacdes a N+1 incégnitas:

N
2 Z ARCIR =T
R=1

2GAp a7 = qrOr — qr-10r-1,R — rR+10R+1,R
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5. Exemplo de aplicagdo

P.23.3 Determune the torsional stiffness of the four-cell wing section shown m Fig. P .23 3. Data are in
Table 23.5.

Answer: 5225 x 10° G Nmm“/rad

4 3 2
P I 1
I II |11} v
E. cac B
o 6 7
Table 23.5 Problem 23.3
Wall 12 23 34
78 a7 56 45 45 36 27 18
Peripheral length (mm) 762 g2 812 1.525 356 44 356 254
Thickness {mm) 0915 0915 0.915 711 1.220) 1.625 1.220 0915
Cell areas (mm) Aj = 161500 Ag = 291,000
.“||_| = 29'.“ ."’.I|l,|.' = EEETI'H]
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A rigidez torcional de uma secao é definida como:

do
T = ktE

Logo, para encontrar a rigidez torcional (k;) da se¢do, é preciso obter o angulo
de giro por unidade de comprimento (d8/dz) para um torque arbitrario T.
Como temos 4 células dispostas consecutivamente e o mesmo modulo de
cisalhamento em todas, teremos as seguintes equacdes para um dado torque:

2A1q1 + 2A2q2 + 2A3q3 + 2A4q4 - T

3

(3.23q; + 5829, + 58245 +4,52q,) X 10°> =T g4 (1)
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Angulo de giro para a célula (1):

26Ap = = qrOr — qr-10r-1R ~ dr+10R+1R

do
3,23 X 10505 = q161 — 4202,

ds 1525 356
51=j£ = = 2436,67

t 0711 T 1,22

5 —jds—356—29180
217 ] ¢ T 1227 777

de
Resultando: 2436,67q; — 291,80q, = 3,23 X 10565 Eq.(2)
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Angulo de giro para a célula (2):
2GAg dz = qrOr — qr-10r-1,R — qr+10R+1R

do
582 % 10°6— = 4202 — 41612 — q393;

dz
5 _jﬂds_ 812 +356+812 . 6 _ 231651
27T t 0915 1,22 0915 1,625 ’
dS 356 dS 406
_ _ _ _ 8z, = = = 24985
51,2 - 52,1 - J t - 1’22 - 291’80 3,2 J t 1,625

de
Resultando: 2316,51q, — 291,80q; — 249,855 = 5,82 X 10505 Eq.(3)
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Angulo de giro para a célula (3):

26Ap = = qrOr — qr-10r-1R ~ dr+10R+1R

de
582 % 10°6 — = 4303 — Q2023 — (4043

dz
5—)£ds—812+406+812+ ® 231651
37 J ¢ T 0915 ' 1,625 0915 1,22 ’
ds 406 ds 356
=83, = = = = = =291,
82,3 = 03 —j £ 1625 249,85 04,3 J " 122 80

do
Resultando: 2316,51q3 — 249,85¢q, — 291,80, = 5,82 X 1OSGE Eq.(4)
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Angulo de giro para a célula (4):

26Ap = = qrOr — qr-10r-1R ~ dr+10R+1R

do
4,52 X 10565 == q464 - q363,4

5 _fds_ 762 +356+ 762 . 254 _ 293407
*~J t 0915 1,22 0915 0915 ’
§ar =0 —fds— 356 _ 19180
34 — Y43 — t - 1,22 - )
do
Resultando: 2234,97q, — 291,80q; = 4,52 X 10°G — Eq.(5)

dz
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Na forma matricial: [A{X} = {B}
Onde: — —
323000 582000 582000 452000 0
2436.669664 —29]1.8032787 0 0 — 323000
[Al = |—2918032787 2316.512821 —249.8461538 0 — 582000
0 — 2498461538 2316.512821 —29]1.8032787 —582000
. 0 0 —291.8032787 2234.972677 —452000 |
dot _ ¢
{X} = {Ch q2 43 9a GE} {B}={T 0 0 0 O}
d1,92,93 € (44 > expressosem N/mm
T >  expressoem Nmm

A 4

G <36> expresso em N /mm3
Z
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Cuja solucao é:

gl | 321568754061922 x 10~ T

92 5.82340556222909 x 10~ T

"j = | 5.98345741068891 x 10~ T
‘ "de 4.62331565075601 x 10~' T
o %) | | 1.89977691729764 x 10T

Assim:

do do
Gl—)=19%x10°.T & T =526x10%(—
dz dz

k, = 526 x 108G

Onde: G estd expresso em N/mm? , e k, estd expresso em Nmm?/rad.
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