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1. Relações úteis (tensões-deformações-deslocamentos) para vigas de 
parede fina [1-17.1]

2. Ângulo de giro e empenamento de vigas de parede fina com ST 
fechada sob carregamentos transversais [1-17.3.1]

3. Torção de vigas de parede fina (seção unicelular) [1-18.1]

4. Torção de vigas de parede fina (multicelulares) [1-23.3]

5. Exemplo de aplicação
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Elemento infinitesimal a ser
analisado, com dois lados
paralelos ao eixo central Cz
(distantes ds entre si) e dois
lados paralelos a seções
transversais adjacentes
(distantes dz entre si).

1. Relações úteis (tensões-deformações-deslocamentos) para vigas de 
parede fina [1-17.1]
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௦

௦

௭

z

s

௭

Tensões de membrana em um
determinado ponto da viga (com
coordenadas z e s fixas):

Componentes de deslocamento em um
determinado ponto da viga (com
coordenadas z e s fixas):

௡ = deslocamento na direção do versor normal;

௧ = deslocamento na direção do versor tangente;

= deslocamento na direção axial.
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Relações deformações-deslocamentos (adaptadas):

Denotaremos (de forma análoga ao que vimos nos problemas de EPT):

௭ = deformação das fibras que possuem a direção da coordenada axial ( );

௦ = deformação das fibras que possuem a direção da coordenada curvilínea ( ), 

ou seja, direção tangente ao contorno da seção;

௦௭ ௦௭ = distorção entre duas fibras (inicialmente ortogonais entre si), 

tendo uma a direção da coordenada curvilínea ( ), e a outra a direção axial ( ).

௭

௦
௡ ௧

(vide Aula#3, slide #20) 

(vide Aula#4, slide #27, ... e compare com a expressão de ఏ): 

ఏ
௥ ఏ
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௭௦ ௦௭
௧

E, para a distorção:

Considerando que o material dos painéis seja homogêneo, isótropo e com comportamento 
elástico-linear, teremos:

௧
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No caso de estruturas aeronáuticas, formadas por painéis reforçados por cavernas (no caso
da fuselagem), ou nervuras (no caso das asas), com espaçamentos relativamente pequenos
(se comparados às dimensões da fuselagem ou da asa como um todo), é possível considerar
que as seções transversais mantém sua formato praticamente intacto, mas podem apresentar
deslocamentos em seu próprio plano (como um corpo rígido), além de uma rotação (em
torno do eixo longitudinal) decorrente da torção (no caso de as forças transversais não
atuarem no centro de cisalhamento da seção).
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Assim, para um sistema de coordenadas , com origem (por exemplo) no centroide de 
uma dada seção transversal (definida pela coordenada ), o deslocamento ௧ em um ponto 
qualquer da seção (representado pelo ponto N na figura abaixo) pode ser expresso por:  

௧  

Onde:

e são os deslocamentos nas 
direções e da seção transversal (e de seu 
centroide, em particular);
 corresponde ao ângulo que o versor tangente 
à seção (passando pelo ponto N) forma com o 
eixo horizontal ;

corresponde à distância da linha (que passa 
por N e que tem a direção do versor tangente) à 
origem do sistema de coordenadas;

é o ângulo de torção (em rad) da 
seção em análise em relação a uma seção de 
referência.
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Do exposto, considerando que a “viga” (leia-se: fuselagem ou asa) tenha seção
transversal uniforme (o que faz com que   ), teremos, após derivar ௧ em
relação a :

௧  

௧  

Logo, retomando a expressão do fluxo de cisalhamento (vide slide #6):

௧  
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2. Ângulo de giro e empenamento de vigas de parede fina com ST 
fechada sob carregamentos transversais [1-17.3.1]

Quando as linhas de ação das forças transversais aplicadas sobre uma viga de seção
transversal fechada não passam pelo centro de cisalhamento, ocorre torção da viga
(ângulo de giro não nulo) e empenamento da seção transversal.

Utilizando resultados obtidos anteriormente, podemos obter expressões tanto para o
ângulo de giro (por unidade de comprimento) da viga quanto para o empenamento da
seção transversal. Retomando a expressão do fluxo apresentada no slide #9, teremos:

 

Integrando a expressão acima a partir de uma origem (arbitrária) escolhida para a
coordenada curvilínea (de ଴ até ௙ ), virá:

௦

଴

 

௦

଴
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௦

଴

 

௦

଴

௦

଴

௦

଴



௦

଴



௦

଴

௦

଴

௦

଴

௫(௦)

௫(଴)

௬(௦)

௬(଴)

௦

଴

଴௦
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Se a integral for realizada até que todo o circuito seja completado, teremos:

௅

଴

௅

଴

E o ângulo de giro por unidade de comprimento fica então dado por:
௅

଴
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3. Torção de vigas de parede fina (unicelulares) [1-18.1]

Consideremos o caso de uma viga de seção transversal uniforme, fechada (unicelular)
e de parede fina (podendo a espessura ser variável ao longo do contorno da seção
transversal, isto é, ). Considerando que a viga esteja submetida apenas a um
torque ( ) e que todas as seções estejam livres para empenar, não existirão tensões
axiais, e as únicas tensões que serão desenvolvidas são as tensões de cisalhamento
(associadas ao fluxo de cisalhamento, ).

𝜎௦

𝜎௦ +
𝜕𝜎௦
𝜕𝑠

𝑑𝑠

𝜎௭ +
𝜕𝜎௭
𝜕𝑧

𝑑𝑧

z

s

𝜎௭

ds

dz

𝑞 +
𝜕𝑞

𝜕𝑧
𝑑𝑧

𝑞 +
𝜕𝑞

𝜕𝑠
𝑑𝑠

𝑞

Das equações diferenciais de
equilíbrio nas duas direções ( e ),
obtemos, respectivamente:

௭

௦
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Do exposto, conclui-se que, nas condições de torção pura da viga:

Em outras palavras, temos um fluxo de cisalhamento constante, cuja magnitude é
determinada pelo equilíbrio entre o torque aplicado ( ) e o efeito nas seções
transversais da viga:

௅

଴

௅

଴

௅

଴

(1ª Fórmula de Bredt-Batho)
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Ainda neste caso, combinando as fórmulas vistas nos slides #12 e #14, vemos
que o ângulo de giro por unidade de comprimento da viga será dado por:

௅

଴

௅

଴

ଶ

௅

଴

(2ª Fórmula de Bredt-Batho)
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4. Torção de vigas de parede fina (multicelulares) [1-23.3]

A distribuição de pressão em uma superfície aerodinâmica (que leva às forças de
sustentação e arrasto) é estaticamente equivalente a forças transversais atuantes no
centro aerodinâmico e um momento (pitching moment - ଴). Tais esforços podem ser
transferidos para o centro de cisalhamento da seção transversal na forma de forças
cortantes ( ௫ e ௬), e um momento de torção ( ). Neste tópico, avaliaremos como
determinar os fluxos de cisalhamento e o ângulo de giro de uma seção transversal
multicelular submetida a torção pura como ilustrado na figura abaixo.
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Considerando que a seção seja formada por N células fechadas, as incógnitas do
problema são:

• Os fluxos de cisalhamento ௜ atuantes em cada uma das N células(*)

(N incógnitas) e

• o ângulo de giro por unidade de comprimento ( ) da seção como um todo.

(*) Admite-se que o fluxo de cisalhamento seja constante no interior de cada uma das N células.
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1. Condição de equilíbrio:

ோ

ே

ோୀଵ

𝑇ଵ
𝑇ଶ

𝑇ோିଵ 𝑇ோ 𝑇ோାଵ
𝑇ே

𝑇ோ = 2𝐴ோ𝑞ோ

ோ ோ

ே

ோୀଵ



Escola Politécnica da Universidade de São Paulo
Departamento de Engenharia Mecânica

16/11/2023 19PME-3554 / Introdução às Estruturas Aeronáuticas / Aula #18

O ângulo de giro por unidade de comprimento da R-ésima célula, vista isoladamente, 
é dado por (vide slide #12):

ோ

௅ೃ

଴
ோ

௅ೃ

଴

2. Condição de compatibilidade de rotações (mesmo ângulo de giro para cada célula):

(desde que se tenha G = cte)
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Para a R-ésima célula:

Resultando:

ோ

௅ೃ

଴
ோ

ோ ଵଶ ோ ோିଵ ଶଷ ோ ଷସ ோ ோାଵ ସଵ

Onde: ௜௝

௦ೕ

௦೔
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Podemos rescrever a equação anterior na seguinte forma:

ோ ோ ଵଶ ଶଷ ଷସ ସଵ ோିଵ ଶଷ ோାଵ ସଵ

E, para o caso de seções multicelulares onde as células estão conectadas
consecutivamente (como indicado na figura anterior), podemos dar à fórmula
acima um caráter geral:

ோ ோ ோ ோିଵ ோିଵ,ோ ோାଵ ோାଵ,ோ

Onde:

ோ (cálculo feito ao redor de toda a R-ésima célula) 

ோିଵ,ோ

௦ೕ

௦೔

(cálculo feito na parede comum às células R-1 e R) 

(cálculo feito na parede comum às células R e R+1) ோାଵ,ோ

௦ೕ

௦೔
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ோ ோ

ே

ோୀଵ

De posse da equação de equilíbrio e das equações que fornecem o ângulo
de giro por unidade de comprimento (que deve ser o mesmo para todas as
N células) obtemos um sistema linear de N+1 equações a N+1 incógnitas:

ோ ோ ோ ோିଵ ோିଵ,ோ ோାଵ ோାଵ,ோ
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5. Exemplo de aplicação
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Solução:

A rigidez torcional de uma seção é definida como:

Logo, para encontrar a rigidez torcional ( ௧) da seção, é preciso obter o ângulo
de giro por unidade de comprimento ( ) para um torque arbitrário T.
Como temos 4 células dispostas consecutivamente e o mesmo módulo de
cisalhamento em todas, teremos as seguintes equações para um dado torque:

௧

ଵ ଵ ଶ ଶ ଷ ଷ ସ ସ

ଵ ଶ ଷ ସ
ହ

Eq.(1)
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Ângulo de giro para a célula (1):

ோ ோ ோ ோିଵ ோିଵ,ோ ோାଵ ோାଵ,ோ

ହ
ଵ ଵ ଶ ଶ,ଵ

ଵ

ଶ,ଵ

Resultando: ଵ ଶ
ହ Eq.(2)
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Ângulo de giro para a célula (2):

ோ ோ ோ ோିଵ ோିଵ,ோ ோାଵ ோାଵ,ோ

ହ
ଶ ଶ ଵ ଵ,ଶ ଷ ଷ,ଶ

ଶ

ଵ,ଶ ଶ,ଵ

Resultando: ଶ ଵ ଷ
ହ Eq.(3)

ଷ,ଶ
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Ângulo de giro para a célula (3):

ோ ோ ோ ோିଵ ோିଵ,ோ ோାଵ ோାଵ,ோ

ହ
ଷ ଷ ଶ ଶ,ଷ ସ ସ,ଷ

ଷ

ଶ,ଷ ଷ,ଶ

Resultando: ଷ ଶ ସ
ହ Eq.(4)

ସ,ଷ
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Ângulo de giro para a célula (4):

ோ ோ ோ ோିଵ ோିଵ,ோ ோାଵ ோାଵ,ோ

ହ
ସ ସ ଷ ଷ,ସ

ସ

Resultando: ସ ଷ
ହ Eq.(5)

ଷ,ସ ସ,ଷ
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Na forma matricial:

Onde:

ଵ ଶ ଷ ସ expressos em 

expresso em 

expresso em ଷ

ଵ ଶ ଷ ସ
ௗఏ

ௗ௭

௧
௧

[A] = 
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Cuja solução é:

Assim:

ିଽ ଼

௧
଼

Onde: G está expresso em ଶ , e ௧ está expresso em ଶ . 

=
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