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TEOREMA 1. Sejam V e W espacos vetoriais, e seja T: V — W wma transformacao linear. Nessas condi-
¢oes:

(a) T € injetora se, e somente se, leva subconjuntos LI de V em subconjuntos LI de W ;

(b) T é sobrejetora se, e somente se, leva conjuntos geradores de V' em conjuntos geradores de W ; e

(c) T € bijetora se, e somente se, leva bases de V em bases de W.

Demonstragao. (a)

(=)
Suponhamos, inicialmente, que T seja injetora. Nesse caso, é facil ver que, se B := {v1,..., v}, em que
ke {1,2,3,...}, é um subconjunto LI de V, entdo, para quaisquer ay,...,ar € R,
alT(Ul) + ...+ CLk-T(Uk) =0y = T(alvl + ...+ akvk) =0y = T(Ov)
= a1v1 + ...+ apvg = 0y
=a,=...=a=0.
Logo, T leva subconjuntos LI finitos de V' em subconjuntos LI de W. E, como um subconjunto (possi-

velmente infinito) de V' ou de W é LI se, e somente se, cada um de seus subconjuntos finitos o ¢, disso
resulta que T leva subconjuntos LI de V' em subconjuntos LI de W.

(<)
Suponhamos, agora, que T' leve subconjuntos LI de V' em subconjuntos LI de W. Como, para cadav € V,
v # Oy < {v} é um subconjunto LI de V
< {T'(v)} é um subconjunto LI de W
< T(v) # Ow,

disso decorre que ker(T') = {Oy }. Logo, T é injetora.

(=)

Suponhamos que T seja sobrejetora. Para concluirmos que 7' leva conjuntos geradores de V' em conjuntos
geradores de W, fixemos um conjunto gerador qualquer de V', o qual chamaremos de GG, e vamos mostrar
que T(G) = W. Para tanto, notemos, inicialmente, que, como, por hipotese, T' é sobrejetora, T (V) = W.
Logo, dado w € W, existe v em V tal que T'(v) = w. Por sua vez, como G é um conjunto gerador de V,
dado v € V tal que T'(v) = w, podemos fixar k € {1,2,3,...}, a1,...,ax € Revy,...,v5 € G de modo
que v = a1vy + ... + apvg. Feito isso, notemos que, como vy, ...,v; € G, e como

w=Tw)=T(a1v1 + ...+ arvr) = a1T(v1) + ... + arT(vg),
w € [T(G)]. E, como w em W é completamente arbitrario, disso resulta, por fim, que [T'(G)] = W.
(<)
Se T leva conjuntos geradores de V em conjuntos geradores de W, entdao, como V é, ele préprio, um

conjunto gerador de V', podemos concluir, em particular, que W = [T (V)] = T(V) — o que, por sua
vez, mostra-nos que, nesse caso, 1 é sobrejetora.



(=)

Se T é bijetora, entao é também injetora e sobrejetora. Logo, nesse caso, T leva subconjuntos LI de V'
em subconjuntos LI de W e conjuntos geradores de V' em conjuntos geradores de W e, por conseguinte,
leva bases de V' em bases de W.

(<)

Suponhamos que T leve bases de V' em bases de W e vamos mostrar que, nesse caso, T leva subconjuntos

LI de V em subconjuntos LI de W e conjuntos geradores de V' em conjuntos geradores de W. Disso
resultara, em vista dos itens anteriores, que 7' é uma bijecao.

PROVA DE QUE T LEVA SUBCONJUNTOS LI DE V EM SUBCONJUNTOS LI DE WW.

Seja L um subconjunto LI de V', e seja B uma base de V tal que L C B. Como, por hipétese, B é uma
base de V', T(B) ¢ uma base de W. Por sua vez, como L C B, T(L) C T(B). Logo, T(L) ¢ LI (pois
T(B) é LI, e todo subconjunto de um conjunto LI é também LI).

PROVA DE QUE T LEVA CONJUNTOS GERADORES DE IV EM CONJUNTOS GERADORES DE V.

Seja G um conjunto gerador de V', e seja B uma base de V' tal que B C G. Como, por hipdtese, B é uma
base de V, T'(B) é uma base de W. Por sua vez, como B C G, T(B) C T(G). Logo, T(G) gera W (pois
T(B) gera W, e todo conjunto que contém um conjunto gerador de W é também um conjunto gerador
de W). O



