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Alerta: Este é apenas um guia resumido de parte das
transparéncias das aulas. Ele ndo substitui as aulas (onde existem
discussdes, resolucdes de exercicios, figuras, etc) e ndo substitui a
leitura da bibliografia recomendada. Figuras foram produzidas com
o GeoGebra http://www.geogebra.org

Motivacdo: Estudar maximos e minimos de funcdes restrita a
vinculos.
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Motivacdo do teorema da funcdo implicita

Seja g : R? — R definida como g(x) = xZ + x5. Considere a curva
de nivel C = g 1(1) = {x € R? | x? + x5 = 1} Note que ela &
regular i.e., Vg(p) # (0,0),Vp € C, mas ndo é um grafico.

15 x=1/2)
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Figura: C intersepta {x; = %} em mais de 1 ponto, logo ndo é grafico




C n3o é grafico, mas é um grafico local, i.e., Vp € C existe
vizinhanca B.(p) tal que C N B.(p) € grafico de uma funcdo. Ex, se
p=(0,1) entdo, e =1 e h(x) = /1 — x? onde x € (—?, ?)
Note que g(x1, h(x1)) =1, i.e, h & implicita.

vizinhancga de (0,1)

grafico )




Teorema da funcdo implicita: curva em R?

Teorema 1

Seja g : U C R? = R funcdo de classe C tal que
C={xeR?|g(x)=c} éregularie, Vg(p)# (0,0) Vp < C.
Entido C é grafico local. Em outras palavras, para cada p € C,
existe vizinhanca B.(p) tal que C N B.(p) é grafico de uma funcao.



Em particular se g—i(p) # 0 ou seja N = Vg(p) # (), 0) entdo

existe fun¢do h: /| — R com xo = h(x1) e assim g(x1, h(x1)) = ¢
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Em particular se (p) # 0 ou seja N = Vg(p) # (0, \) entdo
existe funcdo h : l Ly R com x1 = h(x2) e assim g(h(x2),x) = ¢
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Obs Embora por vezes seja dificil determinar explicitamente a
funcdo implicita h : | — R, é possivel calcular a derivada H'(p;).

De fato se 2 a2(P) #0, hi(pr—e.pr+e) > Reglx,hlx))=c
podemos deflnlr a(t) = (t, h(t)) e e derivando g(a(t)) = c em
t = p1, temos pela regra da cadeia:

g og ‘
- 2% (p)h
0 8Xl(p)+axz(p) (p1)

e assim concluimos:

2 (p)
H _ _0x
(P =2 )




Teorema da funcdo implicita: superficie em R3

Teorema 2

Seja g : U C R3 — R funcdo de classe C' tal que

S={xc R g(x)=c} éregularie., Vg(p) # (0,0,0) Vpc S.
Entio S é grafico local. Em outras palavras, para cada q € S,
existe vizinhanca B.(q) tal que S N B.(q) é grafico de uma funcdo
(em relacdo a {x3 = 0} ou {x2 = 0} ou {x3 = 0}).



Em particular se

28 (q) # 0 ou seja N = Vg(q) # (M1, \2,0)
entdo existe funcao h:UCR? = R com x3 = h(x, x2) e assim
g(xa,x2, h(xi. %)) = ¢

grafico de h

superficie S



De forma analoga:

Se ag (q) # 0 ouseja N =Vg(q) # (A1,0, \2) entdo existe fungdo
h:UCR? = R comx, = h(xz, x1) e assim g(x1, h(x3,x1),x3) = ¢

Se 8g (q) # 0 ouseja N =Vg(q) # (0,1, A\2) entdo existe fungdo
h:UCR?> — Rcomx; = h(xz,x3) e assim g(h(x2, x3),x2,X3) = €

Prob: Suponha que 3 ( ) # 0 e g(x1, h(x3,x1),x3) = c. Calcule
dh



Teorema da func¢do implicita: caso geral

Teorema 3

Seja G : U C R™tk — Rk aplicacdo de classe C! tal que

M = {x € R™¥| G(x) = c} é regular i.e., DG(x) é sobrejetora
Vx € M. Em outras palavras, os gradientes dos vinculos g; sdo
linearmente independentes. Entdo M é grafico local. Em outras
palavras, para cada q € M, existe vizinhanca B.(q) tal que

M N B.(q) é gréfico de uma aplicacio H : U C R™ — Rk,

Exemplo 4

Seja G : R® — R?, definido como G(x) = (g1(x), g2(x)) onde
g1(x) = x{ + x5 + x5 e go(x) = x3. Note que C = G71(1,0) é
intersecdo de g, (1) e g, '(0) e que Ny = Vgi(x) e Ny = Vga(x)
sdo L.l para x € C.
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Comentarios (bordo de uma superficie com bordo):

Sejam S; = {x € R3| gj(x) = ¢;} superficies regulares (i = 1 ou
i=2)eC=5 NS5, curva onde Vgi(x) e Vgo(x) sdo linearmente
independentes para x € C. Entdo C é bordo da superficie com
bordo S =5 N {X e R3 |g2(X) > Cz}

Figura: gi(x) =2 + X2 + 52, @2(x)=x3, =1, =0



Plano tangente a superficie de nivel

Seja S = {x € U € R3|g(x) = c} uma superficie regular (i.e.,
Vg(x) #0Vx € S) onde g: U C R® — R funcdo de classe C'.
Dado g = (g1, 92, g3) € S definimos plano tangente no ponto ¢
(denotado por ) como o plano definido pela equagéo

Og 8

E (@00 — @)+ 55 (@) — @)+ 55 (a)a — ) =0




Prob Determine o plano tangente ao toro

S={xeR® (\/x?+x3 —3)?+ x = 1} passando pelo ponto

77 2
9= (55220,
Figura: $0a — 1) + 2 (x0 — 23) + V3(xs — 22) = 0 & a equagdo do

plano tangente ao toro S



Obs: O plano tangente associado ao grafico de funcio
f: U C R? = R pode ser visto como o plano tangente a uma
superficie de nivel associada a uma funcdo g: V C R3 — R.

De fato, defina g(x1, x2,x3) = x3 — f(x1,x2). Note que
S =g 1(0) = {x € R3|g(x) = 0} & grafico de f. Ent3o para
q= (PlaP2, f(PlaPZ)) S 5 temos:
of of
\Y =(——— —_ 1
g(q) ( aXl (P17P2)a 8X2 (P17P2)7 )
e assim o plano tangente de S é:

I (p)a — 1) — S (p)a — p2) + (35— F(p)) = 0
X1 X5



Proposicdo 5 (interpretacdo geométrica)

Dado uma superficie regular S. As afirmacées a seguir sdo
equivalentes:

(a) existe uma curva diferencidvel o : (—e,e) — S com o/(0) = vg;
(b) vq €




Dem: Suponha que (a) seja verdadeiro. Entdo temos g(a(t)) = c.
Assim pela regra da cadeia 0 = (Vg(q),/(0)) = (Vg(q), vq) e

assim v4 € ou seja (b) foi atendido.

Suponha que (b) seja verdadeiro, i.e, v € , e,

g

(a) + v (a) + &

0x3

og

Ot (q)=0

ig

Se gi( ) # 0 existe h: U C R* — R tal que g(x1, X2, h(x)) = c.

Defina 3 : (—¢,€) — R? como B(t) = (g1, q2) + t(vi, v) e
a(t) = (Bi(t), B2(t), h(B(t))). Assim g(a(t)) = c (i.e, a C S).

Derivando em t = 0 temos:

og

0 = (Ve().2'(0)) = 25 () + w55 (q) + a3(0) 5

(9)

As duas eq. garantem que ag(O)g—i(q) = V3g—)f’;(q), logo

a5(0) = v3. Assim &/(0) = vqg e & C S, ou seja (a) é verdadeira.



Comentarios (espaco tangente) Sejam G : U C R™tk — R de
classe Cl e M = {x € R™k| G(x) = ¢} um conjunto regular, i.e.,
DG(x) é sobrejetor para todo x € M. Em outras palavras Vgj(x)
sdo L.l para todo x € M. Entdo o espaco tangente é definido
como T¢M = kerDG(q) ou seja

vg € TqM sse (vq,Vgi(q)) =0 Vi

A interpretacdo geométrica continua a mesma, ou seja vqg € T,M
sse existe uma curva o : (—¢,€) — M com o/(0) = vg.



Revisdo: multiplicadores de Lagrange (baby version)

No Guia 3, aceitando o teorema da funcdo implicita vimos o
seguinte resultado:

Proposicdo 6

Sejam g : U C R? — R funcio diferenciavel,

C =g '(c)={x e U|g(x) = c} a curva de nivel associada e

u: U c R?2 = R funcdo diferencidvel com dominio U contendo U.
Suponha que:

(a) Vg(x) #(0,0) Vx € C;
(b) u|lc (fungdo restrita a C) tenha maximo ou minimo em um
ponto p € C;

Entdo: Vu(p) é perpendicular a C em p.

Vu(p) = AVg(p)
c = g(p)



Exemplo 7
Dado u(xi,x2) = x1 + x2 € f(x1,x2) = X12 —|—x22 Obtenha os pontos
de maximo e minimo de u|c onde C = {x € R?|x? + x5 = 1}.

Como C é fechado e limitado existe de fato valor maximo e
minimo. Se p € maximo ou minimo temos:

(L1)=Vu(p) = AVF(p) = A(2p1,2p2)
1 = pi+p3

Obs que p; # 0. Isto e a primeira eq. implicam que p, = p1, o qual
substitutido na segunda eq. permite concluir que as solucées do
sistema sdo p = (%, %) ep= (—%,—%)

Como u(p) = -2 () = —-2, concluimos que p & o ponto onde

“=eu
V2 V2
u assume o maior valor e p o ponto onde u assume menor valor.



wﬂ/

X2+ y?=1
v1
/ |

Flgura Dado u(x1,x2) = x1 + x2 e f(x1, %) = x2 + x3
= (7 %) AV (\f \/) = \v, isto ndo acontece por ex no
ponto (1,0).



Exemplo 8 (Cobb-Douglas e orcamento de 2 produtos )

Considere o vinculo C = {x € R?|2x; + xp = w|x; > 0} onde w &
um valor fixo (orcamento). Considere a fungdo Cobb-Douglas
11

u(x) = x{ x2 . Determine o maximo de u|c.

Se s = (s1,52) € ponto de maximo, ele deve antender:

-

111 11
(7512522,%52 si)=Vu(s) = AVf(s)=A(2,1)

N[

N

w = 251+ s

B[
NS
N—r

Resposta: s(w) = (



Comentarios (shadow prices): No caso bem particular de
Cobb Douglas temos a existéncia de um (nico maximo s(w) para
cada vinculo C,, = g~ *(w), o que nos d4 uma curva diferenciavel
w — s(w) € Cy,. Em particular g o s(w) = w Por ser maximo
temos: Vu(s(w)) = AM(w)Vg(s(w)) Assim, ao multiplicar ambos
os lados por s’(w) concluimos:

%uos(w) = <Vu



2x+y=2

\ X+y=3 . ‘ 2x+yd5
y=9/8x \

2x+y=1 3.5

\
15 e 05 o0 0\ ?\ 1\ 2 25 3 35 4

Figura: curvas de maximos no caso particular de v sendo Cobb
Douglas e varios vinculos dado por orcamentos. Lembre que em
problemas gerais de multiplicadores de Lagrange n3o precisa existir uma
curva bem definida w — s(w)



Multiplicadores de Lagrange: 1 vinculo em R3

Proposi¢ado 9

Sejam g : U C R® — R funcio diferenciavel,

S =g 1(c) = {x € U|g(x) = c} superficie de nivel regular
associada (i.e., Vg(x) # (0,0,0) Vx€ S)eu: UCR® - R
funcao diferencidvel com dominio U contendo U. Suponha que:
u|s (funcdo restrita a S) tenha maximo ou minimo em um
ponto q € S; Entdo Vu(q) é perpendiculara S emq € S, ie.,

Vu(q) = AVg(q)
c = g(q)

Obs: Neste tipo de problema, a funcdo g é usualmente chamada
de vinculo.



Dem: Pela defini¢cdo do plano tangente temos que Vg(q) é
ortogonal 7,5 ou seja:

(Vg(q),wg) =0, Vwg € TqS (1)

Pela interpretacdo geométrica do plano tangente, para cada

vy € T4S existe uma curva o (—e,¢) CR — S C R® com

a/(0) = vg. Visto que u|s (fun¢do restrita a S) tem maximo ou
minimo em g € S, temos que a fungdo h(t) = u(a(t)) tem
maximo ou minimo interior em t = 0, i.e., /'(0) = 0. Assim, pela
regra da cadeia, 0 = h'(0) = (Vu(q), ' (0)) = (Vu(q), vq) Como
isto pode ser feito para qualquer outro v, € T4S concluimos:

(Vu(q),wg) =0, Ywg € TS (2)
ou seja Vu(p) é ortogonal a TS Equacgdes (1) e (2) implicam que
Vu(q) = AVg(q)

0 que termina a demonstrac3o.



Exemplo 10 (Cobb-Douglas e orcamento para 3 produtos)
Seja {S = x € R®|6x3 +3x0 + 2x3 = 6, x; > 0} a superficie que
representa um vinculo orcamentario de 3 produtos. Considere a
funcdo utilidade u(x) = Ix1xox3 Determine o ponto g € S onde
u|s assume maior valor e determine tal valor.

Resolvendo o sistema dado por multiplicador de Langrange:

1 _2 1 1 2 1 1 2
(§X1 3X23X33,§X2 3X13X3v3’<3 X2X1) = A(6,3,2)

6 = 6x1+3x+2x3
temos que ¢ = (3.3.1) e u(q) = \3@. Visto que S (fecho de S) é

fechado e limitado e que o méaximo ndo acontece no bordo 0S5
(onde u é zero) g tem que ser de fato o ponto de maximo.



Figura: superficie de nivel u‘l(i/g) (associada a fungdo utilidade v)
tangente ao vinculo orcamentério S no ponto de maximo g, e o vetor
N =Vg(q).



Prob: Determine o volume do maior paralelepipedo de faces
paralelas aos planos coordenados que pode ser inscrito em
S={xeR3|9x? +36x3 + 4x3 = 36}

Resposta: % = f(2\f, ‘3[, V/3) onde f(x) = 8x1x0x3
representa a funcdo volume e x1, x», x3 > 0 representam as
coordenadas do vertice do paralelepipipedo contido no primeiro
octante e tangentes a S.



Maltiplicadores de Langrange: 2 vinculos em R3

Proposicdo 11

Seja G : U C R?® — R? aplicacdo de classe C! e

C = {x € R®| G(x) = ¢} curva regular, i.e., DG(x) é sobrejetora
para todo x € C ou seja Vgi(x) e Vga(x) sdo L.l para x € C. Seja
u:UcC R =R de classe C* com U c U e suponha que u|c (u
restrita a C) tenha maximo ou minimo local em q € C. Entdo
Vu(q) é perpendicular a C em q € C, ie,

Vu(q) = MVegi(q) +X2Vaa(q)
g1(q)
o = £(q)

a

Obs: como usual g; sdo chamados vinculos.



Exemplo 12

Sejam u : R® — R funcdo definida como u(x) = 3x + x3 e

G : R3® — R? aplicacdo G(x) = (g1(x), g2(x)) onde

g1(x) = x2 + x2 e g2(x) = x3. Considere a curva espacial
C=G19,4)={x € R®|x? + x5 = 9,x3 = 4} Determine os
pontos onde u|c assume valor maximo e assume valor minimo, e
diga quais s3o tais valores.

Visto que C é compacta, existe valor maximo e minimo global.
Assim por multiplicador de Lagrange (2 vinculos) temos:

(0,%,1):VU(X) — A(2x1,2%,0) + 29(0,0,1)

2 2
— Xl +X2

— X3

Resolvendo Eq's acima temos que (0, —3,4) & pt de minimo global,
com valor £ e (0,3,4) é pt de maximo global, com valor 2.






Multiplicador de Lagrange: k-vinculos em R™**

Teorema 13

Sejam G : U c R™Tk — Rk aplicacdo de classe C' definida como
G(x) = (g1(x),- -, gu(x)) e M = [x € ™ G(x) = c} &
regular i.e., DG(x) é sobrejetora VYx € M. Em outras palavras,
{Vgi}_ | sdo linearmente independentes. Seja u : UcR™k 5 R
uma funcdo de classe C'. Suponha que existe g € M tal que u|y
tem valor maximo ou minimo local. Entdo Vu(q) é ortogonal a M
em ¢, ou seja:

k
Vu(q) = Y AiVail(q)
i=1

a = glq)

c = g&kl(q)



Comentarios: Matriz Hessiana orlada

Motivacio:

Sejam u : R® — R definida como u(x) = 3(A1x2 + Aox3 + A3x3),
S={xeR®|g(x)=x =c}, p=(c,0,0) e f = u|s. Desejamos
saber se p &€ ponto de maximo ou minimo local de f e a0 mesmo
tempo motivar a apresentacdo do critério da Hessiana orlada.

Facil ver que
> f(XQ,X3) %()\1C2 + /\2X22 -+ )\3X§)
» gradf(0,0) = (0,0)
» Hess(0,0) = {O /S] Assim pelo Guia 4, p € maximo local

defse dp <0,\3<0eé&minimose A\, >0,\3 >0



Fizemos uma conta intrinsica. Mas e se quisermos fazer uma conta
extrinsica, i.e., usando u? Primeira coisa notamos que

Vu(p) = (Mc,0,0) = AVg(p) = A(1,0,0)

Ou seja, por multiplicador de Lagrange, p é o candidato para ser

A 0 0
maximo ou minimo. Note também que Hessu(p) = [0 X 0
0 0 A3

e assim contém informagdo a mais (ndo precisamos saber sinal de
A1, se ele for positivo ou negativo ndo mudara o resultado).

Suponha que voce esteja ensinando um computador a se livrar da
informacdo adicional (i.e., A\;). Um bom truque & usar a seguinte
matriz orlada (colocando Vg(p) = (1,0,0) no bordo).



H; = Hessu = ! eH,=1|1 X\ O
0 0 X O 0 0 )
0 0 0 ) 2

Visto que det Hy = (—1))\; e det H3 = (—1)\2)3 concluimos que:

» Se det Hy < 0 e det H3 < 0, entdo p é minimo de f
()\2 > 0,3 > 0).

» Se det Hy > 0 e det H3 < 0, entdo p é maximo de f
()\2 <0,\3 < O).

O truque da matriz orlada parece ser bom no caso em que S é um
plano.



Matriz H e Teorema

Mas se S n3o for um plano? Se S tiver curvatura diferente de zero?
(vide comentario Guia 4). Para lidar com tal questdo no lugar de
usar Hess u(p) precisaremos em geral usar uma outra matriz
simétrica H, relacionada ao conceito hessiano intrinsico (o qual
vamos discutir dentro em breve).

Def: Sejam S = {x € R®| g(x) = c} superficie regulare p € S
é tal que Vu(p) = A\Vg(p), onde u e g sdo suaves. Definimos:

H = Hessu(p) — AHess g(p)

Antes de discutir mais sobre H vamos apresentar o Teorema desta
secdo que foi ilustrado pela nossa motivacio.




Teo Seja p € S com Vu(p) = AVg(p). Suponha que g—fl(p) #0

» Se det Hy < 0 e det H3 < 0 entdo p é minimo local de f.
» Se det Hy > 0 e det H3 < 0 entdo p é maximo local de f.

onde
9 o 9
0 52 72 55(p)

_ _ H H H
Hy—F = a,;( 11 12 13
S£(p)  Han Hoo
(p) Ha H3 H33



Ingredientes da prova:

Seja S = {x € R3|g(x) = c} superficie regular. Uma vez abordado
o teorema, iremos investigar alguns conceitos do calculo intrinsico
em S e ingredientes da prova do Teorema (vide Prop 3 ¢ 4).

Em particular, vamos comentar:
a) gradiente Riemanniano (intrinsico) de f : S — R,
b

reformulacio intrinsica de multiplicadores de Lagrange,

c) Derivada covariante de campos tangentes a S;

e) De volta a discussdo extrinsica

f
g

(

(b)

(c)

(d) o conceito de Hessiano Riemanniano (ou intrinsico)

(e)
) Matriz orlada

(8)

Observacdes finais



(a) Gradiente Riemanniano (ou intrinsico) de f : S — R

Lembremos que sendo v : R™ — R & diferenciavel,
dup,X = (Vu(p), X), VX € T,R™

Agora se a mesma funcio fica restrita a S, ou seja se f = us
entdo podemos definir o campo gradiente Riemanniano
grad f(p) como o campo tangente a S que atende:

dfp X = (grad f(p), X), VX € T,S

Em particular grad f(p) é a parte tangente de Vu(p), ou seja:

grad f(p) = Vu(p) — (Vu(p), |Vg(p§\\>u§§83u




(b) Reformulacdo intrinsica de multiplicadores de Lagrange

Visto que grad f(p) é a parte tangente de Vu(p) podemos
reformular multiplicadores de Lagrange como:

Prop 1: Se f : S — R tem ponto de maximo ou minimo local
p € S entdo grad f(p) =0



(c) Derivada covariante de campos tangentes a S

Inspirado na discuss&o do grad f(p) podemos nos perguntar: Dados
campos XeY tangentes a S como derivar X na direcio de Y de
forma que o resultado continue tangente a S?7 Afinal mesmo os 2
campos sendo tangente, (D)?)\7 pode ndo ser tangente a S. A
solucdo sera considerar a parte tangente de (DX)Y

Definimos ent3o a nova derivada como:

= = iy Vg(p) ) Vg(p)
Vel Ve(p)ll




(d) Conceito de Hessiano Riemanniano (ou intrinsico)

Uma vez que sabemos derivar campos X tangentes a S, podemos
derivar o grad f, definindo o conceito do Hessiano intrinsico ou
Riemanniano #(p).

H(p)(X,Y) = (Vxgrad f,Y), X,Y € T,S

Prop 2: Seja p € S, com grad f(p) = 0.
» Se H(p) é positivo definido (i.e., tenha auto-valores positivo).
entdo p € S é ponto de minimo local.
» Se H(p) é negativo definido (i.e., tenha auto-valores
negativos). entdo p € S é ponto de maximo local.



(e) De volta a discussdo extrinsica
Usando a definicdo de 7 concluimos que VX, Y € T,S

Vu Vg
P),
wal P el

H(p)(X. Y) = Hessu(p)(X, ¥)~( (p))Hess g(X. )

No caso em que Vu(p) = AVg(p), notamos que
H|1,sx 1,5 = H(p)

Assim podemos reformular a Prop 2 da seguinte maneira:

Prop 3 Seja p € S tal que Vu(p) = AVg(p).
» Se H|1,s5xT,5 € positivo definido, entdo p € S é ponto de
minimo local.

» Se H|7,5xT,5 & negativo definido entdo p € S € ponto de
méaximo local.



(f) Prop 4: Seja A matriz simétrica e suponha que existe um
plano V tal que a aplicacdo bilinear associada a A restritaa V x V
seja também simétrica. Ou seja existe aplicacdo simétrica

H:V — Vtal que YIAX = Y'HX para todo X, Y € V. Vamos
também supor que H n3o seja degenerado. Seja w vetor normal a
V' . Suponha que wy # 0.

(a) Se det Ay < 0 e det A3 < 0 entdo y Ax|y v é positivo
definido.

(b) Se det Ay > 0 e det A3 < 0 entdo y'Ax|y«\ & negativo
definido.

0 w1 Wo w3

wi A A Az

wy A1 Az Ao

wy Azl Az Ass

p
I
|
I

0 7%} %]
Ay = w1 Air A
wo  Aor A



(g) Observacdes finais

Proposicées 3 e 4 implicam o Teorema.

Observamos também que as vezes H pode ser expresso com outra
notacdo. De fato, seja L : R3 x R — R funcdo defina

L(x,A) = u(x) — AM(g(x) — ¢). Entéo

VL(x,A) = (Vu(x) — AVg(x), g(x) = ¢)

Se Vu(p) = AVg(p) e entdo H coincide com a matriz 3 x 3
esquerda superior de Hess L(p, A).



