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Alerta: Este & apenas um guia resumido de parte das
transparéncias das aulas. Ele ndo substitui as aulas (onde existem
discussdes, resolucdes de exercicios, figuras, etc) e ndo substitui a
leitura da bibliografia recomendada. Figuras foram produzidas com
o GeoGebra http://www.geogebra.org

Motivacido: Estudar maximos e minimos de funcdes.
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Motivacdo de Célculo |

Em Calculo | vimos que dado f : (—¢,e) C R — R suave com
p € (—¢,€), se p era maximo ou minimo local interior entdo p
era ponto critico (i.e., f'(p) = 0).

Obs Porém a funcdo f(x) = x3 indicava que nem todo ponto
critico era ponto de maximo ou minimo local (de fato

f'(x) = 3x2, f’(0) = 0 e x = 0 ndo era nem maximo nem minimo).

Isto nos motivou a procurar critérios mais precisos.



se p € (—¢,€) & um ponto critico ( ) entéo:
1. se f"(p) > 0 entdo p & minimo local;

2. ”’(p) < 0 entdo p & maximo local;
A ideia da prova era o uso da férmula de Taylor i.e.,
1 " 2
f(x) = +5F(p)(x = p)" + R(x = p)
onde lim,_,, ﬁ =0

De fato: se f'(p) =0 e f”(p) > 0 entdo dividindo a Formula de
Taylor por (x — p)? temos:

f(x) — f(p) _1 1" R(x — p)
G 3 PV e

e assim f(x) > f(p) para x péximo a p (p € minimo local).

>0



I[remos aqui generalizar tais argumentos para funcdes
f:UCR™ =R

6
y=1/2 f{"(0)x*
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Figura: Neste exemplo de Calculo I, vemos o grafico de f(x) = 2x?
a qual tem ponto critico em p = 0, e assim com reta tangente
em p. Para x préximo a p a funcdo f é aproximada por

h(x) = 3f"(p)(x — p)* = 2



Maximos e minimos locais

Sejam U aberto e f : U C R™ — R func3o diferenciavel, dizemos
que p € U é ponto de minimo local (interior) se existe € > 0 tal
que Vx € Be(p) C U temos f(x) > f(p).

Figura: Dado f(x) = 2x2 + 2x2 — (x{ + 2x2x% + x3) p = (0,0) & ponto
de minimo local de f

Analogamente g € U é ponto de maximo local (interior) se existe
€ > 0 tal que Vx € B.(q) C U temos f(x) < f(q).



Proposicdo 1
Seja f : U C R™ — R diferencidvel com p € U sendo ponto de
minimo ou méximo local (interior). Entdo p é critico, i.e.,

Vf(p)=0.

Dem: Dado v, € T,R™ considere curva suave o : (—¢,€) — U tal
que /(0) = v,. Seja h=f oa. Como p € maximo ou minimo
local, entdo t = 0 € maximo ou minimo interior de h = f o «, logo

0= H'(0) = (V£(p),a/(0))

Como isto vale para todo v, = o/(0) concluimos que Vf(p) = 0.



Figura: Dado f(x) = —x? — x3 + 2 p = (0,0) & ponto de maximo interior
e assim ponto critico. Note que o vetor normal do plano tangente é

N = (—g—xfl(p), —g—)fz(p), 1) =(0,0,1) e assim o plano tangente é
paralelo ao plano {x3 = 0}



Obs: Se de um lado todo ponto de maximo ou minimo interior é
ponto critico, nem todo ponto critico & ponto de maximo ou
minimo local.

Assim, tal como em Calculo |, precisaremos de critérios mais finos
para classificar pontos criticos, i.e., determinar se eles so de
maximo, minimos ou sela.

Figura: f(x) = x? —x3 + 3, e p=(0,0) ndo é maximo nem minimo local



Matriz Hessiana e polinémio de Taylor de grau 2

Seja f : U C R™ — R uma funcdo de classe C2. Como vimos no
Guia Resumido 3, df( ) : R™ — R uma aplicagdo linear definida

como: df(p) = [8X1( p)-- axm(P)]

Deixando o p variar, temos uma aplicacdo df : U C R™ — R™.
Podemos entdo considerar a derivada da aplicacdo df ou seja a
derivada segunda de f, i.e., Hessf(p) = D(df)(p)

0% f 92f

dda)fl (p) Ox10x1 (p) T OxmOXx1 (p)
Hesstp)= | - |=| : ..
di(p) P f 92f

Ixm Ox10Xm (p) T OXmOXm (P)

A matriz m x m chamada matriz Hessiana de f.



Obs Seja f : U C R? — R de classe C2. Entdo

Hess f(p) = [ fl(p)] — [3)21}:)(1 (p) (952281;1 (p)]

8X2 (p) Dx10%2 (P) angz (P)
Problema 2
Determine o Hess f das f : R?> — R.
(a) fx1,x2) = 2x2 + 2x3
(b) f(x1,x2) = 72X1 —2x3
(c) f(x1,x2) = 2x2 — 2x2
(d) fxa,x2) =xx



Dado uma funcdo f : U C R™ — R de classe C3 chamamos

Py(x)

+ %(X — p)'Hessf(p)(x — p)

polindbmio de Taylor de grau 2 em torno de p

Obs: Seja f : U C R? — R de classe C2. Entdo

P2(X)

1

2

ba—p xe—p] [

9% f
0X10X1 (p)

D2 f
Ox10x2 p

D2 f .
0w (P)| X2 = P2

A (p)] [xl - pl}



1 o2f , O
EaX]_aXl (p)(Xl - Pl) + anaXl (p)(Xl - pl)(X2 - ,D2)
1 0*f

+ (P)(x2 — p2)?

2 Ox20x>

Obs Note que no Prob 2, P> em torno de p = (0, 0) coincide com
a prépia funcdo de f.

Ex : Seja f(x1,x) = 2x2 + 2x3 — (x{ + 2x¥x3 + x3) Considerando
p = 0 temos (pelo Prob 2) que Py(x) = 2x? + 2x3

Prob: Seja f(x1,x) = (2x1 — x2)(2x2 — x3). Determine o
polinémio de Taylor de ordem 2 em torno p = (3, —2).



Teorema 3 (Férmula de Taylor de ordem 2)
Seja f: U C R™ — R funcéo de classe C3. Entao:

f(x)

onde lim,_,, =

Ex: f(x) =
Considerando p =0

+
+

R(x—p) __
Trpl? =0

—{—2X12 + 2X22 —

(xf +2x03 + x3)



Seja f(x1,x2) = 2x2 + 2x2 — (x¢ + 2x?x2 + x3) Note que
p = (0,0) € um ponto de minimo e assim um ponto critico, i.e.,
Vf(p) =(0,0) Logo o plano tangente em p & {x3 = 0}.

Férmula de Taylor garante que, préximo a p = (0,0) o grafico
de f & aproximado por h(x) = 3(x — p)tHessf(p)(x — p)

Este exemplo sugere que, tal como em Calculo I, classificar
pontos criticos esteja relacionado com a compreensdo de

h(x) = 3(x — p)*Hess £(p)(x — p)

gréficodeh
sréficode f

gréficode f




Hessiano e o teorema espectral

Dado uma matriz A m x n, podemos definir uma nova matriz B
n x m como sendo a matriz transporta A’ ou seja b; é definido

1 2 - 1 3
como aj; Por exemplo se A = [3 4} entdo B = At = [2 4]
Uma matriz m x m A é chamada simétrica se A = At

Dado uma funcdo f : U C R™ — R de classe C2, temos que

0% f _ _O*f : : 4 cimatr
i:)xjax,-( ) = (-;)Xl.axj(p) Assim sendo a matriz Hess f(p) é simétrica.




Teorema 4 (Espectral)
Seja A uma matriz simétrica m X m. Entdo existe uma base
ortonormal {q;} de R™ (i.e., (gi,qj) =0sei#je|qi| =1) tal
que:
1. Agi = \iq; , i.e., q; é auto-vetor;
2. Q'AQ = A, onde Q é a matriz com colunas q; e \ é a matriz
diagonal de auto-valores \;.

Obs: Uma matriz Q cujas colunas formam uma base ortonormal, é
chamada matriz ortogonal, e a transformacio linear associada é um
movimento rigido, i.e., se R(x) = Qx entdo (Rx,Ry) = (x,y) e

assim || Qx| = ||x||-

Obs: Para demonstracdo vide Strang-Algebra Linear e aplicacdes




Comentérios: Calculo de auto-vetores Av = \v equivale a (A — Ald)v =0
e tal sistema tem solucdo n3o trivial se e somente se (A — Ald) n3o for
invertivel, ou seja se e somente se p(A) = det(A — Ald) = 0. Vejamos um

exemplo: A = {(1) (1)]

Passo 1: Encontre os auto-valores, i.e., resolva p(\) =0,
. _ 01 A Oy
O—p(/\)—det([1 0}{0 )J)—)\ -1
, i.e., )\1 = 1,)\2 =-1
Passo2: Encontre os auto-vetores,i.e, para cada )\; resolva o sistema
( 0 1| A0 ) x1| |0
1 0 0 A x| |0]"

Para A\; = 1 solucdo é (xa2, x2), para Ay = —1 solucdo é (—xa, x2). Assim
uma base ortonormal de auto-vetores é

{ql = (%7 %)7 Q= (_%7 %)}



Problema 5
, 0 1 22
SejamA:[l 0:|,[Q]: NG, ;a1 = (

)
2 2

G = (—%, ?) Q : R? = R? a aplicacdo linear Q(x) = [Q]x e

f:R? — R a fungdo f(x) = x'Ax = 2x1x0. Determine:

NS

foQ(y)="1(yiq1+ y292)



Figura: f o Q(y) = f(y1q1 + y292) = y2 — y2 ou seja o grafico da funcao
(ndo linear) f é uma rotacdo do grafico de f o Q (a qual é uma sela de
cavalo)



Critérios de classificacdo de pontos criticos

Teo: Seja f : U C R™ — R de classe C3. Suponha que p € U seja
ponto critico (i.e, ) e detHessf(p) # 0

(a) Se todos os auto-valores \; de Hessf(p) sdo positivos (i.e.,
Ai > 0), entdo p é minimo.

Figura: f(x) =xZ +x3 + 3



Teo: Seja f : U C R™ — R de classe C3. Suponha que p € U seja

ponto critico (i.e, ) e detHessf(p) # 0

(b) Se todos os auto-valores \; de Hessf(p) sdo negativos (i.e.,
Ai < 0), entdo p é maximo.

Figura: f(x) = —x2 — x2 + 2



Teo: Seja f : U C R™ — R de classe C3. Suponha que p € U seja
ponto critico (i.e, ) e detHessf(p) # 0

(c) Se parte dos auto-valores \; de Hess{(p) sdo positivos, e a
outra parte negativa, entdo p é sela.

2

Figura: f(x) =x2 — x3 + 3



Ideia da prova

Para simplificar a discussdo vamos supor f : U C R? — R,
p=(0,0), f(0,0) =0e 0 < A1 < Ay auto-valores.
Pela formula de Taylor temos:

Pelo teorema Espectral temos
QHess £(p) ()@ = |1 0
0 X

onde Q = [ql qz] € a matriz ortogonal cujas colunas sio
autovetores (ortonormais) g1, g2 de Hessf(p)(x) associados a A; e
Ao.

Definindo y; como x = y1q1 + y2qo, e substituindo nas duas
equacdes acima temos:



figr +y2@) = =g+ yaqe) Hesst(p) (yiqr + y22)

+

Y2

1 vl [qﬂ Hessf(p) [ 2] [n]

+

y Q" Hess f(p)Qy + R
A O
[Y1 J/2] [01 )\2] [ﬁ] + R

— 5(Alyf +oy?) +R

= NI === O

Dividindo por ||x||?> = ||y|*> temos:

f(x) 1 R
e TR A
Ix[12 2 X112

para x préximo a p = (0,0) ou seja p = (0,0) é minimo.



Entendido o fenémeno, podemos desenvolver um critério mais facil
de ser implementado (no qual ndo serd necessario calcular os
auto-valores explicitamente, mas apenas ter uma maneira de
detectar seus sinais).

Iremos explorar o caso particular de dimensdo dois.



Proposicdo 6
Seja f: U C R? = R de classe C3. Suponha que p € U seja ponto
critico (i.e, ) e detHessf(p) # 0

(a) Se detHessf(p) >0e azzgxl (p) > 0 entdo p é minimo.

(b) Se detHessf(p) >0e 83125)(1 (p) < 0 entdo p € maximo.

(c) Se detHessf(p) < 0 entdo p é sela.



Comentario (prova da proposicdo): A demonstracdo da proposi¢do segue como
caso particular do Teorema anterior e do Teorema critério positivo definido
comentado a seguir.

Porém também é possivel aplicar o Teorema anterior e o seguinte argumento
geométrico: suponha que hipétese (a) seja verificada. Como

det Hess f(0) = A1A2 > 0 temos A1 > 0, A2 > 0 ou A1 < 0, A2 < 0 Assim pela
demonstracdo do teorema anterior, o grafico S da fungdo h(x) = x"Hess f(0)x
é um paraboléide eliptico para cima (se A; > 0) ou para baixo se (/\ < 0).

Para decidir qual das opcdes observe que o grafico de h(x1,0) = x¢ a2 o (0)

descreve a parabola C =5nN{x =0}. Como esta parabola é para cima (pois
por hipétese 2 82 f.(0) > 0), o grafico de S é para cima. Logo A1 >0, 2 >0 e
pelo Teorema anterlor, 0 é ponto de minimo. Os outros itens se provam de
forma similar.




Comentario (critério positivo definido): A proposicdo anterior é
relacionada ao seguinte resultado de Algebra Linear.

Teorema 7
Considere uma matriz simétrica A. Entdo as seguintes afirmacdes

sdo equivalentes:
1. Os auto-valores de A sio todos positivos (i.e, A\j > 0);
2. x*Ax >0, Vx # 0 (A é positiva-definida);
3. det Ay > 0 para todas as submatrizes Ay a esquerda, i.e as
matrizes k x k definidas como (ax)jj = ajj para0 < i< k e
0<j<k

Por exemplo, se m =2 e A = Hess{(0), entdo A; = [dfgxl (0)] e
Az = Hesst(0), e assim re-obtemos as hipéteses do item (a) da

proposicdo anterior.

Obs: Para demonstracio vide Strang-Algebra Linear e aplicaces



Problema 8

Considere f : R? — R funcdo definida como

f(x1, %) = 2(2x1 — x?)(2x2 — x2). Determine e classifique os
pontos criticos.

Figura: temos (1,1) como ponto de maximo local, e os pontos
(0,0),(0,2),(2,0),(2,2) sdo pontos de sela



Comentério (curvatura): Quando temos f : U C R* — R fungdo de classe C3
onde (0,0) € U é ponto critico, temos que o do gréfico em
(0,0, 1(0,0)) é paralelo a {x3 = 0}. Neste caso,

K(q) = detHessf(0,0) = A1 A2 é chamada Curvatura de Gauss no ponto

g =(0,0,1(0,0)). Assim se K(q) > 0 o grafico de f & aproximado por uma
paraboloide eliptico e se K(g) < 0 & aproximado por um paraboloide
hiperbolico (sela de cavalo).

Mais geralmente, dado um grafico S qualquer e ¢ € S podemos, apés
movimento rigido, descreve-lo (pelo menos localmente) como um novo grafico
de uma fun¢do h em relacdo ao plano plano tangente T4S. Assim o conceito
de curvatura de Gauss (presente na area da matematica chamada Geometria
Diferencial) pode ser definido para qualquer ponto g € S bem como sua
interpretacdo geométrica.



Obs: Férmula de Talylor de ordem maior

Para facilitar a discussdo vamos nos limitar a um aberto U C R?.
Seja v = (v1, v») vetor em R?. Considerando o conjunto de todas
as funcdes de classe C* em U (denotada por CX(U)) podermos
criar uma aplicagdo linear T : CK(U) — C¥~1(U) definida como

af  of
T —
(F)=wvg  +vye

Denotaremos v -V = T e assim

0 0
VV—V18 +V287X2



Com esta notacdo

(v- V)(w- V) (p)

O%f (p) + O%f (p)
Ox10x1 PIT W Ox10x0 P
2f (p) + vow OPf (
Ox20x1 P 2 2(9X28X2 P
s (P) aoaa (P)] [w
[V]_ V2j| 812f 822f
Ox10x2 (P) 0x20x2 (p) w2
viHessf(p)w

viwg

vawi

Em particular vtHessf(p)v = 1(v - V)?f(p).



Teorema 9
Seja f: U C R? — R funcdo de classe CkT1, pc U ev = (x—p).
Entéo:

flv+p) = flp)+ (v -V)i(p)

+
\
<
<
%
Py
=

+ o+ o+ o+

R(v
[IvI*

Il
o

Onde lim,_9



Maximos e minimos absolutos

Em certos casos particulares é possivel até determinar maximos e
minimos absolutos. Para isto usaremos o seguinte resultado:

Teorema 10

Sejam f : U C R? — R uma funcdo continua e K C U um conjunto
fechado e limitado (ou seja fechado tal que K C Bg(0)). Entdo a
funcdo restrita f|x possui um valor maximo e um valor minimo.

Para os casos particulares que abordaremos neste momento K tera
interior ndo vazio e o bordo JK serad unido de curvas "bem
comportadas". Por exemplo K = {x € R? |g(x) < c} e

OK = {x € R?|g(x) = c} onde g : U C R? — R & continua.



O teorema entdo sugere o seguinte algoritmo:
Passo 1: Determinar pontos criticos no interior de K;
Passo 2: determinar candidatos a maximo ou minimos de f|yx (ex, via
parametrizacdes ou multiplicadores de Langrange)

Passo 3: comparar os candidatos determinados nos passos anteriores.

Obs: Lembre, estaremos lidando com problemas particulares,
onde o passo 1 e 2 sdo possiveis de serem calculados (ex, se eles
sdo finitos). Nestes casos particulares ndo serad necessario
classificar os pontos criticos (e calcular Hessf).

Ex: Seja f : R? — R definida como f(x) = 2x2 +x; + x5 —2 e
K = {x € R?|g(x) = x + x5 < 4}. Determine os valores de
maximos e minimos absolutos de f : K C R? — R.



Passo 1: A solugdo do problema V£ (x) = (0,0) para x no interior
de K é x = (—1%,0)

Passo 2: Para determinar candidatos a maximo ou minimos de

flok usaremos neste exemplo multiplicadores de Langrange.

(4x1 +1,2x) = VF(x) = AVg(x) = A(2x1,2x2)
4 = X12+x22

Cujas solucdes sdo: (2,0),(—2,0), (—%, @), (—%7 —%)
Passo 3: Avaliando f nos pontos obtidos nos Passos 1 e Passso 2

concluimos: —%/ = f(—7.0) & valor minimo absoluto, e
f(2,0) = 8 valor maximo absoluto.



( 1/4,0, 17/8)

Figura: Note que o ponto (2,0) & um ponto de maximo global no bordo e
ndo é critico.



