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1 Partel

1.1 Lista anterior

Recorde conteddo na Lista 1, Guias 3,2,1

2 Parte 2

2.1 Polinémio de Taylor

Problema 2.1. Seja f : Q2 C R? — R de classe C?. Escreva a férmula do
polinémio de Taylor de ordem 2 em torno de um ponto p € {2, em termos do
Hessiano e gradiente.

Problema 2.2. Seja f(z,y) = (2x — 2?)(2y — y*). Determine o Polindémio
de Taylor de ordem 2 em torno de (3, —2).

1



2.2 Pontos criticos

Problema 2.3. Seja f(x,y) = (2o — 2?)(2y — y?). Determine os pontos
criticos de f e classifique-os.

Problema 2.4. Determine e classifique os pontos criticos de f.

1) flz,y) =2*+y* + 2y + 4

2) f(z,y) =1+ 2zy —a® —y?

3) flwy)=zy—220—y

4) f(z,y) = exp(z) cos(y)

5) f(z,y) = wsen (y)

6) f(z,y) =3ay+y>— 322 —3y* +2

Problema 2.5. Seja f(z,y) = (2 — y* + 6y — 9) exp(y — 3)
a) Determine os pontos criticos.

b) Classifique os pontos criticos em pontos de sela, méximos e/ou minimos
locais.

Problema 2.6. Sejam x; e x5 as demanandas dos produto 1 e 2. Suponha
que os pregos dos produtos estejam relacionados com as demandas da seguinte
forma p; = 36 — 3z e py = 40 —bxy. Seja C' a fungao custo conjunto definida
como C' = % + 21179 + 322, Temos entao que o lucro é L = pyxy + poxy — C'.
Determine a quantidade e os pregos que maximizam (localmente) o lucro e
ache o lucro méximo (local).

Problema 2.7. Suponha que a funcao de producao seja dada por: 16z =
65 — 2(x — 5)* — 4(y — 4). Os precos unitdrios dos insumos z e y siao 8 e 4
respectivamente, e o preco unitario do produto acabado é 32. Temos entao
que o lucro é L = 32z — 8z — 4y. Determine o lucro méximo (local).



2.3 Respostas da Parte 2

Problema 2.1:

Py(z1,72) = f(p) +(Vf(p), (x1—p1, 72 — p2))
1 T1— D1 }

+ =|x1 — py xo — py|Hess
2[1 P1 T2 — pof f(p){xQ_pQ

onde

9% f ( 02 f
Hessf(p) := [ aalzaf ! 8812‘? 2 ]
0x2011 (p) 0x20x2 p

Problema 2.2:
Py(z,y) = 24+32(x—3)—18(y+2)+8(x—3)* —24(x—3) (y+2)+3(y +2)?

Problema 2.3:
(a) O conjunto dos pontos criticos é: {(0,0), (0,2), (1,1), (2,0), (2,2)}
(b) Pontos de sela: (0,0), (0,2) , (2,0)e (2,2) Ponto de maximo local:
(1,1).
Problema 2.4
1) Minimo local (0,0) e pontos de sela (v/2,—1) e (—v/2, —1)
2) Os pontos (z9, x¢) s@o maximos locais.
3) Ponto de sela (1,2).
4) Nenhum.
5) Pontos de sela (0, n7) para n inteiro.
6) Maximo local (0,0), minimo local (0, 2) e pontos de sela (1,1) e (—1,1).

Problema 2.5



a) (0,3), (0,1).
b) (0,3) é ponto de sela; (0,1) é ponto de minimo local.
Problema 2.6

1 =4, x0 =2, py = 24, ps = 30 e lucro maximo é 112.

Problema 2.7
r=4,y= 14—5 e lucro méaximo ¢ 39.



3 Parte 3

3.1 VII Maximos e minimos absolutos

Problema 3.1. Seja f(r,y) = 22°+z+1y*—2 Determine os valores maximos
e minimos da funcdo f na regiao D = {(x,y) € R?/2* + y? < 4}.

Problema 3.2. Determine os pontos criticos e valores maximos e minimos
absolutos de f no conjunto D.

1) f(z,y) = 5—3x + 4y, D é a regiao triangular fechada com vértices
(0,0), (4,0) ¢ (4,5)

2) flz,y)=2*+y* +2y+4, D={(z,y) e R?¥||z| < 1,]y| <1}

3) f(z,y) =1+zy—2z —y, D éaregiao limitada pela parabola y = z? e
areta y = 4.

4) F(z,y) =22 +y*, D ={(z,y) e R*|2® +¢y* < 1}

Problema 3.3. Determine os pontos criticos e valores maximos e minimos
absolutos de f(z,y) = 2% + y* + 2z + 1 no conjunto D = {(z,y) € R*|(z —
1/2)? +y* < 4}

3.2 Respostas da parte 3

Problema 3.1

Verificamos que (—1/4,0) é ponto de minimo absoluto e o valor minimo
é f(—1/4,0) = —17/8. O ponto de maximo global por sua vez é (2,0) e o
valor mdximo é 8.

Problema 3.2
1) Valor minimo —7 = f(4,0), valor méximo 13 = f(4,5).
2) Valor méximo 7 = f(1,1) = f(—1, 1),valor minimo 4 = f(0,0).

3) Valor méximo 3 = f(2,4),valor minimo —9 = f(—2,4)

5



4) Valor méximo 2 = f(1,0), valor minimo —2 = f(—1,0).

Problema 3.3:
O ponto critico é (—1,0). O valor méximo é 49/4 = f(5/2,0) e o valor
minimo é 0 = f(—1,0).



4 Parte 4:

4.1 VIII- Plano tangente e o teorema da fungao implicita

Problema 4.1 (*). Enuncie o teorema da fungao implicita para uma fungao
g:R? = R.

Problema 4.2 (*). Enuncie o teorema da funcao implicita para uma funcao
g: R —=R.

Problema 4.3. Determine a equacao do plano tangente a superficie S no
ponto p.

(1) S={(z,y,2) e R3a? +2¢y*> + 32> =21} e p = (4,—1,1).
(2) S={(x,y,2) e R®|z? +¢y* — 2% — 2y + 4wz =4} e p=(1,0,1).
(3) 5= {(r.1,2) € Rz + 1 = wexp(y) cos(=)} e p = (1,0,0).

Problema 4.4. Seja S = {(z,y,2) € R3|(y/22 +y? — 3)* + 22 = 1}.

(1) Esboce a superficie regular S.

2) Seja p = (3(3 + V2 ,ﬁ 34 L2 ,ﬁ . Determine a equacao do plano
2 2 /172 2 /172
tangente a S no ponto p.

Problema 4.5 (*). Dé uma interpretacao geométrica do plano tangente a
uma superficie regular.

Problema 4.6 (*). Determine as equagoes paramétricas da reta tangente a
curva formada pela interseccao do paraboldide z = 22 + y? com o elipsoide
422 + y* + 22 = 9 no ponto (—1,1,2).

Problema 4.7 (*). Determine a reta tangente a intersecgao do cilindro x3 +
x5 = 2 com o grafico da fungao h(xy, ;) = 23 + 23 + 2 no ponto (1,1,4).
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4.2 Respostas da Parte 4

Problema4.1 (Teorema da fungao implicita em R?)

Seja g : Q C R? = R uma funcdo de classe C. Suponha que a curva de
nivel C = {(z,y) € R?|g(z,y) = ¢} € reqular (i.e., o vetor gradiente nao se
anula ao longo de C.) Entao para todo p € C' existe um € > 0 tal que uma
das afirmacoes abaizo € verdadeira:

(a) Be(p) NC = {(z,y) € R?|y = h(z),z € I}
(b) B(p) NC = {(z,y) € R?|x = h(y),y € I}

Além disto, a fun¢ao h ¢ de classe C' e o Item (a) acontece se ( )#O0e
o Item (b) acontece se ( ) # 0.

Problema 4.2 (Teorema da fungao implicita em R?)

Seja g : 2 C R? — R uma funcdo de classe C'. Suponha que a superficie
de nivel S = {(z,y,2) € R¥|g(z,y,z) = c} € regular (i.e., o vetor gradiente
nao se anula ao longo de S.) Entdao para todo p € S existe um € > 0 tal que
uma das afirmacoes abaizo é verdadeira:

(a) Be(p) NS ={(z,y,2) € R?|z = h(z,y), (z,y) € D}
(b) Be(p) NS = {(2,y,2) € R?|x = h(y,2), (y,2) € D}
(c) B(p) NS ={(2,y,2) € R’|y = h(z,2), (z,2) € D}
) #0 e

Além disto, a fungdo h é de classe C' e o Item (a) acontece se 8—9(
o Item (b) acontece se g (p) # 0 € o Item (c) acontece se 52 9 (p) # 0

Problema 4.3
1) 4o — 2y + 3z =21
2)3x—y+z=4

) x+y—z=1

Problema 4.4

(1) S é um toro.



(2) Flo = 33+9) + L~ FE+P) + V2 ) =0

Problemad4.5 (Interpretacao geométrica do plano tangente)
Sejam g : Q C R3 — R uma fungdo C' e c € g(Q). Seja S = {(z,y,2) €
R3/g(z,y,z) = ¢} a superficie de nivel associada ao valor c. Suponha que
grad g(x) € diferente de zero para todo x € S.

a) Seja B: 1 — R3 uma curva parametrizada C* tal que sua imagem estd
contida em S e $(0) = p. Entdo o vetor velocidade de [ estd contido
no plano tangente T,S da superficie de nivel S no ponto p.

b) Seja T,S o plano tangente a um ponto p € S ev € T,S. Entdo existe
uma curva (3 de classe C' cuja a imagem esta contida em S e tal que
o vetor velocidade B (0) = v.

Problema 4.6
a(t) = (=1—-10t,1 — 16t,2 — 12t)

Problemad.7
5(8) = (17 17 4) + 8(17 _17 0)



5 Parte 5

5.1 IX- Multiplicadores de Lagrange

Problema 5.1. Utilize os multiplicadores de Lagrange para determinar os
valores maximos e minimos da fungao sujeita a(s) restricao(oes) dada(s).

a) f(z,y,2) =2z + 6y + 102; S = {(z,y,2) € R*|g(x,y,2) = 35} onde
9(wy,2) = 2® +y* +2°.

b) f(z,y,2) = xyz; S ={(z,y,2) € R®|g(z,y,2) = 6} onde g(z,y,2) =
2?2 + 2y + 322

¢) flz,y,2) = +y + 2% S = {(z,y,2) € R*g(x,y,2z) = 1} onde
g(x,y, z )—:L' + oyt 24

d) f(z,y,2) =x+2y; C={(2,y,2) e R|gi(x,y,2) =1, 92(x,y,2) = 4}
Ondegl(xaya )—$+y+2, gz(l’,y,Z):y2+Zz.

e) flz,y,2) =yz+ay; C={(z,y,2) € R¥q(z,y,2) =1,92(z,y,2) = 1}
onde 91(I7y, Z) = ZL’y7 gg(l',y72> = y2 + ZQ'

f) f(:v,y,z) = 3x—y—3z; C= {(l‘,y,Z) € R3|gl('x>y7 Z) = 0792<x7y7 Z) =
1} onde gl(.’lf,y,2> =r+y-—z gQ(x7y7 Z) = a? + 222

Problema 5.2. Sejam S = {(z,y,2) € R3|@+y2+22 =1}e f(z,y,2) =
(x =12 +y* + 2

a) Determine a equagao do plano tangente a superficie S no ponto (3, %, %)

b) Determine o valor méximo e o valor minimo da fungao f restrita a
superficie S e os pontos onde f assume tais valores.

Problema 5.3. Seja U(z,y,z) = zyz a fungdo utilidade onde z,y, z repre-
sentam o numero de unidades das mercadorias A, B, C' consumidas mensal-
mente por uma pessoa. Sejam R$2,00, R$3,00 e R$4,00 os precos unitdrios
de A, B, C respectivamente. Suponha que as despesas para mercadorias se-
jam R$90,00. Quantas unidades de cada mercadoria de cada tipo devem ser
adiquiridas para maximizar a utilidade?
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Problema 5.4. Na teoria classica da demanda, o problema do consumidor
consiste em escolher uma cesta de maneira que ele obtenha o maximo de utili-
dade a sua restricao orcamentaria. Considerando dois bens 1 e 2 e denotando
por z1 e xo as respectivas quantidades demandadas desses bens, admita que
a funcao utilidade seja dada por:

DN ol

1
u(ry, x2) =xf - x

Se o preco do bem 1 é $30,00, o preco do bem 2 é $20,00, a renda do
consumidor é $100, 00 e esses bens sao desejaveis, a restricao orcamentéria é
entao dada por:

30 -z + 20 - 29 = 100

Determine a cesta 6tima para este consumidor.

Problema 5.5. O problema da firma consiste em minimizar os custos de
producao. Assim, se temos dois fatores de producgao digamos 1 e 2 com res-
pectivos precos $2, 00 e $5, 00, queremos encontrar a maneira mais barata de
produzir um nivel 10 de "output”. Se x; e x5 sao as respectivas quantidades
usadas dos dois fatores e a funcao de producao da firma ¢é dada por:

—
IS

flar,x2) = a7 - a3
o problema da firma consiste entao em minimizar
2-214+5- 29

de maneira que se obtenha o nivel

14
x{ -xy =10

Determine a quantidade étima a ser usada dos fatores 1 e 2.

5.2 Respostas da parte 5
Problema 5.1

a) Méximo f(1,3,5) = 70, minimo f(—1,—3,—5) = —70.
b) Méximo 2/+/3, minimo —2/v/3

11



¢) Maximo /3, minimo 1.

d) Maximo f(1,v/2, —v/2) = 14 2v/2, minimo f(1,—v/2,v/2) = 1 —2v/2.
e) Méximo 3/2, minimo 1/2.

f) Méximo 2v/6 = f(‘/Té, —‘/76, —‘/?6), minimo —2v/6 = f(—‘/Té, ‘/76, ¥9).
Problema 5.2

2) 2o —3) + 4y -2+1-2 =0

b) O valor méximo é 16 e ocorre no ponto (5,0,0). O valor minimo é 56/64
e ocorre na curva {(7/8,y, z) € R*|y* + 22 = 55/64}

Problema 5.3: z =15, y =10, e 2 = %

Problema 5.4:
A cesta Otima sera z; = % e Ty = %.

Problema 5.5: x; = 5v/625 e x5 = 8v/625.
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