Integral Dupla

Seja R C IR? definido por R = [a, b] x [c, d], e considere P, uma particdo de [a,b] e P, uma particao
de [¢, d]:

P:a=zo<t<.. <z 1 <ap<...<xz,.=0b
Pic=y<yp<..<y 1<y <...<ys=d

Os pontos da forma (zy,y;), 1 <k <r, 1 <j <s, determinam uma partigao P do retangulo R em
subretangulos Ry, ..., R;, ..., R,, sendo que cada retangulo é da forma R; = [z;_1,x;] X [yi_1, ]
(reenumerando os pontos de ambas as partigoes). Designando Ax; = x; — 2,1 ¢ Ay; = y; — Yi_1,
vale que a drea de cada retangulo R; é igual a A(R;) = Az;Ay;.

O diametro da particao P é definido como
AP = o maior dos comprimentos das diagonais dos retangulos Ry, ... R,,.
Seja R = [a,b] x [¢,d] e uma funcdo f: R— IR, z = f(z,y). Dizemos que f é integravel se existe

um numero real [ tal que

lim flai,y))Dri Dy =1
AP—>OZ-:21 ( )
isto é: para todo € > 0, existe § > 0 tal que, para qualquer particao P do retangulo R, se AP < §
entao | Y0, f(af, yf)Ax;Ay; — | < €, onde (zf,yf) € R;, V1 <i<n.

Neste caso, escrevemos [ = // f(z,y)dzdy, e temos, portanto,
R

//Rf@’y)dxdy = f},y))Axily;
i=1

Em particular, se f(x,y) >0,V (z,y) € R, a integral corresponderd ao volume do sélido limitado
pelo grafico da funcao f e op retangulo R.
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Suponhamos agora D C IR* um conjunto limitado e com &rea no plano. Entdo existe um retangulo
R = [a,b] X [¢,d] que contém D. Seja z = f(z,y), (z,y) € D, uma fun¢do. Para definir a integral
de f em D, consideramos a funcao f definida em R, de forma que f(z,y) seja igual a zero nos
pontos de R — D. Diremos que f é integravel (em D) se for integravel em R.



Algumas propriedades da integral dupla

Fixemos D C IR? um conjunto limitado e com &rea.
Propriedade 1: Se f: D—IR ¢é integravel entao f ¢é limitada.

Propriedade 2: Sejam f,g: D—IR duas funcgoes integraveis. Entao f + ¢ é integravel e

//D(f(x,y)+9(x,y))dxdy=//Df(x,y)dxdy+//Dg(x,y)dxdy

Propriedade 3: Se f: D— IR ¢é integravel e ¢ € R entao cf é integravel e
// cf(z,y)dzdy = C// f(z,y)dxdy
D D

Propriedade 4: Sejam f,g: D— IR duas fungdes integréveis. Se f(z,y) < g(z,y), V (z,y) € D
entao

//Df(x,y)da:dyg//Dg(;z:,y)dxdy

Propriedade 5: Se f: D— IR é integravel entao |f| também é integravel e

1 I S .y)dady] < [ [ [5G, y)ldady

Propriedade 6: Sejam Dy, Dy C IR? subconjuntos de D limitados e com &rea tais que
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D; N Dy tem area nula

Entao, dada f: D— IR, se f é integravel em D; e em D, entao f é integravel em D e
// f(z,y)dedy = // [z, y)dedy + // f(z,y)dedy
D Dy Do

Propriedade 7: Se D é compacto e f é continua entao f é integravel em D.



