42 Lista de exercicios — MAT0349

Entregar exercicio 2, itens (d), (e), (f), exercicio 5, item (a), exercicio 6, itens
(a), (b), (g), (h), e exercicio 7, itens (f) a (j).

Considere L a linguagem dos corpos e conjuntos numéricos. A saber, L é cons-
tituido pelas constantes 0 e 1, os simbolos funcionais + e - e o simbolo relacional
<.

Chamaremos de aziomas de corpo o seguinte conjunto de sentencas da linguagem

L:
1. 0 1;
2. Va(z +0 = z);
3. Va(z-1=ux);
4. Vavy(z +y =y +z);
5. VaVy(r -y =y );
6. VavyVz((z +y) + 2 =2+ (y + 2));
7YYy ((z - y) 2 =2 (y - 2));
8. Vady(z +y = 0);
9. Va((-(z =0)) = Fy(z -y =1));
10. VaVyVe(z - (y +2) = (x - y) + (z - 2)).

Os aziomas de corpo ordenado sao os axiomas de corpo adicionados dos seguintes
axiomas de ordem.

O1 VaVy(z <yVaz=yVy<zx);

02 VaVy(z <y = (=(z=y) A= (y < 2));

03 VaVyVz((zr <y ANy < z) = x < 2);

04 VaVy(0 <2z A0<y) > (0<z+yAN0<zx-y));

O5 VaVy((z+y=0A2 <0) = 0 <y).



1. Considere M o seguinte modelo para a linguagem L:

D ={1,2,3};
oM =1;
M =2

+M={(1,1,1),(1,2,2),(1,3,3),(2,1,2),(2,2,3),(2,3,1),(3,1,3),(3,2,1),(3,3,2) };
M=1(1,1,1),(1,2,1),(1,3,1),(2,1,1),(2,2,2),(2,3,3), (3,1,1),(3,2,3),(3,3,2) };
<M=1{(1,2),(1,3),(2,3)}.

(a) Mostre que M satisfaz todos os axiomas de corpo.

(b) Verifique se M satisfaz os axiomas de corpo ordenado.

2. Considere M o modelo do exercicio anterior e o uma valoragao tal que:

o(x)=1
a(y) =2
o(z)=3

Verifique quais das seguintes féormulas abaixo sao verdadeiras no modelo M me-
diante a atribui¢ao o (entenda t < s como abreviatura de (t < s) V (t = s)).

(@) Yy((y #0) = (y-z =y));

3. Mude o modelo dos exercicios 1 e 2 tomando, no lugar de +™, a seguinte funcao:
+M={(1,1,1),(1,2,1),(1,3,1),(2,1,2),(2,2,2),(2,3,2),(3,1,3),(3,2,3), (3, 3,3) }.

Verifique quais axiomas de corpo continuam valendo nesse novo modelo e quais
deixam de valer.

4. Seja I' o conjunto dos axiomas de corpo. Para cada sentenga A abaixo construa
um modelo (se existir) que satisfaca 'U{A} e outro (se existir) que satisfaga 'U{—A}.
Justifique.

(a) Fz(x-z=1+1);

(b) 3s3y((z # 0) A (y # 0) A (z -y = 0));
(c) 1+1=1.



5. Chamaremos de axiomas de dlgebras de Boole o seguinte conjunto de sentencas
da linguagem B, com as constantes 0 e 1, os simbolos funcionais binarios + e -, o
simbolo funcional undrio — e o simbolo relacional binario <.

B1 VaVyVz(z + (y + 2z) = (z + y) + 2); (associatividade)
Bl YaVyVz(z - (y-2) = (x - y) - 2;

B2 VaVy(z +y = y + z); (comutatividade)

B2 YaVy(z -y =1y - x);

B3 VaVy(z + (z - y) = z); (absorgao)

B3 VaVy(x - (x +y) = x);

B4 VaVyVz(z - (y + 2) = (z - y) + (x - 2)); (distributividade)
B4 VaVyVz(z 4+ (y-2) = (z+y) - (x + 2));

B5 Vz(z + (—z) = 1); (complementagao)

B5 Vz(z - (—x) =0).

Considere M um modelo para B definido da seguinte forma:

D = P(N) (o conjunto das partes dos niimeros naturais);
oM = ();
M =N;

M={(X)Y)eD?*: X CY},

M ={(X,Y,Z2)e D*: XUY = Z};

M=A(X)Y,2)e D*: XNY =Z};
M={(X)Y)eD?:Y =N~ X}.

(a) Prove que M satisfaz os axiomas de édlgebras de Boole.

(b) Verifique quais dos axiomas de corpo sao verdadeiros em M e quais nao sdo.

6. (Axiomas de Peano) Considere a linguagem da Aritmética de Peano com a cons-
tante 0, os simbolos funcionais binarios + e - e o simbolo funcional unario s (“sucessor
de”).

Considere dois modelos para a Aritmética de Peano. Definimos M; como o
modelo padrao dos numeros naturais. Isto é, o dominio é N, os simbolos 0, + e -
sao interpretados de maneira usual e s™!(n) = n + 1, para todo n € N. Ja M, sera
tomado como o mesmo modelo do exercicio 1, desconsiderando as interpretacoes de
1 e < e adicionando a interpretagao de s como:

sM2 = {(1,2),(2,3),(3,1)}.

Verifique, em cada um desses modelos, se cada uma das seguintes sentencas é
verdadeira ou nao.



(a) Va=(s(z) = 0);

(b) Vavy(s(z) = s(y) = = = y);
(c) Va=(s(z) = x);

(d) Vz(x +0 = z);

(e) Vavy(z + s(y) = s(z +y));
(f) Vz(x-0=0);

(8) Vavy(z-s(y) = (z-y) +a
(h) 5(0) + s(0) = s(s(0)).

7. (Formalizagao da légica proposicional na légica de primeira ordem). Seja Lp a
linguagem de primeira ordem formada pela constante T, simbolo funcional unario ~
e os simbolos funcionais binarios M, L, D e =. Considere M o seguinte modelo para
L p-

D ={0,1};
T™ = 1;

={(0,1),(1,0)};
™ = {(0,0,0),(0,1,0),(1,0,0), (1,1,1)};
UM = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1), (1,1,1)};
>M={(0,0,1),(0,1,1),(1,0,0), (1,1, 1)};
=M=1(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,1)}.

Verifique para quais valoragoes o cada uma das férmulas seguintes é verdadeira
no modelo M mediante a valoracao o.

(@) (z2y) = (zU(~ )

() 2N (~x) =Vy(y Dy).



