MATO0122 - Algebra Linear I
Lista 5
2023

1. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita n. mostre que:

(a) Tudo subconjunto LI de V que contém n vetores € uma base de V.

(b) Todo subconjunto gerador de V' que contém 7 vetores é uma base de V.
2. Determine uma base e a dimensdo de cada subespaco W do espago vetorial V.

@ V=RLYW={(x,yzt) eR | x+y+z+t=0e2x +y+2z+t=0};
b) V=REW=[(1,1,21),(-1,2,-2,1),(1,3,1,2),(1,1,1,1)];
© V=BR);W={p(X)|p(1) = p(-1) =0};

(d) V= M,(R); W o conjunto das matrizes trago nulo, isto é,

W ={A=(a;) | a11 +axn + -+ am = 0}.
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. Verifique que o conjunto B = {g¢1(t),¢2(t),g3(t)} C P(R), onde g1(t) = > +t+1,
g(t) =t —t —2eg3(t) = t — 1, 6 uma base de P»(IR). Determine as coordenadas do
vetor p(t) =t + 11t 4 3 em relagdo a base B.

4. Determine, se houver, uma base de R* contida no conjunto

s=1{(1,1,-1,1),(3,1,2,1),(5,3,0,3), (4,0,1,2),(1,2,1,3)}.

U1

. Estenda o conjunto S = {(1,-1,-1,3),(2,5,2, —6)} C R* a uma base de R*.

o)

. Determine uma base de M;(R) , formada por matrizes A, Aj, A3 e A4 que satisfazem
AZZ = A;paratodoi =1,2,3,4.

7. Seja V um espago vetorial e B = {v1, vy, ..., v, } umabase de V. Sejam ay, a3, - - -, a, € R
ndo todos nulos. Mostre que

W:{v:x101+x202+...xnvn | a1x1+a2x2+...+anxnzo},

é um subespacgo de V de dimensdo n — 1.
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. Sejam V = M, (R) . Sejam W o subespago de V constituido pelas matrizes simétricas
e U o subespaco de V constituido pelas matrizes anti-simétricas. Mostre que dimW =

n(n+1) e diml — n(n—1)
que V=WaoU.

. Exiba uma base de cada um dos subespagos. Mostre

\O

. Seja W o subespaco de R* gerado pelos vetores v1 = (—1,0,1,2),v2 = (3,4,—2,5) e
v3 = (1,4,0,9). Determine um sistema linear homogéneo tal que W é exatamente o
conjunto solugdo desse sistema.
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. Sejam cg,c1,---,cn € R com ¢; # cj se i # j. Paracadaj = 0,1,...,n, considere o
polindmio p;(t) € P,;(R) definido por
(t—co)(t—c1) - (t—cjm)(t —cjy) - - (t—cn)
¢cj—co)(cj—c1) - (¢j—cj-1)(cj—¢jt1) -+ (cj —cn)
(a) Observe que pj(c;) = O0sei # je pj(c;) = 1. Use esse fato para mostrar que
B = {po(t), p1(t), -, pn(t)} é LI (e portanto é uma base de P,(R).)
(b) Escreva um polindmio p(t) € P,(R) como combinagéo linear da base B.

p](t) :(

(c) Dados ag,ay,- - -,a, com a; # aj sei # jeby, by, --b, € R, mostre que existe um
polindmio p(t) € P,(R) tal que p(a;) = b; para todoi = 0,1,---n. (A férmula
obtida no item (c) chama-se Férmula de Interpolacao de Lagrange.)

. Use o exercicio anterior para determinar p(f) € P3(R) com p(0) =1,p(1) =2,p(2) =
3ep(3) =0.

. E possivel existir uma base de P5(R) tal que nenhum dos polindmios dessa base tenha
grau 2? Existe uma base de P5(IR) com todos os polindmios da base com grau igual a
5?

. Seja V um espago vetorial tal que dado n > 0 existe um subconjunto LI de V com n
vetores. Mostre que a dimensado de V néo é finta.

. No espaco vetorial R? considere os subespacos: U = {(x,y,z) | x =0},
V={(xyz)|y—2z2=0eW =[(1,1,0),(0,0,2)]. Determine uma base de cada um
dos subespacos: U, V,W,UNW, UNV,U+Vel+W.

Sejam U e W subespacos de dimensdo 5 de R”. Mostre que U NW # {0}.

. Seja V um espaco vetorial e sejam U e W subespagos de dimensao finita de V. Mostre
que dim(U + W) é finita e que

dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U NW).

. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita 7 e sejam U e W subespacos de V. Mostre
que as afirmagdes a seguir sdo equivalentes:
(@ V=UadW.
(b) Se B é uma base de U e C é uma base de W entao BN C = @ e BU C é uma base
de V.

(o) V=U+WedimU + dimW = n.

. Seja A € Myxn(R). Seja L; a i-ésima linha de A considerada como um vetor de R" e
seja C; a j-ésima coluna de A considerada como um vetor de R™. Mostre que

dim[L1, Ly, - - -, L] = dim[Cy,Co, - - -, Cy.

(DICA: Reduza a matriz A a forma escalonada. Quando se esta escalonando através
de operagdes elementares nas linhas, sdo feitas combinacdes lineares das linhas. Toda
linha ndo nula tem um pivo! As colunas LI sdo as que ddo origem a colunas com pivd
ap0s o escalonamento.)



