O TEOREMA DE GREEN

1. TEOREMA DE GREEN - CASO PARTICULAR

O Teorema de Green ¢ um dos resultados centrais no Calculo Integral
e estabelece um relagao entre integrais de linha de campos vetoriais e
integrais duplas.

Vamos enuncid-lo, inicialmente, em um caso especial

Teorema 1.1. (Teorema de Green - caso particular) Seja v
la,b] — R? uma curva fechada simples, lisa por partes, orientada

no sentido antihordrio e R seu interior. Se F(x,y) = P(z,y)i +
Q(z,y)7 é um campo de classe C' em um aberto contendo RUtr(7y),

entao
%Pdaz#—@dy:// (@_(9_?’) dxdy.
Y r\O0xr Oy

Observacao 1.2. A igualdade do teorema, escrita na forma veto-

rial fica:
§Fdr= [[ vaf k.
v R

Exemplo 1.3. Calcular a integral

f(Sx—y)dx%—(aH—By)dy

sobre a circunferéncia de raio 1, percorrida wma unica vez no sen-
tido horario.
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2. CONDICAO SUFICIENTE PARA INDEPENDENCIA DE CAMINHOS

Vimos que uma condigao necessaria para que um campo F(x,y) seja
conservativo no dominio D C R? é que seu rotacional se anule em
D. Porém, como também vimos, esta condicao nao é suficiente. O

campo F (x,y) = ijrny i+ xQ—T—yzj é irrotacional em D = R? — {0}, mas
sua integral sobre certas curvas fechadas (a circunferéncia de centro na
origem, por exemplo) nao é nula.

Observemos, entretanto que, nesse exemplo, o dominio D nao contém
a origem e, portanto, o interior R das circunferéncias com centro na

origem nao esta contido em D.

4 §
SPa

Vamos entao considerar uma classe especial de dominios nos quais
este problema nao ocorre.

Definicao 2.1. Dizemos que o domiio D C R? € simplesmente
conexo, se toda curva fechada simples com traco contido em D
tem sew interior contido em D

Observacao 2.2.

e Uma definicao alternativa (que vale também em R3) € que
toda curva continua vy pode ser contraida continuamente a
um ponto em D.

o Intuitivamente um dominio é simplesmente conexo quando
ele "ndao tem buracos”).
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Agora, se D é dominio simplesmente conexo e 7 : [a, b] — R? é uma

curva lisa fechada simples contida em D, e F (x,y) éirrotacional, segue
do Teorema de Green que:

j{ﬁ.d;:// rotF =0
vy R

Ou seja, temos agora

Proposicao 2.3. Se D C R? é dominio simplesmente conexo
entdo um campo de classe C' é conservativo se e somente se ele é
1rrotactonal.

temos entao o seguinte quadro resumido para um campo de classe C?
em D C R?

F(z,y) é conservativo < F(z,y) ¢ gradiente = F(x,y) ¢ irrotacional.

Além disso, se D for simplesmente conexo
F(x,y) é conservativo < F(x,y) é irrotacional .

Exemplo 2.4. (Ex 12 - Lista 3) Mostre que cada campo abaizo é
conservativo e calcule as integrais.

(a) /7x6y dz + 2" dy sendo y(t) = (t,e"" 1), onde t € [0,1]. Resp.

1

(b) /[ln(az +9%) — yldr + 2y In(z + y*) — 2] dy sendo v a curva
Y

(z —2)2 +y?> =1 com y > 0 orientada no sentido hordrio. Resp.
3In3 — 2.
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