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Vigas constituidas por dois ou mais materiais

Vigas constituidas por dois ou mais materiais sdo vigas compostas. Os engenheiros projetam

estas vigas de proposito, para desenvolver um meio mais eficiente de suportar cargas aplicadas.
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A formula de flexdo foi desenvolvida para viga formada apenas por um material
(homogéneo) nao podendo ser aplicada diretamente essa relacdo da flexdo pura na

determinacao da distribuicio de tensdes normais.




Entretanto, desenvolveremos um método para modificar a se¢ao transversal de modo a aplicar a

relacéo classica da flexao, usando o método da secao transformada.
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Considere uma viga formada por -
dois materiais “1” e “2”
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Admitindo que a sua sec¢do transversal (ST) permaneca plana,

o0, =E;. ¢ (material 1)
assim, as deformacdes variam de forma linear ao longo da ST. (Eq.1)

Pela lei de Hooke, sabe-se que: o, =FE,.€ (material 2)



Se E, > E, (aco e borracha), entao:

01 02 (]
—=—=o0g1=FE{—=>0{ >0

Assim, a maior parte da carga vai ser absolvida pelo material ““1” e a variacao na flexao fica

Indicado na figura 2.
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Observe 0 salto na tensdo que ocorre na juncao entre oS ‘

o o i _ borracha
materiais. A determinacao das tensdes em cada material pode

ser obtida usando varias técnicas, por exemplo, por um

processo Iterativo, devendo satisfazer as seguintes condicoes: dco

1) Atensao produz uma forca resultante nula na ST: (F, + F,) = 0;

11) O momento produzido na ST tem que ter resultante (M): (2.F,.y) = M.



Contudo, um modo mais simples de cumprir essas duas premissas é transformar a viga
composta em outra, feita apenas de um unico material, transformando um dos materiais em
outro equivalente ao material fixado.

Isso pode ser feito assumindo que a altura de cada regidao do material seja a mesma, mas

alterando-se a largura da regiao do material a ser modificada.

No exemplo da figura 1, suponha que queiramos fixar o material 1, que é mais rigido (E, >

E,), de forma que a area da regido do material 2 seja modificado para o material 1, mas que

mantenha a mesma resultante de forca do problema original, assim:



Transformar a secdo (4,) do material 2 em outra equivalente (4, ) em termos da

tensao do material 1

Pode-se manter a altura da secao e modificar a largura

Fz = ﬁz - 0'2.142 = O'l.A_Z — Ez.g. bz.hz = El.g.b_z. hz (qu)
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Secao homogénea transformada



Basta assim, modificar a largura da regiao do material “2”, de forma que fora transformado

para o material “1”.
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b,= by/n
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Com n = E—l denominado de fator de transformacéao.
2



Dessa forma, pode-se aplicar diretamente a formula da flexao:

(Eq.5) (material 1)

para o trecho do material fixo, no exemplo material “1”.
Para a regiao onde se tem o0 material “2”, as tensoOes sao calculadas a partir da equacao 5, mas
com 0 uso da equacao 2, deve ser corrigida, levando a:

1My
n i,

oy = (EQ.5) (material 2)



Resumo

1) Para uma secao de 2 materiais A e B. Fixe uma das secoes, por exemplo: A;
2) Calcule n = E,/Ej e transforme a largura da secao B: bg = bg/n;

3) Obtenha na nova se¢éo seu CG e |;

4) Para trechos do material A: o, = Y

] 1
Para trechos do material B: Op, = ~.

Obs.: Para o caso de “J” secOes de materiais diferentes, siga o resumo, mas se tera “j-1” n,,

onde n; = E,/E;, com k sendo a secao fixada e 1 as demais.



Exemplo: A estrutura de contencdo esta submetida a uma acdo de empuxo do solo, onde a distribuicédo € linear de valores que
variam de g, = 10 kN/m a g, = 30 kN/m, atuando na direcédo do eixo z, conforme figura 3.24. Sabe-se que a altura L e 5 m.
Determine as maximas tensdes normais de tracdo e compressao da estrutura. Desconsidere 0 peso proprio da estrutura.

Considere a se¢do transversal da figura. Adote: h = 1000 mm e d1 = 30 mm, d2 =90 mm, com d1 +d2 = b, E, .. 6,9 GPa e

Ealvenaria = 13’8 GPa.
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*Livro: Resisténcia do Materiais: Um guia pratico. Valerio S. Aimeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018



O maior momento fletor € na secdo junto ao engaste, o qual pode ser obtido por equilibrio,
dividindo o carregamento trapezoidal em um trecho retangular e outro triangular, de modo que

0 momento é dado por: M = 208,33 KN.m.
69

A secao transformada é homogeneizada para a argamassa, assim: n = 13g " 0,5

h :1(())£:2000 mm

alv

De modo que a largura da alvenaria fica alterada para:
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As caracteristicas geométricas da nova sec¢ao sao dadas por:

Yoo = 60,6429 cm . =21.63214 cm*
4._|, ycg -l--—
Assim, as tensoes nos pontos A e B na argamassa sao dadas por: | |
_ M.y _—20833.(=006429) _ ... s oo up ) |
AT T, T T 2163214108 D TR a (tragao) - | .
£ 8 EI+ T C —
=1 =
|
o, = M.y _ —20833.(-0,036429) _ 3508 MPa (tracdo) |

| 21.63214.10°°
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Secéo transformada
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Exemplo: Para a viga em balanco, determinar a carga maxima admissivel de cada peso do conjunto corrente/engrenagem (P)
que podem ser suportadas com seguranca pela viga, adotando a se¢do composta da figura. Adote: t = 30 mm, d = h = 300 mm,
E.. =210 GPa, E =80 GPa, 04, =240 MPa e 041 minio = 400 MPa. Adote L1 =12=2m.
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*Livro: Resisténcia do Materiais: Um guia pratico. Valerio S. Aimeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018
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A secdo transformada é homogeneizada para o aluminio, assim: n = 710 = 0,381. De modo que a largura da regido do aco
30

Sael 78,75 mm. As caracteristicas geométricas da nova sec¢do sao dadas por: y.c; = 134,48 mm
e I;cc = 355.294.396,5 mm*.

fica alterada para: ¢4, =

_ 300mm _
A T Assim, a tensdo maxima no aluminio é no ponto A:
ycg M.y 6P. (0,13448) _
B* = = <o, =400.10°> > P <176,1 kN
] %4 =TI, T 355.294396,5.10-12 ~ °t T
|
‘ e Verificando as tensdes no ponto B e C no aco:
| 6P.(0,10448) ! <o; =240.10° > P < 51,8 kN
= = . - ,
. B = 355.294.396,5.10-120,381 ¢ =
78,75 6P.(0,19552) 1 _ 2
EaEm—— Oc <o, =240.10°"->P < 27,7 kN

= —12
Secao transformada e seu centroide. 355.294.396,5.10 0,381

h

Aluminio +

Portanto: Pyuax = 27,7 kKN Ago




Exemplo: Para a viga em balanco, determinar a carga maxima admissivel de cada peso do conjunto
corrente/engrenagem (P) que podem ser suportadas com seguranca pela viga, adotando a secdo composta da figura.
Adote: b = 120 mm, hl = h3 = 50 mm, h2 = 400 mm, E,,, = 240 GPa, E 4, = 10 GPa, E, = 100 GPa,
Oaco =240 MPa, G.opre = 80 MPa € 0.44eirq = 8 MPa. Considere L1 =12=2m.
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Secéo retangular composta por trés materiais

*Livro: Resisténcia do Materiais: Um guia pratico. Valerio S. Aimeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018



~ £ - . 240 240
A secao transformada e homogeneizada para 0 ago, assiM: Ncopre/ago = Tg0 = 24 € Mmadeirajaco = 75

larguras das regibes do cobre e madeira ficam alteradas para: b.,pre = 50 mm € b qgeira = 5 mm. ASs caracteristicas
geométricas da nova secdo sdo dadas por: yoc = 325 mme I, = 399.687.500 mm?*.

= 24. De modo que as
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Assim, avaliar as tensdes nos pontos A, B,C e D da sec¢éo critica, ver figura:

M.y
04 = i 7 MNcobre/aco =
z
M.y
Op = I_nmadeira/a(;o
z
M.y
Oc = I_nmadeira/a(;o
z
M.y
Op =

6P.(0,325)
399.687.500.10~1

= /2,4 < Teopre = 80.10% - P < 39,3 kN

6P.(0,275) _ .
= 259687 500 1012 /24 < Tmadeira = 8.10° > P < 46,5 kN

6P.(0,125) _ .
= 259687 500 19=12 /2% = Tmadeira = 8.10° > P < 102,3 kN

6P. (0,175
( ) o = 240.103 > P <91,4 kN

I

<o
~ 399.687.500.10712 ~

Portanto: P, = 39,3 kN
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Uma barra obtida unindo-se duas pegas de ago (E,, = 203 GPa) e
latao (E;, = 105 GPa) tem a secao transversal mostrada na Fig.
4.27. Determine a tensao maxima no ago ¢ no latao quando a barra
estiver em flexao pura com um momento fletor M = 4,5 kN - m.

A secao transformada correspondente a uma barra equiva-
lente feita inteiramente de latao € mostrada na Fig. 4.28. Como

Eﬂl;‘r:.l 203 GPa
n= —

= = = 1,933
Eus 105 GPa

a largura da parte central de latdo, que substitui a parte de ago
original, € obtida multiplicando-se a largura original por 1,933,
temos

(19 mm)(1,933) = 36,7 mm

Note que essa variagao na dimensao ocorre em uma diregao para-
lela a linha neutra. O momento de inércia da secio transformada

19 mm

10 mm—‘-| ‘—*—‘ |*'—1[I mim

T6 mm

Aco
Latfio Latdo

em relagdo ao seu eixo que passa pelo centroide da secdo é
I =35bh = 5(0,567 m)(0,076 m)* = 2 X 10™° m*
e a distincia maxima da linha neutra € ¢ = 0,038 m. Usando a

Equacdo (4.15), encontramos a tensao maxima na segdo transfor-
mada:

Mc  (45kN + m)(0,038 m)
U = - =
" I 2% 107%m?*

= 85,5 MPa

O valor obtido também representa a tensio maxima na parte de
latao da barra composta original. No entanto, a tensio maxima
na parte de ago serd maior que o valor obtido para a segao trans-
formada, pois a drea da parte central deve ser reduzida pelo coefi-
ciente n = 1,933 quando retornamos da se¢ao transformada para
a original. Concluimos entdo que

(a0 )max = 83.5 MPa
(a0 )max = (1,933)(85.5 MPa) = 165.3 MPa

¢ =35 mm

S6 latio

|—-¢—56,"r’ mm—=

MECANICA DOS MATERIAIS. Ferdinand P. Beer / E. Russel Johnston, Jr. / John T. DeWolf / David F. Mazurek. QUINTA EDICAO

. 2011



10mm 10 mm
Aluminio —_ 10 mm
Latio — 40 mm
10 mm
~— 40 mm— r

Flg. P4.33

4.33 e 4.34 Uma barra com a secao transversal mostrada na figura foi cons-
truida unindo-se firmemente latao e aluminio. Usando os dados fornecidos abaixo,
determine o maior momento fletor admissivel quando a barra composta ¢ flexionada

em torno do eixo horizontal.

Aluminio Latao
Modulo de elasticidade 70 GPa 105 GPa
Tensao admissivel 100 MPa 160 MPa
5 mm 5 mm
32 mm - -
32 mm
t {
\‘ Aluminio \“L.attﬁn

Flg. P4.34

Resposta: (4.33) M = 2,22 kNm

MECANICA DOS MATERIAIS. Ferdinand P. Beer / E. Russel Johnston, Jr. / John T. DeWolf / David F. Mazurek. QUINTA EDICAO. 2011



