Estatisticas e parametros

, /%:EX
X="v.a. de r-’rfefésse" tem parametros como
T%=var(X)

Conjunto de elementos de interesse

Populacao

A analise estatistica dos dados amostrais vai envolver
calculos como:

Media amostral
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Exemplo 10.10. (continuacao) Para a populacao {1, 3, 5, 5, 7}, vamos construir os
histogramas das distribui¢ées de X paran =1, 2 e 3.

(1) Para n = 1, vemos que a distribuigao de X coincide com a distribui¢io de X, com
E(X) = EX) =4,2 e Var(X) = Var(X) = 4,16

S lerifizve.
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— var(X)
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(1) Para n = 2, baseados na Tabela 10.3, temoy'a distribuigao de X dada na Figura
10.4(b), com E(X) = 4,2 e Var(X) = 2,08.
(111) Finalmente, para n = 3, com 0s dados di Tabela 10.6, temos a distribuigcao de X na
Figura 10.4 (¢), com E(X) = 4,2 ¢ Var(X) = 1,39.
2—7 = \/'_Q/!/‘_C_S()
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Teorema Limite Central TLC) : (forma mais simples)

Sejam XJ. ,XZ, ceo Xn varidveis aleatorias independentes

e com a mesma distribui¢cdo, com EX‘ :/(/ e var(Xi) = (S"z

Eil tﬁo limite quando

n cresce para infinito
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Obs: Se cada uma das varidveis aleatorias )(I 'Xz, . >(u tiver distribuicdo

Normal, isto é, se

XL o /U(/A } 0‘7) parai=1,2, .., n, entdo é verdade que

;(_ ~ N(lu, 6% \) (exatamente) para todo n > 0.

Qual seria o caso no qual X“ "fosse o mais diferente possivel” de uma distribuicio

Normal? Talvez esta situagdo corresponda ao caso no qual

xc"" Bemoulll‘(P) quando /ufF e O‘Z-: P(t-—P)

PCXL-:'D> = l"P

Neste caso o TLC implica a Aproximag¢do Normal para a Binomial.

n
Neste caso X=2. X «~ Broomial (n P e entio

(=1

"i: K~ N(F, :P(___@'\”; ) pelo TLC.
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Exemplo 10.12. Suponha que p = 30% dos estudantes de uma escola sejam mulheres.
Colhemos uma AAS de n = 10 estudantes e calculamos p = propil'iﬁo de mulheres na

amostra. Qual a probabilidade de que p difira de p em menos de @
e )
—t

?

N\
Temos que essa ] ?-—F| L<g¢
probabilidade é dada por

P(|p — p| < 0,01 = P(-0,01 < p —p < 0,0D).



Mas, p —p ~ N(O, L—p) ) e como p = 0,3, temos que
n

Var(p) = (0, 3)(0, 7)/10 = 0,021,

e, portanto, a probabilidade pedida € igual a

~0.01 0,01
P( 2 < Z< > ) = P(-0,07 < Z < 0,07) = 0,056.
V0,021 Vv 0,021

Obs: O Teorema Limite Central envolve mostrar que a distribuicao

de probabilidade de >? - & converge (em algum sentido) para a
S

distribuicao Normal padrao N (O,1)

A demonstracao do TLC usa seguinte importante nocao:
Se X e' uma variavel aleatoria X qualquer, definimos sua

Funcao Geradora de Momentos, denotada por M s (f,)como:

MX(f)= €(Q%X)

O nome desta funcao vem da seguinte propriedade:

n _ n ‘! n-esimo
E(X ) = g.—é‘? MXGE) MOorevito
<=0 (cenhado)
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crenvadk Para =0



Exemplos: Se. X ™V Berrnov {{CP) 7 . |-
M) = 6(eP) = e P(x—s)+ 6" $(x-9)
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=> var(% ) =EXEX)= P(-p)

Se X~ Binn\p)
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Myty= €622 ()P

k=0

2 W
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Binomo de MNewion

Use este resultado para verificar que

S Keobinlhp) endo EX="p &€
Var(X)= np((~p)



Uma propriedade importante e facil de verificar e' que,

e X, X2i.-+ X, soo indeparchinfes  @utao

MX.+X2+—--.+><\A<£>= MX\(’O’ sz(—Q S MXV\H)

Exercicio: Verifique esta afirmacao para os dois exemplos acima,
usando que a binomial com parametros n e p pode ser escrita como
a soma de n Bernoullis, independentes, com parametro p.

A funcao geradora de momentos de uma variavel aleatoria

define univocamente sua distribuicao de probabilidade.

Ou seja, se X e Y sao duas variaveis aleatorias quaisquer com

Mx(’a = M}/('é> Pava +ado £ hum ‘vervalp Qo
redov- de. O

entao X e Y tem a mesma distribuicao de probabilidade.

Intuitivamente, este resuldado diz que "tudo que voce
quiser saber" sobre a distribuicao de probabilidade de uma
variavel aleatoria X qualquer esta' contida na expressao
da funcao geradora de momentos.



Exercicio: Calcule a funcao geradora de momentos da distribuicao

NC/L‘G;')

e verifique que, se }(lN f\)(/uI;O;Z) e X~ ’\)(/1230;2)

sao independentes  entao

= €
M Xl-f-— 5(2 (—6‘7 Mxl (.‘2:) sz- _& )
e'a funcao geratriz de momentos de uma normal

NC/I)”—V/L(Z', a %+ Gzz)

Pela propriedade acima, isto implica que a distribuicao de
probabilidade da soma de normais independentes tambem
tem distribuicao normal, como ja' haviamos indicado.

Vamos usar estas ideias para motivar nossa discussao da
distribuicao de probabilidade da

Nn-|

z A —\Z
variancia amostral 5 i Z (XL'— X >
(=t



Distribuicao de probabilidade da Variancia Amostral

n

Szz ] Z >(>
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Vamos comecar justificando a escolha de (n-1) no denominador.
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Ou seja, < e'uma variavel que "esta’ aoredorde { "
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"erra para menos”
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O que podemos dizer sobre a distribuicao de probabilidade de S 0?

Encontramos agora uma importante distribuicao: " Qui-quadrado”

Definicao: Sejam Z/ 1 22, e Zn V. a.i. i. d.com ZC‘N /\)CO;\>

4 2
e @\ = Z z .- Entao a distribuicao de probabilidade de Q ea

L-‘—’-'l

distribuicao Qui-quadrado com "n graus de liberdade"

Nolocgo: ~ 757 ov &’Uj(z(n)



9( = Jela &Uf (ou dm) do aL@BefD Areao

Esta distribuicao vai ser importante neste curso. Vamos trabalhar com ela
usando, como para a distribuicao Normal, tabelas ou resultados numericos de
softwares estatisticos.

Enquanto a distribuicao Normal tem dois parametros /A/ e 6_2
a distribuicao Qui-quadrado tem apenas um:

"n = numero de graus de liberdade"

Nao vai ter nenhuma importancia no nivel deste curso, mas sua funcao
densidade de probabilidade e' dada por:

onde, (1 & uma f@hqaﬁ C—goncéo gama> que
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( Sugestao: veja https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function )

Distribuicao Qui-quadrado com k graus de liberdade

fA(-T) Xf
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Tabela Qui-quadrado do livro Morettin e Bussab:

y = deky gyl‘@aa \% ( nu) (em portugues se pronuncia "ni")

. 2 Tabela IV — Distribuigdo Qui-quadrado N
i Y~ X% s
:§ Corpo da tabela dé os valores y, tais que P (¥Y>y) =p. §
£ Para valores v > 30, use a aproximagéo normal dada no texto. p £
-3 2 4
5 ; x ;
p=99% 98% 97.5% 95% 90% 80% 70% 50% 30% 20% 10% 5% 4% 2,5% 2% 1% 0,2% 0,1%
1( 0,016 0,063 0,001 0004 0016 0064 0,148 0455 1074 1,642 2706 3841 4,218 5024 5412 6,635 9550 10827 1
2| 0,020 0,040 0,051 0,103 0,211 0,446 0,713 1,386 2,408 3219 4605 5991 6,438 7,378 7824 9210 12,429 13815( 2
va IOIPS 3| 0,115 0,185 0,216 0352 0,584 1,005 1,424 2,366 3,665 4,642 6,251 7815 8311 9,348 9,837 11,345 14796 16,266| 3
4/ 0297 0429 0484 0711 1,064 1,649 2,195 3357 4878 5989 7,779 9,488 10,026 11,143 11,668 13,277 16,924 18,467 | 4
& 5| 0554 0,752 0831 1,145 1,610 2,343 3,000 4,351 6064 7289 9236 11,070 11,644 12,832 13,388 15086 18907 20,515( 5
6 0872 1,134 1,237 1,635 2204 3070 3828 5348 7,231 8,558 10,645 12,592 13,198 14,449 15033 16,812 20,791 22457| 6
7| 1,239 1,564 1,690 2,167 2833 3822 4671 6,346 8383 9,803 12017 14,067 14703 16,013 16,622 18475 22,601 24,322 7
‘? 8| 1,646 2,032 2180 2,733 3490 4594 5527 77344 9,524 11,030 13,362 15507 16,171 17,534 18,168 20,090 24,352 26,125| 8
9| 2,088 2532 2700 3325 4,168 5380 4,393 8,343 10,656 12,242 14,684 16919 17,608 19,023 19,679 21,666 26,056 27877 | 9
10| 2,558 3,059 3,247 3940 4865 6,179 7267 9342 11,781 13,442 15987 18,307 19,021 20,483 21,161 23,209 27,722 29,588|10
11| 3,053 3609 3816 4575 5578 6,989 8,148 10341 12,899 14,631 17,275 19,675 20,412 21920 22,618 24,725 29,354 31,264|11
12| 3,571 4,178 4,404 5226 6304 7,807 9034 11,340 14011 15812 18,549 21,026 21,785 23,337 24054 26217 30,957 32,909 (12
13| 4,107 4,765 5009 5892 7,042 8,634 9,926 12340 15119 16,985 19,812 22,362 23,142 24736 25472 27,688 32,535 34,528|13
14| 4,660 5368 5629 6571 7,790 9,467 10,821 13,339 16,222 18,151 21,064 23,685 24,485 26,119 26873 29,141 34,091 36,123 (14
15| 5229 5985 6,262 7,261 8547 10307 11,721 14339 17,322 19311 22,307 24,996 25816 27,488 28,259 30,578 35628 37,697|15
16| 5812 6614 6908 7962 9312 11,152 12624 15338 18,418 20,465 23,542 26,296 27,136 28,845 29,633 32,000 37,146 39,252|16
17| 6,408 7,255 7564 8672 10,085 12,002 13531 16,338 19511 21,615 24,769 27,587 28,445 30,191 30,995 33,409 38,648 40,790|17
18 7,015 7906 8,231 9,390 10,865 12,857 14,440 17,338 20,601 22,760 25989 28,8469 29,745 31,526 32,346 34,805 40,136 4231218
19| 7,633 8,567 8906 10,117 11,651 13716 15352 18,338 21,4689 23,900 27,204 30,144 31,037 32,852 33,687 36,191 41,610 43,820|19
20( 8,260 9,237 9,591 10,851 12,443 14,578 16,266 19,337 22,775 25038 28,412 31,410 32321 34,170 35020 37,566 43,072 45315|20
21| 8897 9915 10,283 11,591 13,240 15445 17,182 20,337 23858 26,171 29,615 32,671 33597 35479 36,343 38,932 44,522 46,797 |21
22| 9,542 10,600 10,982 12,338 14,041 16314 18,101 21,337 24939 27,301 30813 33,924 34,867 36781 37,659 40,289 45962 48,268 |22
23110,196 11,293 11,688 13091 14,848 17,187 19,021 22337 26018 28,429 32,007 35172 36,131 38,076 38,968 41,638 47,391 49,728 (23
24| 10,856 11,992 12,401 13,848 15659 18,062 19,943 23337 27,096 29,553 33,196 36,415 37,389 39,364 40,270 42980 48,812 51,179 (24
25/ 11,524 12,697 13,120 14,611 16,473 18,940 20,867 24,337 28,172 30,675 34,382 37,652 38,642 40,646 41,566 44314 50,223 52,620 (25
26| 12,198 13,409 13,844 15379 17,292 19,820 21,792 25336 29,246 31,795 35563 38885 39,889 41,923 42,856 45642 51,627 54,052(26
27| 12,879 14,125 14,573 16,151 18,114 20,703 22,719 26,336 30,319 32,912 36,741 40,113 41,132 43,194 44,140 46963 53,022 55,476 (27
28( 13,565 14,847 15308 16,928 18,939 21,588 23,647 27,336 31,319 34027 37916 41,337 42370 44,461 45419 48,278 54,411 56,893|28
29| 14,258 15574 16,047 17,708 19,768 22,475 24,577 28336 32,461 35,139 39,087 42,557 43,604 45722 46,693 49,588 55792 58,302 (29
30[ 14,953 16,306 16,791 18,493 20,599 23,364 25508 29,336 33,530 36,250 40,256 43773 44,834 46979 47,962 50892 57,167 59,703 |30
p=99% 98% 97 5% 95% 90% 80% 70% 50% 30% 20% 10% 5% 4% 2,5% 2% 1% 0,2% 0,1%
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A distribuicao Qui-quadrado, como definimos, surge da

soma dos quadrados de Normais padrao independentes.

Que isto nos diz sobre S 4
9

A conexao resulta do seguinte:
seam X, Xz..e , X wG (0O, tom

~ N(pio®) e
Z-i3x =Ll ZR)

L=t N=( (=

entao:
z
v o i cordes |
1) Xe S eaomobp% 7o i
(saber uma destas variaveis aleatorias nao diz nada sobre a outra!)

2 nlero 4 Py X o)
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Sem entrar em detalhes (que fogem ao nivel deste curso)
vou apresentar as principais ideias por tras do resultado 2).

NI

2

) 7
n, 2 ~
W= A 206 - g Q%_ﬁ)

Comecamos com
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Entan
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Entao, as funcoes geradoras satisfazem

/\/}WH:)_—_ M‘_";‘_gz (£) - M_Zaﬁ-é)
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Agora , como Zn O 1) | Jemes

Yo 2
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+&O 2
125 _ o2 ~A (1-2¢)
:__j e .gf/zo‘x =f e © dx

o Vz7 ) VZn
mudndo  variceel
Y= 1= 2+ 03 = -2+ dn
Jemos M, &)= / - %
22" g = (1729

% Qv Xln) (LSQ?—Z:ZLZ , \\Adep) femor
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Mgl = C(-22)
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