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Capitulo 1

Esfera Celeste

1.1 Introducao

No Universo, os astros se distribuem em um espago tridimensional. Contudo, devido & imensa
distancia que separa estes astros da Terra, ao observarmos o céu nés temos a impressao que
todos estes astros se encontram em uma esfera. Esta esfera aparente, chamada esfera celeste
(figura 1.1), esta a principio centrada no observador, (porém as vezes é mais conveniente
admitirmos que o centro da esfera celeste esteja em algum outro ponto, no centro da Terra
ou no centro do Sol). A esfera celeste nao tem um raio definido, assim consideramos este raio
como infinito. Como a distancia entre um observador qualquer e o centro da Terra (cerca de
6400 km) é muito menor que a distancia aos astros (a Lua estd, em média, a 380.000 km, o Sol
a 150 milhoes, e as estrelas estao muito além do sistema solar) o erro que se faz é, na maioria
dos casos, desprezivel. A superficie total da esfera celeste (como qualquer esfera) é de 47 (em
radianos quadrados ou esterradianos) o que equivale a 47(180/7)? = 41.252, 96 graus?.

Figura 1.1: Representa-
¢do da Esfera Celeste,
com algumas das prin-
cipais estrelas, constela-
¢oes, o equador e o polo
Sul Celeste e a trajeto-
ria aparente do Sol (li-
nha tracejada).

A olho nu, podemos ver o Sol, a Lua, 5 planetas, cerca de 5000 estrelas, eventuais cometas,
4 galaxias (parte da Via Lactea, as 2 nuvens de Magalhaes, que sdo galaxias anas ligadas
gravitacionalmente a nossa e a galaxia de Andromeda) e os meteordides que queimam ao entrar

Versao 09/02/2018 Gastao B. Lima Neto — IAG/USP



2 Capitulo 1. Esfera Celeste

na atmosfera (os meteoros). E isto é apenas uma fragao infima do que podemos observar com
o auxilio de um telescopio.

Para que possamos comunicar nossas observagoes a outros observadores, é preciso haver
um sistema de referéncias onde as coordenadas dos astros sejam definidas, analogo ao sistema
de latitudes e longitudes que utilizamos para localizar um dado lugar no globo terrestre.

Além do sistema de referéncia, dado o carater dinAmico dos objetos celestes, também
é necesséria a definicdo de escalas de medida de tempo. Em outras palavras nao somente
precisamos das coordenadas de um astro mas também do momento em que a observacao foi
(ou ser4) feita.

O objetivo da astronomia de posi¢do ou astrometria é o estudo das posigoes dos astros na
esfera celeste e de seus movimentos. Sem duvida, a astronomia de posi¢ao é a mais antiga das
ciéncias. Desde a pré-histéria, as sociedades tém um grande interesse pela posicao e movimento
dos astros. Estes movimentos, ligados aos ciclos naturais (dia e noite, estagdes do ano, etc.),
regiam as atividades economicas (plantacao e colheita, criacdo de animais, etc.).

A necessidade de se localizar durante longas viagens, medir a passagem do tempo de modo
cada vez mais preciso, estimulou o desenvolvimento tanto da astronomia como de outras cién-
cias como a algebra e a geometria. Este progresso, junto com o desenvolvimento tecnologico,
se faz sentir em toda a histéria da astronomia de posi¢ao, dos monumentos megaliticos de
Stonehenge, na Inglaterra, ao satélite espacial Hipparcos (dedicado & astrometria), langado
pela ESA (European Space Agence) em 8 de agosto de 1989 e desativado em margo de 1993.
Langado em dezembro de 2013, o satélite GAIA, também da ESA, nos proporcionara um
mapeamento preciso de bilhoes de estrelas da Via Lactea em sua missao de 5 anos.

1.2 Horizonte e Constelagoes

Um dado observador na superficie terrestre pode observar apenas metade da esfera celeste num
dado instante. O limite entre a parte observével e a parte invisivel ao observador é chamado
horizonte (do grego horos, limite). Os polos deste horizonte, isto é, os pontos exatamente acima
e abaixo do observador sao chamados zénite e nadir, respectivamente.

O horizonte astronémico é um circulo aparente em torno do observador. No oceano, o ho-
rizonte observado é praticamente o horizonte astrondémico; em terra, devido as irregularidades
do terreno (e construgoes) o horizonte observado se distingue do horizonte astronémico.

Figura 1.2: Horizonte astrondmico. Para um obser-
vador a altura h, a distdncia do horizonte pode ser
definida de duas formas: dy.,, a distancia em linha
reta, e d., a distancia sobre a superficie da Terra (ou
do astro onde esté o observador). R é o raio da Terra
(ou do astro).

A distancia do horizonte astronémico depende da altura do observador (veja Fig. 1.2).
Rigorosamente, se a Terra fosse exatamente uma esfera, temos:

dhor = V2Rh+h2 e d.= Rarccos < (1.1)

i)
R+h)/)’
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onde R (o raio da Terra, ~ 6,38 x 10°m) e h sdo dados nas mesmas unidades (metros, por
exemplo). Até alguns quildémetros de altura, h < R e d. =~ dpor ~ V2R h, e podemos utilizar:

dhor =~ 3,572V/h km, (h em metros) . (1.2)

As formulas acima nao levam em conta o efeito de refragdo atmosférica (veja Sec. 3.4). A
refragao faz com que, na realidade, podemos observar distancias ligeiramente superiores (10 a
20%) do que as distancias obtidas com as equagoes acima, ou seja, dpor ~ 4v/h km.

Quando observamos as estrelas de uma noite para outra, ndo notamos praticamente ne-
nhuma mudanca na posicao relativa entre elas, isto é, a posicao de uma estrela em relagao
a alguma outra. De fato, apenas com observagdes muito precisas e ao longo de muito tempo
é que podemos determinar o movimento préprio de algumas estrelas. A estrela com o maior
movimento préprio conhecido é a Estrela de Barnard, invisivel a olho nu, com um movimento
proprio de 10’3 por ano. Todas as estrelas tém movimento proprio, mas apenas para as mais
proximas é que podemos detectar este movimento (o movimento proprio serd abordado em
mais detalhes na segao 3.6).

Assim, desde a antiguidade, as estrelas sdo utilizadas como meio de orientacdo. Para facili-
tar a orientagao, as estrelas fixas foram “ordenadas” na esfera celeste: as estrelas mais brilhantes
eram organizadas de modo a representarem criaturas mitologicas, as chamadas constelagoes.
Diferentes povos criavam diferentes constelacgoes, representando objetos ou criaturas diferen-
tes. As constelacoes serviam para dividir a esfera celeste em setores e tornava mais préatica a
identificagdo das estrelas.
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Figura 1.3: Planisfério da esfera celeste mostrando as principais constelagoes (em italico), estrelas e
circulos de referéncias (serdo definidos mais adiante na se¢ao 1.5).

As constelagoes que utilizamos hoje em dia vém principalmente da mitologia greco-romana
(Andréomeda, Aquila, as constelagdes do zodiaco, etc...) e da época das grandes navegacoes
(Triangulo, Cruzeiro do Sul, Horologium, etc...). As constela¢oes atuais foram estabelecidas
pelos astronomos do século XVIT e suas fronteiras foram homologadas pela Unido Astrono-
mica Internacional (UAI) em 1928 — dois anos depois Eugéne Delporte traga os limites das
constelagdes; ao todo sao 88 constelacoes.

Em uma dada constelacao as estrelas sao ordenadas geralmente segundo seu brilho apa-
rente, a mais brilhante é alfa, a segunda mais brilhante é beta, depois vem gama e assim por
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diante. Por exemplo, alfa do Cao Maior é a estrela Sirius. Contudo, alfa de Orion é a estrela
Betelgeuse mas a estrela mais brilhante desta constelagao ¢ Rigel (beta de Orion). Este sistema
foi sugerido e adotado por Johann Bayer em 1603 em seu atlas celeste Uranometria. Depois
que termina o alfabeto grego, vem o latino e depois pares de letras latinas na designacao das
estrelas.

Entre as constelagoes destacam-se 12, as constelagoes do Zodiaco. Sao nestas constelagoes
que encontramos geralmente os planetas, a Lua e o Sol. Na realidade, os diversos membros
do sistema solar também transitam pela constelagdo de Ophiuchus (Serpentario), que nao faz
parte do Zodiaco tradicional. Isto porque, provavelmente, 360° é divisivel por 12, mas nao
por 13. Possivelmente, como hé aproximadamente 12 lunagées em um ano, os astronomos
da Mesopotamia optaram em dividir a trajetoria aparente do Sol, o Zodiaco, em doze partes
iguais dando origem as constelagoes que ainda hoje utilizamos.

Contudo, as constelagoes nao servem como um sistema de coordenadas para fins praticos.
Na secao 1.5 veremos como sao definidos os diversos sistemas de coordenadas utilizados ha-
bitualmente na esfera celeste e na se¢do 1.6 veremos as relagoes entre estes sistemas. Convém
lembrar que as estrelas em uma constelagao geralmente nao estao préoximas entre si nem sao
fisicamente ligadas!

Padroes aparentes de estrelas que geralmente sdo facilmente reconheciveis sdo chamados
asterismos. Um asterismo pode ser parte de uma constelagao ou conter estrelas de varias
constelagoes. Um exemplo de asterismo sao as Trés Marias na constelagao de Orion.

1.2.1 Bandeira do Brasil

Na bandeira brasileira temos uma representagao aproximada da esfera celeste (Fig. 1.4) que
corresponde a uma observagao do céu no dia 15 de Novembro de 1889 as 8h30 no Rio de
Janeiro. Contudo, a esfera celeste da bandeira esta invertida, isto é, corresponde & observagao
por alguém fora da esfera celeste, da forma como olhamos um globo terrestre. Cada estrela

representa um estado e o Distrito Federal.
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Figura 1.4: Esquerda: Bandeira oficial do Brasil com a identificacdo das estrelas e estados. Direita:
Representagao da esfera celeste que seria observada em 15/11/1889 as 8h30 no RJ (as estrelas da
bandeira estdo em destaque). Note que o “céu” da bandeira esta invertido em relagdo ao céu que
observamos da Terra.
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1.3 Movimento Aparente dos Astros

Chamamos de movimento aparente qualquer deslocamento na esfera celeste que possa ser
medido por um observador. E importante lembrar que estas medi¢des de movimento nem
sempre sao feitas em um referencial inercial como, por exemplo, um observador em repouso
sobre a Terra (uma vez que esta gira em torno dela mesma). Para a interpretacdo fisica
destes movimentos (estudo da mecanica celeste, por exemplo) é necessaria uma descrigao dos
movimentos aparentes em um referencial inercial.

Veremos a seguir os principais movimentos aparentes dos astros. Os movimentos mais
lentos ou de menor amplitude serao tratados em segoes posteriores.
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Figura 1.5: Polo celeste sul visto de Sdo Paulo no inicio de Setembro em 4 instantes diferentes: as
20, 22, 24, e 2 horas. Os circulos representam as Declinagoes e as retas sdo as Ascensoes Retas (este
sistema de coordenadas sera definido na se¢ao 1.5.2). O tamanho das estrelas é proporcional ao brilho
aparente (escala em magnitude). Estando no Hemisfério Sul e olhando para a dire¢ao sul, veremos
os astros girando em torno do Polo Sul Celeste no sentido hordrio. No Hemisfério Norte, veriamos os
astros girando em torno do Polo Norte Celeste no sentido anti-hordrio.

Mesmo com uma observagao casual do céu, podemos facilmente notar que todos os astros
se movem de forma semelhante. Os astros se levantam no leste e se pdem no oeste. Dependendo
da latitude do observador, alguns astros nao se levantam nem se pdem, mas aparentam girar
em torno de um ponto fixo na Esfera Celeste, o chamado polo celeste (Fig. 1.5). No hemisfério
setentrional, o polo norte celeste pode ser encontrado facilmente localizando-se a estrela Polar
(ou Polaris ou ainda alfa da constelagdo da Ursa Menor) de magnitude 2,0. No hemisfério
meridional, ndo ha nenhuma estrela brilhante préxima ao polo sul celeste; a estrela visivel a
olho nu mais proxima é delta Octans de magnitude 4,3 (a olho nu, em um céu limpo, podemos
ver até estrelas de magnitude 5). Podemos localizar o polo sul celeste utilizando a constelagao
do Cruzeiro do Sul, que aponta diretamente para o polo.
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Este movimento aparente da esfera celeste é devido a rotacao da Terra em torno do seu
eixo. Os polos celestes nada mais sao do que uma projecao dos polos terrestres na esfera
celeste. Este movimento é chamado movimento didrio. A Terra leva cerca de 23h56m04s para
completar uma rotagao em torno de si mesma em relagao as estrelas. Na secao 1.5.5 abaixo,
veremos novamente os movimentos diarios utilizando os elementos da esfera celeste que serao
introduzidos mais adiante.

Como ja foi dito, o movimento proprio das estrelas e objetos mais distantes (nebulosas,
galaxias, etc...) é desprezivel em relagao ao movimento aparente devido a rotagao da Terra.
Por outro lado, para os objetos mais proximos, no Sistema Solar, isto nao é verdade.

Desde a antiguidade os movimentos proprios dos planetas, Sol e Lua em relagao as estrelas
j& haviam sido notado. Comparando a posi¢ao da Lua relativa as estrelas em duas noites
consecutivas, é imediata a constata¢ao de movimento (veja figura 1.6). De fato, em relagao as
estrelas a Lua se desloca com um movimento médio de 13,17 graus por dia de oeste para leste.
Isto corresponde a cerca de 30" por hora, uma distancia equivalente ao seu diametro aparente.

Este movimento é devido a translacao da Lua em torno da Terra, isto é, o movimento proprio
da Lua (figura 1.7).
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Figura 1.6: Movimentos aparentes na esfera celeste. O movimento aparente da Lua em relagdo as
estrelas fixas pode ser notado comparando as imagens de observagoes em Sao Paulo em dias conse-
cutivos feitas no mesmo horario (5h da manha, hora local). A regido verde representa o horizonte na
direcao Leste e as regioes cinzas representam a Via Lactea. Observe também que as estrelas também
apresentam um movimento; a cada dia as estrelas se levantam cerca de 4 minutos mais cedo. Tam-
bém podemos notar o movimento aparente de Vénus e Mercurio (abaixo do horizonte, portanto nao
observavel na realidade) em relacao as estrelas “fixas”. J& o movimento proprio de Jupiter e Saturno
sao imperceptiveis em apenas 4 dias na escala desta figura.

Pégasgo

Apesar da Lua sempre mostrar a mesma face para a Terra, o mesmo nao ocorre em relagao
ao Sol: devido a rotagao da Lua em torno de seu eixo, toda a superficie da Lua é eventualmente
iluminada pelo Sol. Devido a esta geometria ilustrada na figura 1.7, a Lua apresenta fases:
Lua Cheia, quando a face visivel da Lua esta toda iluminada; Lua Nova quando a face visivel
da Lua esté do lado oposto ao Sol; Quarto Crescente e Minguante, quando apenas parte da
face visivel é iluminada pelo Sol.

A orbita da Lua néo é estatica e apresenta um movimento de precessdo. A 6rbita lunar é
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Figura 1.7: Movimento préprio da Lua em torno da Terra. Observe que a Lua apresenta sempre a
mesma face voltada para Terra. A Lua gira em torno do seu proprio eixo com o mesmo periodo em
que gira em torno da Terra. Esta figura est4 completamente fora de escala; para o sistema Terra—Lua
em escala realista veja a Fig. 4.27 na pagina 110.

inclinada em relacao a ecliptica de cerca de 5° e, portanto, corta a ecliptica em dois pontos que
sao chamados nodos. Devido a precessao da érbita lunar, os nodos retrocedem cerca de 19535
por ano (Fig. 1.8). Este movimento tem consequéncia na periodicidade dos eclipses (como

veremos na segao 4.10).
Figura 1.8: A orbita lu-
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o equador celeste. Pode-
mos ver que o noédo da
orbita retrocede, isto é,
se movimenta no sentido
oposto a Lua em sua 6r-
bita. Note também a in-
clinagao da orbita lunar
em relagao a ecliptica.
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O movimento aparente dos planetas é um pouco mais complexo. Isto se deve ao fato de
que observamos uma composi¢ao de movimentos devido a translacao da Terra em torno do
Sol assim como do planeta observado. Na figura 1.9 vemos o movimento aparente de Marte
em 2010.

Como pode ser visto, o movimento pode ser tanto direto (como a Lua, isto é, de oeste
a leste) como retrogrado (isto é, no sentido inverso). Podemos entender este comportamento
estudando o movimento da Terra e dos planetas em torno do Sol. Na figura 1.10 é mostrado
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Figura 1.9: Movimento aparente de Marte na esfera celeste ilustrando o movimento retrogrado. O
intervalo entre duas posigoes ao longo da trajetoria corresponde a uma semana. O tamanho aparente
de Marte esta representado de forma aproximada (e fora de escala). O movimento retrogrado dos
planetas externos ocorre quando o planeta passa pela conjuncao (Fig 4.12 na segao 4.9). Também
estao indicados algumas estrelas brilhantes, constelagoes e as coordenadas equatoriais.

o exemplo de Marte.
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Figura 1.10: Posi¢oes da Terra e Marte em suas 6rbitas em torno do Sol no mesmo periodo do Fig. 1.9.
Entre as posigoes marcadas 1 e 3, o movimento aparente de Marte é direto. Entre as posigoes 3 e 5, o
movimento é retrogrado e, em seguida volta a ser direto. Em 4, Marte est4 em oposicdo. As posicoes
nas oOrbitas correspondem a intervalos de 4 semanas.

O movimento aparente do Sol em relacao as estrelas é relativamente simples. O tnico
problema é que, em geral, ndo podemos observar o Sol e as estrelas simultaneamente. Portanto,
o movimento aparente do Sol em relagao as estrelas é determinado de maneira indireta. Isto é
feito notando-se que a cada dia que passa as estrelas se levantam cerca de 4 minutos mais cedo
0 que significa que a posi¢ao relativa aparente do Sol em relacdo as estrelas se altera neste
mesmo ritmo (isto pode ser visto na figura 1.6). Além disto, devido & inclinagao do eixo do
Terra em relagdo ao sua trajetoria em torno do Sol (ecliptica), o movimento aparente diario
do Sol se altera durante o ano (Fig. 1.11). Isto é facilmente observado notando-se a mudanca
na posi¢ao onde o Sol nasce ou se poe ao longo do ano.

1.3.1 Estacoes do ano

O eixo de rotagao da Terra é inclinado em relagdo ao plano que contém sua 6érbita em torno do
Sol. Disto resulta que, dependendo da época do ano, os hemisférios Norte e Sul sao iluminados
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Figura 1.11: Variagao
anual da trajetéria apa-
rente do Sol durante o
ano (p. ex., para um ob-
servador em Sao Paulo).
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diferentemente e temos assim as estagdes do ano. A figura 1.12 mostra este fendomeno.

~22/dez outono ~23/set
inverno

Figura 1.12: As estagbes
do ano ocorrem devido & in-
) clinagao do eixo da Terra, e
4 verio primavera nada tem a ver com a dis-
periélio tancia da Terra ao Sol. Os
(~03/jan) L afélio circulos vermelhos sobre a
Sol (~05/jul) Terra representam o equa-
4 dor, os trépicos e os circulos
polares. Na figura, a 6rbita
parece mais achatada para
criar um efeito de perspec-
tiva.

verao

primavera

inverno
outono ~21/jun

~20/mar

Note que a distancia da Terra ao Sol néo é responsével pelas estagoes do ano. O principal
efeito da variagao da distancia Terra—Sol, devido ao fato da Terra seguir uma elipse e ndao um
circulo em torno do Sol, é que as estagoes do ano nao tém todas exatamente a mesma duragao
(veja Tabela 1.1 e Fig. 4.40).

O vera@o no hemisfério Sul é mais curto que o inverno (e consequentemente mais curto que
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Tabela 1.1: Inicio e duragdo das estagdes do ano no hemisfério Sul (para o hemisfério Norte basta
permutar Outono — Primavera, Inverno — Verao, etc.). Estes valores sdo validos atualmente (mais
ou menos alguns séculos) e variam com o tempo (veja Sec. 4.14).

Outono Inverno Primavera Verao
Inicio aproximado 20/03 21/06 23/09 22/12
Duragao média (dias) | 92,76 93,65 89,84 88,99

o verao no hemisfério Norte) porque a Terra se encontra proxima do perigeu nesta época do
ano (o perigeu ocorre por volta do dia 2 a 4 de janeiro). Na pagina 127 temos uma tabela das
datas de periélio e afélio.

Mais adiante, na secao 1.5.2, daremos a defini¢do precisa do inicio de cada estagao. Na
sec¢do 2.6 veremos como varia a taxa de energia recebida (a iluminacao) do Sol durante o ano
para diferentes latitudes.

1.4 Sistema de Referéncia

Para podermos descrever os processos fisicos de algum fenémeno observado ou previsto por
alguma teoria é necessario um Sistema de referéncia. Mais fundamental ainda, as leis da Fisica,
como as Leis de Newton, por exemplo, sao definidas a partir de um sistema, de referéncia.

Em astronomia, os sistemas de coordenadas, que veremos mais adiante, sao definidos a
partir de um sistema de referéncia. Para isto, é necessaria uma realizacdo do sistema de
referéncia. Desde a época da Grécia Cléssica, hd mais de 2 mil anos, esta realizacao se da
por um catdlogo fundamental com as posigdes de objetos astronémicos. Até a década de 1980,
estes objetos eram estrelas e, a partir da década seguinte, objetos extra-galacticos comecaram
a ser usados.

Desde 1998, o sistema de referéncia celeste recomendado pela UAI é o ICRS (International
Celestial Reference System). Trata-se de um sistema ideal, com origem no centro de massa do
Sistema Solar (aproximadamente heliocéntrico, muito proximo do centro do Sol), sem rotagao
em relagdo ao conjunto de objetos extra-galacticos. O ICRS é realizado pelo ICRF (Interna-
tional Celestial Reference Frame), um conjunto de 212 radiogaléxias'. O uso de radiogaléxias
é conveniente por duas razoes: (I) objetos extra-galacticos, a excegao do Grupo Local de ga-
laxias, tém movimento proprio (veja Sec. 3.6) praticamente nulo e, (II) suas posigoes podem
ser determinadas com altissima precisao através da técnica de interferometria.

1.5 Sistema de Coordenadas

A posigao de um astro qualquer na Esfera Celeste pode ser definido sem ambiguidade através
de dois angulos em relagdo ao sistema de coordenadas adotado, que por sua vez é definido a
partir de um ponto central. A escolha precisa de um sistema de coordenadas ligado & Esfera
Celeste vai depender sobretudo da anélise ou problema que se queira resolver.

Para uma esfera (qualquer uma em principio), os sistemas de referéncias utilizados séo
definidos por um plano principal que divide a esfera em duas partes iguais definindo-se assim
um grande circulo (Fig. 1.13). Definimos arbitrariamente um ponto de origem neste circulo
principal, por onde passa o meridiano principal, outro grande circulo perpendicular ao grande
circulo precedente.

! Radiogaldria é uma galaxia que apresenta forte emissiio em frequéncias de radio (~ 10 MHz-100 GHz),
geralmente devido a atividade de um nucleo ativo (acréscimo de matéria em um buraco negro supermassivo
no centro da galaxia).
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Os (pequenos) circulos paralelos ao circulo principal definem as latitudes da esfera enquanto
os grandes circulos perpendiculares ao circulo principal definem as longitudes. Estes dngulos
sao similares ao que utilizamos para localizar um ponto na superficie terrestre, a longitude e
a latitude.

A escolha do ponto central do sistema de coordenadas é arbitraria e depende do problema
astrondmico em questao. Se o centro do sistema coincide com o centro da Terra, dizemos
que o sistema de coordenadas é geocéntrico; se o centro for o Sol entdo temos um sistema
heliocéntrico; se o centro do sistema de coordenadas for um ponto na superficie da Terra, este
sistema sera topocéntrico.

ZA
' : Figura 1.14: Coordenadas esféricas polares, A e § de um
I ponto (sistema dextrogiro). r é o raio vetor e R é a sua pro-
o ) : jecao no plano xz—y. O angulo longitudinal é medido a partir
T, > do eixo .
L. y
A I

A posicao de um ponto qualquer em uma esfera pode ser escrita convenientemente em
forma matricial, a partir do sistema de coordenadas esféricas polares (Fig. 1.14):

cos(9) cos(A)
I=| cos(d) sen(N) [, (1.3)
sen(d)

onde § e A sao a latitude e a longitude em um dado sistema de coordenadas e ignoramos
aqui a coordenada radial, r. Esta forma, baseada no sistema de coordenadas esféricas é par-
ticularmente util para o célculo de transformagoes de coordenadas (como veremos na se¢ao
1.6).

1.5.1 Coordenadas Horizontais

O plano principal do sistema de coordenadas horizontais é definido como sendo o plano que
contém o horizonte do observador. Os dois angulos que definem a posi¢gao de um astro qualquer
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sao a altura, h, e o azimute, A, como mostra a figura 1.15.

Enerildiano

trajetériado astro  Polo )
(movimento dirio)

circulo
horario

(b)

Figura 1.15: Sistema de coordenadas horizontal. O astro M tem coordenadas h (altura) e A (azimute).
Os “polos” deste sistema sao o zénite e o nadir. O azimute é medido a partir do Sul em direcao ao
Oeste, ao longo do horizonte (o circulo principal neste sistema). A altura é positiva em dire¢do ao
zénite e negativa em dire¢do ao nadir. Também sdo mostrados na figura os eixos cartesianos z, y e z.

O horizonte do observador deve ser definido corretamente. O horizonte visivel ou apa-
rente é sujeito as irregularidades topograficas, nao definindo necessariamente desta forma um
grande circulo e, consequentemente, nao servindo como base para a definicdo de um sistema
de coordenadas. Assim, definimos o horizonte astronémico como sendo o circulo centrado no
observador, perpendicular a sua vertical (definida como paralela ao campo gravitacional), in-
dependentemente de acidentes geogréaficos. A interseccdo desta mesma vertical com a esfera
celeste, define o zénite e o nadir.

A altura de um astro é medida a partir do horizonte astrondémico, sendo positivo quando
o astro esta acima do horizonte e negativo no caso contrario. Assim o zénite tem por defini¢ao
uma altura de 90° e o nadir, —90°. O pequeno circulo paralelo ao horizonte, portanto de altura
constante, é chamado de Almucantar.

O azimute é por defini¢ao medido a partir do meridiano Sul (0°) do observador e os dngulos
sao contados no sentido — Oeste (90°) — Norte (180°) — Leste (270°). Por ser uma definigao
arbitraria, o meridiano de origem do azimute é as vezes localizado no Norte ao invés do Sul.

Em notagdo matricial, a posi¢do de um astro de altura h e azimute A é (atengdo com o
sinal negativo da coordenada y):

cos(h) cos(A)
I=| —cos(h) sen(A) | . (1.4)
sen(h)

Devemos notar ainda que neste sistema, as coordenadas de um astro variam com o tempo
devido sobretudo ao movimento diario (rotagao da Terra). De fato, o azimute de um astro
sempre aumenta durante o decorrer de um dia (exceto pela descontinuidade a 360°).

1.5.2 Coordenadas Equatoriais

No sistema equatorial, o plano principal é a projecao do equador terrestre na esfera celeste,
chamado equador celeste (Fig. 1.16). A projegoes dos polos terrestres na esfera celeste definem
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os polos celestes Norte e Sul. A origem do sistema de coordenadas é definido pela interseccao
do equador celeste com a ecliptica (a trajetoria aparente do Sol na esfera celeste durante um
ano). Este ponto é chamado equindcio vernal ou primeiro ponto de Aries (usamos o simbolo %).
Quando o Sol esté neste ponto temos o inicio do outono no hemisfério Sul e da primavera no
Norte. A palavra equindcio vem do latim e significa “noites iguais” — quando o Sol se encontra
no equinécio a duragao da noite é a mesma em toda a Terra.

Figura 1.16: Sistema de coordenadas equatorial.
O astro M tem coordenadas ascensao reta («, me-
dida a partir do ponto vernal, %) e declinagiao
(0). Atualmente, a inclinagdo do equador celeste
em relacao a ecliptica, €, é de aproximadamente
23°26’21,45 no inicio do ano 2000.

olo sul
‘?:e\este

A declinacao, 6, de um ponto M é a distancia angular medida sobre o meridiano que
passa por este ponto a partir do equador celeste. Quando medido na dire¢do do polo norte
celeste § > 0, caso contrario a declinacdo é negativa. A ascensao reta, o, é o angulo entre
o ponto vernal e o meridiano do astro M. A ascensao reta é medido na diregao Leste. Note
que a ascensao reta cresce no sentido oposto ao azimute das coordenadas horizontais e que
a ascensao reta aumenta no sentido do movimento anual do Sol e do movimento direto do
planetas.

Em notagdo matricial, a posicao de um astro de declinacdo, 0, e ascensao reta, o é:

cos(d) cos(a)
I=1| cos(9) sen(ar) | . (1.5)
sen(d)

Por convengao, a ascensao reta ¢ medida um horas, minutos e segundos como o tempo (ao
invés de graus, minutos e segundos de arco). A relacdo é simplesmente 1" = 15°.

A ascensao reta e a declinagdo de uma estrela nao se alteram devido ao movimento diurno
de rotacao da Terra. Isto nao significa que no sistema equatorial ndo haja uma variacao

das coordenadas com o tempo, mas que esta variacao é muito mais lenta que no caso das
coordenadas horizontais.

Estacgoes do ano

N

Devido & inclinagao do eixo de rotagdo da Terra, o Sol tem uma trajetéria aparente anual
— a ecliptica — inclinada em relagdo ao equador. Isto é a origem das estagdes do ano (veja
segao. 1.3.1).
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Como vimos, a passagem do Sol pelo equinécio vernal marca o inicio do outono no hemis-
fério Sul; neste momento, por definigao, a ascensao reta do Sol é zero (ag = Oh). O inverno
tem inicio quando o = 6" (dizemos que o Sol esta no solsticio de inverno), a primavera se
inicia quando ag = 12" (equinécio de primavera), e o verdo quando ag = 18" (solsticio de
verao). No hemisfério norte, ao invés do inicio do verdo, temos o inicio do inverno quando
ae = 18" e o solsticio é chamado de inverno (Fig. 1.17).

Outono -« Verdo —e— Primavera e, Inverno —«—

+40° Perkeus \ /N j \rl
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Figura 1.17: Detalhe da esfera celeste em coordenadas equatoriais mostrando a ecliptica com os meses
que correspondem & posi¢ao do Sol. O inicio das estagoes para o hemisfério Sul esta assinalado acima
da figura

Devido & obliquidade da ecliptica, também podemos definir algumas latitudes especiais.
No inicio do verao do hemisfério Sul, o Sol passa pelo zénite de observadores que estejam na
latitude ¢ = —&, onde ¢ = 23°27' é a inclinagao do eixo terrestre. Esta latitude é chamada
tropico de capricornio, veja Fig. 1.18. Da mesma forma, no inicio do verao do hemisfério
Norte, o Sol passa pelo zénite na latitude ¢ = +¢; este é o Trdpico de Cdncer. Se a latitude do
observador estiver entre +23°27" N e 23°27" S ver4, pelo menos uma vez por ano, o Sol passar
pelo zénite. Para observadores fora desta zona, o Sol nunca passa pelo zénite.

Eixo de rotagéo jVert{caI em relagdo a Ecliptica raios do Sol

Figura 1.18: Diagrama
ilustrando a definigao
dos tropicos de cancer

raios do Sol S .
e capricornio e os cir-
culos polares. O angulo
€ € a inclinagao do eixo
da Terra (obliquidade da
ecliptica).

raios do Sol

A partir de uma certa latitude podemos observar o Sol durante 24h (o chamado Sol da
meia-noite). Para isto, a latitude deve ser superior a 90° — ¢, ou seja +66°33’ (dependendo se
estamos no hemisfério Norte ou Sul). Esta latitudes sdo os circulos polares Artico e Antdrtico.

A forma como o Sol ilumina a superficie terrestre nos solsticios e equindcios pode ser vista
na Fig. 1.19.
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Solsticio de dezembro

Figura 1.19: Iluminacdo da Terra no inicio das estagoes do ano (solsticios e equinocios) ao meio-dia
de Brasilia (exceto para o solsticio de dezembro que quando a hora de verdo estd em vigéncia em
alguns estados). Na linha de cima vemos os planisférios com projegado Mollweide (4reas iguais e linhas
de latitudes paralelas) e abaixo na forma de um globo.

Coordenadas Horarias

O sistema de coordenadas horarias é muito semelhante ao sistema equatorial. O circulo prin-
cipal também é a projecao do equador terrestre e as declinagoes sao medidas da mesma forma.
Contudo, a origem das coordenadas longitudinais é diferente. No sistema horario a origem ¢é
o meridiano local (ou meridiano principal) do observador, como no sistema horizontal. Este
angulo ¢ chamado angulo horario, H (Fig. 1.20). Note que o dngulo horario ¢ medido no
sentido oposto & ascensao reta (mas no mesmo sentido que o azimute). Chamamos de transito
quando um astro passa pelo meridiano local do observador.

Enquanto que a ascensao reta nao varia devido ao movimento diurno da esfera celeste,
o angulo horario varia. A relacdo entre estas duas coordenadas esta diretamente ligada ao
movimento diurno da origem do sistema de coordenadas equatoriais, o ponto vernal. A soma
da ascensao reta com o angulo horéario resulta em

Ts=H +«a, (1.6)

onde Ty ¢é o tempo sideral local (o tempo sideral sera discutido em detalhes na secao 2.1.3).
Contudo é importante notar que T também pode ser interpretado como um angulo, o dngulo
hordrio do ponto vernal.
Em notagdo matricial, a posigdo de um astro com angulo horario H e declinagéo ¢ é dada
por:
cosd cos H
I=| —cosd senH | . (1.7)
sen ¢

1.5.3 Coordenadas Eclipticas

O plano principal do sistema de coordenadas eclipticas é o plano da érbita da Terra em torno
do Sol. Este sistema ¢é particularmente ttil no estudo de corpos do sistema solar, uma vez que
a maioria dos corpos (sobretudo os planetas) estao em orbitas praticamente coplanares.

As coordenadas neste sistema sdo a longitude ecliptica, A, e a latitude ecliptica, B (Fig.
1.21). O ponto de origem é, como para as coordenadas equatoriais, o ponto vernal. A latitude
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meridiano

Figura 1.20: Sistema de coordenadas horario. O astro M tem coordenadas angulo horario (H) e
declinagao (9). A latitude do observador é ¢. Como o polo Norte celeste esta acima do horizonte, este
exemplo é de um observador do hemisfério Norte.

B ¢ medida a partir da ecliptica, sendo positivo em dire¢ao polo norte da ecliptica (o mais
proximo do polo norte celeste) e negativo em diregao ao Sul. A longitude A, assim como a
ascensao reta ¢ medida a partir do ponto vernal, crescendo em dire¢cdo ao Leste (como a
ascensao reta).

1.5.4 Coordenadas Galacticas

Para as coordenadas galdcticas, o plano principal é definido pelo plano do disco da Via Lactea
(nossa galaxia é uma espiral, provavelmente barrada, com a distribui¢ao da maioria das estrelas
em um disco), o Equador Galdctico. A origem é dada pela dire¢cao do centro galactico, que
se encontra na constelacdo de Sagitario, com coordenadas o = 17745762 ¢ § = —28°56/,17
(J2000), veja Fig. 1.22. O “polo norte galactico” se encontra em a = 12051m44 ¢ § = 27°07',7.

polo
celeste

Figura 1.21: Sistema de coordenadas eclipticas. O astro M tem
coordenadas longitude ecliptica (\) e latitude (/). A inclinagao
da ecliptica em relagao ao equador celeste é € que vale aproxi-
madamente 23°26'21".
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Também é comum definirmos e usarmos a inclinacdo do equador galdctico em relagdo ao
equador celeste, o angulo i = 90° — § ~ 627872.

Figura 1.22: Sistema de coordenadas galacticas. O astro M tem
coordenadas longitude galactica (1) e latitude (b). O ponto N ¢é
a intersec¢ao do plano galactico com o equador celeste (o nodo),
C.G. é o diregao do centro da Galaxia (que fica na constelagao
de Sagitario) e i é a inclinacao do plano galactico em relagéo ao
equador celeste.

Este sistema é utilizado principalmente em astronomia extragalactica (como o estudo do
Grupo Local de galaxias, no qual a Via Lactea e a galdxia de Andrémeda s@o os principais
membros) ou em problemas ligados & nossa galaxia como um todo (por exemplo, o movimento
das estrelas do disco da Via Lactea).

Antes de 1959, a origem do sistema de coordenadas galacticas coincidia com o nodo (in-
terseccao do plano galactico com o equador celeste). Com a adogao do novo sistema, foram
introduzidos os expoentes I e II para indicar o sistema antigo e o novo, i.e., (I!, b') e (I'!, b'1).
A diferenca dos dois sistemas é simplesmente [ = [T — 33°0.

Coordenadas Supergalacticas

Para o estudo de fenémenos ligados & estrutura em grande escala do Universo, foi introduzido o
sistema de coordenadas Supergalacticas por Gérard de Vaucouleurs no inicio dos anos 1950. O
plano principal é definido pelo plano onde se encontram uma grande concentragao de galéxias
do Superaglomerado Local, com centro no aglomerado de Virgo (Cosntela¢ao da Virgem).

A origem deste sistema de coordenadas é, aproximadamente, na direcio a = 2"49™ e
0 = 459°32" (J2000).

1.5.5 Movimento diario dos astros

Como ja foi dito na segao 1.3, os objetos celestes tém um movimento aparente diario, surgindo
na direcao leste e se pondo na direcao oeste. Para um observador no hemisfério Norte, a
trajetéria diaria de um astro é um arco que culmina na dire¢dao sul, momento da passagem
meridiana do astro. A figura 1.23 ilustra este movimento. No hemisfério Sul, a trajetoria é
semelhante, mas a culminacao se da na direcao norte.

Podemos notar nesta figura que nem todos os astros sao visiveis para um dado observador:
dependendo da declinacao do astro, este nunca esta acima da linha do horizonte. Por outro
lado, também dependendo da declinagao, existem astros que sempre estao acima da linha do
horizonte. Um tal astro é chamado circumpolar. Um astro com declinagao igual a zero (isto é,
no equador celeste) se levanta exatamente na diregao leste e se pde no oeste.

Podemos relacionar o sistema de coordenadas equatorial e horizontal topocéntricos de um
dado observador e obter as declinacées que correspondem aos astros circumpolares e aqueles
que nao sao nunca visiveis. A Fig. 1.24 ilustra esta geometria.
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A zénite
meridiano

trajetoria
de um astro

i 1 . . -
crretpoar Figura 1.23: Movimento diario apa-

rente. Como a Terra gira em torno do
seu eixo de Oeste para Leste, temos a

g impressao de que a esfera celeste gira de
Leste para Oeste. Os astros descrevem
uma trajetoria de declinacao constante;
o angulo Horario e o azimute aumen-
tam a medida que a estrela se desloca
na esfera celeste. O astro M “nasce” no
ponto g e se poe no ponto p.

trajetoria de
um astro que
estd sempre abaixo
do horizonte

Polo Norte celeste
(geoceéntrico)

Polo Norte celeste Equador celeste zénite
(topocéntrico) (topocéntrico)

Equador celeste

(geoceéntrico) irc. Astros
\ < ) circumpolares

Horizonte

Equador celeste
(geoceéntrico)
dmax

Bcirc.p.

Equador celeste (topocéntrico)
(topocéntrico)

N, zénite Polo Norte celeste
S (geoceéntrico)

Astros circumpolare\s'
PSC

Figura 1.24: Geometria correspondente & declinagdo maxima de astros visiveis e de astros circumpo-
lares para um observador no hemisfério Sul. Esquerda: Perspectiva onde o equador est4 na horizontal
(apropriado para coordenadas equatoriais). Direita: perspectiva onde o horizonte do observador esté
na horizontal (apropriado para coordenadas horizontais).

A latitude ¢ é negativa no hemisfério sul. O angulo hpsc é a altura do polo sul celeste.
Ela é sempre positiva para um observador no hemisfério sul.

O angulo dcire.p. ¢ a declinagao a partir da qual os astros sao circumpolares (isto ¢, nunca
estao abaixo do horizonte). Ela é negativa para um observador no hemisfério sul, positivo no
Norte.

O angulo dmax é a declinagdo maxima observavel para um observador no hemisfério Sul;
neste caso ela é positiva. Para um observador no hemisfério Sul, teremos uma declinagao
minima (negativa) observével.

As seguintes relagoes, para o hemisfério Sul, podem ser obtidas:
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hpsc + (90° — [¢]) =90° = hpsc = |4];
|6circ.p.| + hPSC = 90° = 6circ.p. = _(900 - |¢|) ; (18)
Omax + |6 = 90° = Omax = 90° — |¢].

Estas relagoes sao vélidas quando a refracao atmosférica é desprezivel e os sistemas geo-
céntrico e topocéntrico sao coincidentes (isto é, valido para astros com distdncia muito maior
que o raio da Terra). Discutiremos isto no capitulo 3.

1.6 Relacao entre sistemas de coordenadas

Os diversos sistemas de coordenados, Horizontal, Equatorial, Ecliptico e Galactico, podem ser
visualizados e comparados na figura 1.25. Destes, apenas o sistema Horizontal é fixo, isto é,
as linhas de azimute e altura que vemos na figura sdo as mesmas sempre independentemente
do dia ou hora de observagao. Os outros trés sistemas acompanham o movimento diurno da
esfera celeste.

Horizo
|

e/ T Ledo

Ecliptico

Ledo |

Equatorial

Figura 1.25: Exemplo de quatro sistemas de coordenadas, para um observador em Sdo Paulo no inicio
do Outono, por volta da 22h, olhando para a diregdo Oeste. A regido em cinza escuro representa o
horizonte geografico local, em cinza claro a Via Léactea e a Grande Nuven de Magalhdes (proxima
do polo Sul da ecliptica). Em cada um dos painéis podemos ver o circulo principal do sistema de
coordenadas.

Como vimos, as coordenadas polares de uma esfera podem ser escritas em forma vetorial
em coordenadas cartesianas. A vantagem disto esta no fato de que as transformacoes entre
dois sistemas de coordenadas quaisquer podem ser decompostos em rotagoes que, por sua vez,
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podem ser representadas por matrizes. Assim, podemos facilmente escrever e calcular uma
transformacao de coordenadas utilizando produtos de matrizes e vetores.

No caso de uma rotacdao em torno de um dos eixos cartesianos, podemos considerar uma
rotacao a duas dimensodes (Fig. 1.26). No exemplo desta figura, a rotagao se da ao redor do
eixo z.

Figura 1.26: Rotagao no plano de um angulo 6. As coordenadas do ponto P se escrevem como:
x = cos(ip) o = cos(p — 0) = cos(p) cos(8) + sen(p) sen(h)
y = sen(yp) y! = sen(p — 0) = sen(y) cos(#) — cos(p) sen(6)

onde ¢ é o angulo do raio vetor de P. Eliminando-se ¢ obtém-se as relagoes entre os dois sistemas de
coordenadas.

As rotagoes béasicas ao redor dos eixos cartesianos x, y e z, cada uma de um valor angular
0z, oy € o sao dadas pelas matrizes dos cossenos diretores:

1 0 0
R,=| 0 cosa, senay, ;
0 —sena, cosay
(1.9)
cosay 0 —senay cosa, senay 0
R, = 0 1 0 ; R.=| —senay, cosa, 0
senay, 0 cosay 0 0 1

Dado um par de coordenadas em um sistema qualquer, devemos encontrar a ou as rotacoes
necessarias para transformé-las em um outro sistema de coordenadas. Genericamente, podemos
escrever:

I(o,6) = Ry Ry R.I(1,1), (1.10)

onde devemos utilizar apenas as matrizes de rotagao relevantes.
Lembramos que a ordem das operagoes € importante e que o produto de uma matrix por
um vetor é dado por:

ailp a2 ais x ailx + a2y + a132
agy a a3 Y = a1 + azy + asz | . (1.11)
a3zl as2 ass z a31T + a3y + azsz

Assim, para transformarmos um dado ponto em coordenadas eclipticas em coordenadas
equatoriais, devemos notar que a tnica rotagao necesséaria é do plano fundamental (equador
celeste — ecliptica) em torno do eixo z (veja Fig. 1.16). O angulo desta rotagao é a inclinagao
da ecliptica, notado e, que vale aproximadamente 23°26'21”. Em notagao vetorial resulta:

cosd cos o cos B cos A
cosd sena | =Ry(—¢) [ cosf sen A (1.12)
sen d sen f3
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(note o sinal negativo de €). Escrevendo explicitamente a matrix de rotagdo temos:

cosd cos 1 0 0 cos B cos A
cosd senav | = 0 cose —sene cos 3 sen A\ |, (1.13)
sen 0 sene cose sen [3
onde usamos as relagoes cos(—e) = cos(e) e sen(—e) = —sen(e). Fazendo a multiplicacao

matricial obtemos 3 equagoes:

cosd cosa = cosf cosA
cosd senaw = cose cosf3 sen A —sene sen (1.14)
send = sene cosf sen\+ cose senf3.

As duas primeiras equagoes nos dao a relagao entre o (ascengao reta) e as coordenadas eclip-
ticas:

sen « cose cosf sen A —sene sen 3
=tana =
Cos & cos 3 cos A

A ultima equacao do sistema acima dé a declinacido em funcao da longitude e latitude ecliptica.
A transformagado no sentido inverso, isto é, de coordenadas equatoriais em eclipticas é
simplesmente:

I\ B) = Ry(e) I, 0), (1.15)
isto é |[compare com a Eq. (1.13)],

cos B cos A 1 0 0 cosd cos
cosBsen\ | = 0 cose sene cosd sena |,

sen f3 0 —sene cose sen d

cos B cosA = cosd cosa

cos sen\ = cose cosd sena +sene send (1.16)

senf = —sene cosd sen« + cose send

A passagem entre coordenadas equatoriais e horizontais é mais delicada. Como as coordena-
das horizontais possuem um movimento diario, é mais conveniente utilizarmos as coordenadas
horarias do que as coordenadas equatoriais diretamente. Observando as figuras 1.15 e 1.20,
vemos que a passagem de um sistema ao outro se efetua por uma rotagdo em torno do eixo
cartesiano y. Esta rotagao é igual ao complemento da latitude do observador, 90° — . Obtemos
assim,

I(H, §) = Ry (—[90° — ¢]) I(A, h), (1.17)

o que resulta no seguinte sistema de equagoes:

cos Hcosd = cos Acoshseny + sen h cos @
sen Hcosd = senAcosh
send = —cosAcoshcosy+ senhsengp (1.18)

A transformacao inversa se faz pela rotacao no sentido contrério,
I(A’ h) = Ry(goo - 90) I(Ha 6) ) (119)

Finalmente, vamos considerar as transformacoes entre as coordenadas equatoriais e ga-
lacticas. Neste caso devemos notar que as suas origens respectivas nao coincidem (como, por
exemplo no caso equatorial e ecliptico). Observando-se a figura 1.22, podemos notar que a



22 Capitulo 1. Esfera Celeste

transformagao pode ser feitas considerando-se trés rotagoes distintas. Em primeiro lugar de-
vemos deslocar a origem das coordenadas galdcticas até a interseccao dos planos equatorial
e galactico (o nodo, notado N na Fig. 1.22). Em coordenadas galacticas, esta rotagao se es-
creve simplesmente I’ — | — lcg. Em segundo lugar, devemos efetuar uma rotacao do nodo
até a origem do sistema equatorial, o ponto vernal. Isto se faz simplesmente em coordena-
das equatoriais, @« — a — ajy. Finalmente, realizamos a rotacao do plano galactico em torno
do eixo cartesiano z (uma vez que as duas rotagoes precedentes fizeram com que as origens
coincidissem. Resumindo, temos I(l — lcg, b) = Ry (9)I(a — an, d), ou:

cosbceos(l — log) 1 0 0 cos 0 cos(ax — ay)
cosbsen(l —lca) | = 0 cosi  seni cosdsen(a — ay) (1.20)
sen b 0 —seni cost sen ¢

onde 7 é a inclinacio do plano galactico, i = 62°6, log = 33° e ay = 18"49™4 = 282925 (valores
para validos para B1950 = J1949,99979, isto é, 22"9™47° de 31/12/1949 UTC, como foi definido
originalmente). Para o referencial de J2000, adota-se i = 629872, ay = 18"51™44 = 282°86, e
leg = 323932.

1.6.1 Nocgoes de trigonometria esférica

As relacgdes entre os diversos sistemas de coordenadas que vimos nas se¢des anteriores também
podem ser deduzidas a partir da trigonometria esférica. A trigonometria esférica apresenta
diferengas fundamentais em relacdo a trigonometria plana. Por exemplo, na trigonometria
plana a soma dos angulos internos de um tridngulo é sempre 180°. Em uma esfera, esta
mesma soma dos angulos internos de um tridngulo esférico esta no intervalo entre 180° e 540°
(ou entre m e 37 radianos).

Na trigonometria plana (ou Euclidiana) a distancia mais curta entre dois pontos ¢ uma
reta. Generalizando para geometrias nao planas, a distancia mais curta entre dois pontos é uma
geodésica e, em geral, ndo é uma reta. No caso particular da geometria esférica, as geodésicas
sao segmentos de grandes circulos. Um exemplo disto esta na Fig. 1.27.

Figura 1.27: Distancia mais curta entre dois pontos sobre uma superficie esférica (no caso, a Terra).
Cada traco cheio, a geodésica, indica a distdncia mais curta entre Sao Paulo e a Ilha da Reuniao, e
Santiago e Cartum. Qualquer projegao plana (planisfério) de uma esfera ira deformé-la.

A figura 1.28 ilustra um exemplo de tridngulo esférico. Da mesma forma que um tridngulo
plano é definido por retas, o tridngulo esférico é definido por segmentos de grande circulos.
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Figura 1.28: Triangulo esférico
com vértices A B C sobre a su-
perficie de um hemisfério (meia
esfera). Os lados do tridngulo,
a,b e c, sao segmentos de gran-
des circulos. A origem da esfera
(centro) est4 no ponto O.

Vamos supor que a esfera onde se encontra o tridngulo tem raio unitéario. Isto significa que os
modulos dos vetores @i, OB ¢ OC sio iguais a 1 e os angulos a, b e ¢, quando medidos em
radianos, correspondem aos comprimentos dos arcos BC', AC' e AB, respectivamente.

O produto escalar dos vetores OB e OC' ¢ igual a cos(a) assim como OA - OB = cos(c) e
O4.0C = cos(b). Na figura 1.28 os pontos B’ e C’ sao as projegoes dos vértices B e C' no
eixo OA. Assim, o produto escalar OB - oc pode ser escrito como

OB -0C = (0B +B'B)- (0C" + C'C).

— —
Mas OB’ L ¢'C e OC" L. B'B (pois OB’ e O?’ estao sobre o eixo OA e C@ e B'B sao, por

definigao, perpendiculares a este eixo). Obtemos desta forma,

OB-0C=0B -0 +BB-CC.

e T e I o .
Como OB’ || OC’, entao OB'-OC" = cos(b) cos(c) e, por outro lado, B'B-C'E% = sen(b) sen(c) cos(A),
o que resulta em:

cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c) cos(A), (1.21)
conhecida como formula fundamental da trigonometria esférica. Esta formula também é valida
através da permutagao circular A - B — C' — A.

Figura 1.29: Comprimento de segmentos de arco. O segmento A’ B’
faz parte do circulo principal (equador), o segmento AB, do pequeno
circulo de latitude .

O comprimento de um segmento de arco de um grande circulo é simplesmente o seu valor
em radianos multiplicado pelo raio da esfera.
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A Eq. (1.21) pode ser usada para determinarmos a distdncia mais curta, Dz, entre 2
pontos no globo terrestre com longitude e latitude (A1, ¢1) e (A2, p2):

D15 = R arccos [sen 1 sen g + €os @1 €os g2 cos(Aa — A1)] ,

onde R é o raio da Terra. Aqui estamos supondo que a Terra seja uma esfera (veremos na
Sec. 3.1 que isto ndo é a melhor aproximagao da forma da Terra).

Por exemplo, a ctipula do telescopio do IAG/USP na Cidade Universitaria tem coordenadas
A1 = 46°44'7" o1 = —23°33/34" (negativo pois esta no hemisfério Sul), e a ctipula do telescopio
Gemini Norte esta em Ay = 155°28'08" e o = +19°49'26”, logo a distancia entre estes dois
lugares é d = 12.731 km (levando em conta a forma da Terra, esta distancia é de 12.721 km,
uma diferenga inferior a 0,08%).

No caso dos pequenos circulos é diferente. Consideraremos aqui apenas os pequenos circulos
paralelos ao circulo principal (isto ¢, as latitudes ou declinagoes). Neste caso temos (Fig. 1.29):

AB = A'B'cosp = (As — Ap) cos @, , (1.22)

onde ¢ ¢é a latitude do segmento de arco AB e Ay e Ap sdo as longitudes (ou ascensao reta)
de Ae B.

Notemos que a distancia mais curta entre os pontos A e B na mesma latitude ¢ é dada
pela Eq. (1.21), isto é:

—

AB s curta= arccos {sen2 ¢ + cos? pcos(Ag — )\B)} .

Para o caso em que a separagao seja pequena, i.e. 6y = (Ag — Ap) < 1 (em radianos), temos:

62 62
AB s curta™ arccos [sen2 w+ cos? w— 3)‘ cos? gp] = arccos [1 — E)\ cos? %)

—

= ABmais curta™ (5,\ COS .
Quanto mais proximo do equador (¢ — 0), melhor é esta aproximagao.

Tradicionalmente, a milha ndutica é definida como o segmento de arco que corresponde
a 1’ sobre a superficie da Terra. Assim, por exemplo, um arco na superficie terrestre de
comprimento igual a 1 radiano (igual a 3437,75 minutos de arco) equivale a 3437,75 milhas
néuticas.

Sabendo-se que a circunferéncia equatorial da Terra mede aproximadamente 40.075 km,
podemos concluir que uma milha nautica corresponde a 1,855 km.

Linha de rumo: loxodromia

A curva sobre uma esfera que cruza os meridianos com um angulo constante é chamada de
linha de rumo ou loxodromia (do grego, “caminho obliquo”). Esta é a trajetoria utilizadas por
navios e avides que mantém um rumo constante em relagao aos pontos cardeais. Apesar de ser
a rota mais simples de ser seguida, ela nao é um grande circulo (exceto no caso particular de
seguir exatamente a diregdo Norte—Sul, ao longo de um meridiano). Logo, a loxodromia nao é
o caminho mais curto entre dois pontos sobre uma esfera (Fig. 1.30).

O conceito de loxodromia foi estudade popularizado pelo matemético portugués Pedro Nu-
nes (1502-1578), também conhecido por sua traducao do “ Tratado da Esfera’, de Sacrobosco.
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~135° —90° —45°

Figura 1.30: Linhas de rumo (loxodromia) em uma esfera (esquerda) convergem para os polos (exceto
as linhas com inclinacdo zero, i.e, ao longo das latitudes). A linha azul faz um angulo constante de 45°
com os meridianos; a linha laranja tem um angulo de 80° (a partir do Norte, em sentido horario). Na
projecao de Mercator (direita, limitado aqui entre as latitudes +75°), as loxodromias sao linhas retas.

Sobre uma esfera de raio r, uma loxodromia pode ser escrita em forma paramétrica, pela
posigao cartesiana [x(A), y(A), z(A)], como:

. cos A
~ cosh[(A — o) cot a]

— sen A onde —fl<A</, (1.23)
cosh[(A — Ag) cot @]

[z = rtanh[(A — X\g) cot o] ,

onde ¢ é o comprimento da curva de rumo, ¢ = 27/ cos« e o dngulo « é medido a partir o
Norte em sentido horario é constante ao longo da loxodromia (Fig. 1.30).



Capitulo 2

Tempo

2.1 Escalas de Medida de Tempo

2.1.1 Introdugao

Desde a antiguidade, as medidas de tempo foram baseadas nos movimentos aparentes dos
astros. Isto se deve ao fato de que estes movimentos sdo extremamente regulares e, em muitos
casos, facilmente observaveis. Foi somente no século XX, com o advento da fisica quéntica, que
as escalas de tempo passaram a serem baseadas em transigoes atdmicas.

De qualquer forma, mesmo sendo o tempo padrao definido em termos da fisica atémica,
as escalas de tempo que utilizamos ainda sao baseadas nos movimentos da Terra, Sol e Lua.
A rotagao da Terra em torno do seu eixo, por exemplo, é praticamente uniforme e pode ser
medido de maneira muito precisa observando-se o movimento aparente das estrelas.

2.1.2 Movimento e tempo

Historicamente, as medidas de tempo estao relacionadas com o movimento da Terra e dos
astros. Muitas das unidades de tempo que usamos estao relacionadas a ciclos astrondémicos.
A escala bésica de medida do tempo, baseada no periodo de rotacao da Terra em torno do seu
proprio eixo, é chamado dia. A definicdo precisa do dia depende do ponto de referéncia que
se utiliza para medi-lo (como veremos mais abaixo, onde definiremos com precisao este e as
demais escalas de tempo aqui apresentadas).

Temos também uma escala de tempo natural definida pelo periodo de rotagdo da Lua em
torno da Terra, o més. Novamente, a defini¢cao precisa de més lunar depende de como medimos
o periodo de translagdo da Lua, em relagdo as estrelas ou ao Sol. O més pode ser dividido
em quatro partes correspondendo as fases da Lua (Lua cheia, quarto minguante, crescente
e Lua nova), definindo-se aproximadamente assim a semana (mas note que a semana nao
corresponde a um ciclo astronémico).

Finalmente, temos o periodo correspondente a translagao da Terra em torno do Sol, o ano.
Este pode ser ainda dividido em quatro, de acordo com as estagoes do ano (primavera, inverno,
outono e verao).

2.1.3 Tempo sideral

O dia sideral é definido como o intervalo de tempo entre duas passagens consecutivas do
ponto vernal pelo meridiano do observador. Exceto por efeitos pequenos devido as flutuagoes
na rotagao da Terra, a hora sideral local é simplesmente o dngulo horario do ponto vernal
(H, nas coordenadas horarias). A hora sideral verdadeira é o angulo horario do equindcio
verdadeiro da data, assim como a hora sideral média é o &ngulo horario do equinécio médio
da data (as defini¢oes de médio e verdadeiro neste caso estdo relacionados & nuta¢do como
veremos na se¢ao 3.2).

Versao 09/02/2018 Gastao B. Lima Neto — IAG/USP
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Devemos notar que a definicao de tempo sideral é feito em termos do ponto vernal e nao
utilizando as estrelas como referencial (veja a figura 2.1). Assim, exceto pelo movimento do
ponto vernal em relagdo a um referencial inercial (devido & precessao dos equindcios), o dia
sideral é uma medida direta da rotagao da Terra em torno do seu préprio eixo. O tempo sideral
pode entao ser determinado diretamente pelo movimento aparente dos astros na esfera celeste.

Para cada meridiano terrestre podemos definir uma hora sideral local que se relaciona com
a hora sideral de Greenwich pela relagao:

tempo sideral local = tempo sideral de Greenwich + longitude

onde a longitude é positiva se for medida a leste de Greenwich e negativa & oeste. Lembre-se
que a longitude deve ser convertida em unidade de tempo antes de ser somada ao tempo sideral
de Greenwich (ou seja, se for dada em graus, devemos dividi-la por 15). A vantagem em se
definir o tempo sideral a partir do meridiano de Greenwich é que existe uma relagao empirica
entre esta hora (ou simplesmente tempo sideral) e o tempo universal que seré definido mais
abaixo.

O dia sideral tem por defini¢ao 86.400 segundos de tempo sideral; em outras palavras po-
demos definir o segundo de tempo sideral como a fra¢ao 1/86.400 do dia sideral. Como veremos
a seguir, a defini¢do de segundo varia segundo o sistema de tempo utilizado. Utilizando-se o se-
gundo definido pelo sistema internacional de unidades (SI), o dia sideral tem aproximadamente
23P56M450989.

Se, ao invés de definirmos o dia em relagdo ao ponto vernal, mas em relagdo as estrelas
fixas, teremos o dia estelar. A diferenca entre o dia sideral e estelar é inferior a um centésimo
de segundo.

2.1.4 Tempo solar, tempo universal e tempo civil

O tempo solar é baseado na rotacao da Terra em relagao ao Sol. Esta defini¢ao difere do tempo
sideral, uma vez que a Terra tem um movimento de translagdo em torno do Sol ao mesmo
tempo em que gira em torno de si mesma (Fig. 2.1). E este movimento combinado que define
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o tempo solar. Assim, o tempo solar é baseado no dia solar que é equivalente & nogao intuitiva
que nos temos do dia, relacionado ao movimento diurno aparente do Sol.
Existem duas defini¢oes distintas de tempo solar:

tempo solar local aparente ou verdadeiro, dado pela posi¢ao aparente do centro do disco
solar. Esta é uma medida de tempo muito irregular mas é a mais intuitiva; ela estéa di-
retamente relacionada ao tempo medido em um relégio de Sol. Estd em desuso em
astronomia desde 1965.

tempo solar médio, definido como o angulo horario do Sol médio +12" (para que o dia
comece a meia-noite). O Sol médio é um objeto ficticio que se move ao longo do equador
celeste a uma velocidade uniforme, enquanto que o Sol verdadeiro move-se ao longo da
ecliptica com um ritmo nao uniforme (devido principalmente a elipticidade da orbita da
Terra, a inclinagao da ecliptica e as perturbagoes devido & Lua e aos planetas, cf. Fig.

2.2).
®Sol verdadeiro
| médio S}?I médio
22h:s: 23h 1h:ey 2h 2h 8 ah
h 3h
20h 2th S0l medio 1h  23h ok ah 1heauadof 5h
equedol 5, equedor @S0l verdadeiro
>
%% Sol verdadei ro@
%
(A &,
R T,

@

01/03/99 14/04/99 05/05/99

meridiano
local

meridiano meridiano
local local

Figura 2.2: Diferenga entre o Sol verdadeiro (aparente) e o Sol médio, que é aproximadamente a
projecao do Sol aparente sobre o equador celeste. Para diferentes dias do ano, o Sol verdadeiro pode
tanto estar atrasado em relagdo ao Sol médio (p.ex. 01/03) como adiantado (p.ex. 05/05). Por volta
do dia 14/04 a passagem meridiana de ambos coincidem. As horas sobre o equador celeste indicam o
valor da ascensao reta aproximada naquele ponto.

Se nés marcamos a posi¢ao do Sol (verdadeiro) exatamente ao meio-dia civil (o momento
da passagem meridiana do Sol médio, ou seja, o meio-dia marcado pelo relogio) durante todo
um ano, veremos que estas posi¢oes do Sol tracam uma figura de um “oito” na esfera celeste,
como mostra a Fig. 2.3. Esta figura é chamada de analema. De fato, podemos fazer esta
experiéncia a qualquer momento do dia, o importante é usar a mesma hora local (hora legal,
sem levar em conta a eventual horéario de verao) durante o ano todo.

A diferenga entre o Sol verdadeiro e o Sol médio é conhecida como equag¢do do tempo:

equacao do tempo = tempo solar médio — tempo solar verdadeiro .

Esta equacao do tempo pode ser interpretada como a diferenca entre a ascensao reta do Sol
médio e a longitude ecliptica do Sol verdadeiro (g — A@).

Os dois principais termos da equagao do tempo (Fig. 2.4) vém da inclinagao da ecliptica e
da elipticidade da o6rbita da Terra. A oscilagao do Sol verdadeiro em torno do Sol médio devido
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Figura 2.3: Esquerda: Analemas observaveis em Sao Paulo, a posi¢ao aparente do Sol verdadeiro
(circulos laranjas), exatamente ao meio-dia civil (12h no relégio), ao amanhecer (7h30) e no final da
tarde (17h) durante todo um ano (o primeiro dia de cada més esta indicado). Note que no verdo, o
Sol passa muito proximo do zénite. Direita: Analema de Oslo no hemisfério norte para comparagao.
Note que a trajetoria aparente do Sol parece invertida. Por estar distante da regido dos tropicos,
o analema tem uma altura menor do que m S&o Paulo. A grade de linhas cinzas correspondem as
coordenadas horizontais, com o zénite indicado no topo e a linha do horizonte local na parte inferior
das figuras (o horizonte astronémico, um grande circulo de altura zero e o horizonte “geografico”, com
suas irregularidades.

a obliquidade da ecliptica pode ser deduzido facilmente a partir das equagoes de transformacgao
de coordenadas eclipticas para equatoriais. Tomando Sz = 0 temos:

€os 0 COS Ol = COS Ag
(2.1)
€Os 0@ SeN () = SN \m COSE = COS A\@ SEN (c) = COS O SN A\ COS € .
Subtraindo cos ag sen \s de ambos os lados, a Eq. (2.1) pode ser escrita como
sen(ag —Ag) = (cose — 1) cos ag sen Ag
= (cose — 1)sen(ap + A\g) + (1 — cose) cos g sen ag (2.2)
= % SQH(CM@ =+ )\@) .
Como ag = Ay podemos escrever finalmente:
e ~ Ao — tan®(g/2) sen(2)a) . (2.3)

A equagao (2.3) nos diz que a obliquidade da ecliptica faz com que, a cada 6 meses, o Sol
verdadeiro (Ag) ultrapassa o Sol médio (o) para, em seguida ser ultrapassado. Em outras
palavras, o Sol verdadeiro oscila em torno do Sol médio com um periodo de 6 meses com uma
amplitude tan?(g/2) ~ 9,9 minutos (isto ¢, o Sol verdadeiro pode adiantar ou atrasar em
relagdo ao Sol médio até quase 10 minutos devido & obliquidade da ecliptica). Note que este
efeito é puramente geométrico.

Além disto, a elipticidade da orbita terrestre também provoca uma oscilagao do Sol ver-
dadeiro em torno do Sol médio, mas com um periodo de um ano (este ¢ um efeito dinamico).
Quando a Terra se encontra préoxima do periélio sua velocidade é maior do que quando ela se
encontra proxima do afélio. Isto se reflete na velocidade do movimento anual aparente do Sol,
fazendo com que seu movimento nao seja uniforme como o do Sol médio.

A soma das oscilagoes devido a obliquidade e & elipticidade (mais as perturbagoes lunares
e planetéarias, que sdo muito menores) resulta no comportamento observado da equagado do
tempo (Fig. 2.4).



30 Capitulo 2. Tempo

. .. . 2V L

jan fev mar abr mai jun jul ago set out nov dez §2 2“0—’

16 £ 1 \ \ \ \ \ \ \ \ \ o5 £=3

: 182 Sg

—_ C Jan® o <

T 120 Total 188 85

L PR Lo 103 o

E g I y \\Obllqmdade _'wg S

Q v . da ecliptica 12= %5

g 4 - *, (inclinagdo do '%% %8_
[ r .- i =

2 0 3 \ eixo da Terra) _,?,8,,,%,?,

o F -

s 15¢ 85

g f izs 889

s 8L 183 8¢

> L 4 o<

o - 10g& oo

te2 g 183 38

- 189 8¢

-16 ¢ o35 29

N o
30 90 150 210 270 330 &5 35.
Dia do ano °g o g

Figura 2.4: Equacao do tempo. A curva ‘elipticidade’ indica a contribuigao do fato da orbita terrestre
nao ser exatamente circular; a curva ‘obliquidade da ecliptica’ indica a contribuicao da inclinagao
do equador celeste (eixo de rotagdo da Terra) em relacdo a orbita terrestre. A soma destas duas
componentes mais algumas perturbagoes lunares e planetarias, resulta na equagao do tempo, mostrada
aqui em minutos, em fungao do dia no ano. Como a equagao do tempo varia lentamente com o tempo,
esta figura s6 é valida por alguns séculos.

O tempo civil, a escala de tempo que utilizamos no nosso dia-a-dia, era até os anos 70
definido pelo tempo solar médio +12", para que o dia comece & meia-noite e nao ao meio-dia.
Atualmente, a definigao precisa do tempo civil depende do tempo atémico (que veremos mais
adiante) e nao da rotacao da Terra.

Chamamos de Tempo Universal (UT, do inglés Universal Time), o tempo civil de Gre-
enwich. Historicamente, o UT era chamado GMT (do inglés, Greenwich Mean Time ou tempo
de Greenwich médio). Apesar de ultrapassada, ainda hoje a notacao GMT é utilizada em
algumas areas.

Podemos ainda corrigir o tempo universal levando em conta o movimento do polo geografico
em relacdo ao eixo de rotagdo da Terra (discutiremos este fenémeno na segao 3.3). O tempo
universal assim corrigido é chamado UT1 (e o UT sem correcao ¢ as vezes chamado UTO).

A rotacao da Terra é afetada também por efeitos periddicos ligados ao aquecimento dife-
renciado da atmosfera para cada estagao do ano. Este efeito sazonal redistribui uma grande
quantidade da atmosfera durante o ano o que provoca uma variacao do momento de inércia
total da Terra. Podemos entao o tempo universal levando-se em conta esta variagao sazonal
da velocidade de rotagao terrestre. Chamamos de UT2 o tempo universal que leva em conta
esta corregao (além da corre¢ao do movimento do polo).

2.1.5 Translacao da Terra: ano

As escalas de tempo solar e sideral sdo baseadas essencialmente no movimento diurno da esfera
celeste, o dia. Podemos também definir unidades de tempo baseadas na translagao da Terra
em torno do Sol. Esta unidade, é claro, chama-se ano. Da mesma forma que o dia, varios tipos
de ano podem ser definidos de acordo com o referencial adotado.
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Ano sideral

Chamamos de ano sideral o intervalo de tempo de uma volta da Terra em torno do Sol em
relagao as estrelas fixas, veja Fig. 2.5. Este é o periodo para que a Terra percorra exatamente
360° em relagdo a um referencial fixo (supostamente inercial). O ano sideral tem atualmente
365d 6h 9m 10s.

Figura 2.5: Ano tropico (em
relagdo ao Sol) e sideral (em
relagdo ao ponto vernal, ). A
diferenga se da devido ao movi-
mento retrégrado do ponto ver-
nal, causado pela precessao do
eixo de rotagdo terrestre (tra-
taremos disto mais adiante, na
segao 3.2).

Do ponto de vista do observador terrestre, o ano sideral é o tempo necessério para o Sol
completar 360° sobre a ecliptica. Podemos entao definir o movimento médio do Sol, ng como:

ne = 360° /365, 256366 dia = 029856091 por dia,, (2.4)

lembrando que este movimento aparente anual do Sol é no sentido direto (ascensao reta ou
longitude ecliptica crescente).

Nascimento heliacal Chamamos de nascimento heliacal quando um astro aparece logo
acima do horizonte seguido imediatamente pelo Sol. Devido ao movimento anual aparente do
Sol, a cada dia os astros nascem cerca de 4 minutos mais cedo e, assim, a cada dia apds o dia
do nascimento heliacal, vemos o astro mais tempo antes do nascer do Sol. A Fig. 2.6 ilustra o
fenémeno do nascimento heliacal.

O nascimento heliacal depende da localizagao geografica do observador, a diferenga pode
ser de varios semanas. Comparando com o exemplo da Fig. 2.6, um outro observador no Cairo,
Egito, observa o nascimento heliacal de Sirius apenas no dia 26/07 em 2008, mais de més apos
o observador de SP.

Ha uma variacao lenta da data em que ocorre o nascimento heliacal de um astro devido
a precessao dos equindcios (discutido na Sec. 3.2). Tomando novamente o exemplo de um
observador no Egito, por volta do ano 2000 A.C. o nascimento heliacal de Sirius era por volta
do dia 9 de julho.

A observacgao do nascimento heliacal de estrelas (proximas da ecliptica) permite a deter-
minac¢ao empirica da duracao do ano sideral. Foi desta forma, inclusive utilizando a estrela
Sirius, que os antigos egipcios determinaram a duragdo do ano ha mais de 4000 anos.
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Figura 2.6: Nascimento heliacal de Sirius para um observador em Sao Paulo. No painel de cima, o Sol
nasce um pouco antes da estrela Sirius. Neste dia, Sirius nao é observada, ofuscada pelo Sol. Alguns
dias depois (painel de baixo) Sirius nasce antes do Sol e pode ser observada por alguns instantes. O
dia em que Sirius é observada pela primeira vez é o dia do seu nascimento heliacal.

Ano tropico

O ano trépico é o intervalo médio de tempo entre duas passagens consecutivas do Sol pelo
ponto vernal. Quando o Sol se encontra no ponto vernal sua declinagao é zero (pela propria
definigdo do ponto vernal). No dia em que o Sol estd no ponto vernal, o dia e a noite tém
aproximadamente 12 horas cada, e por isto, esta data é chamada de equindcio (de Outono
no hemisfério Sul e de Primavera no hemisfério Norte). Aproximadamente 6 meses depois, o
Sol cruza novamente o equador celeste no ponto oposto ao ponto vernal e temos novamente
um equinécio (de Primavera no hemisfério Sul, de Outono no Norte). Entre os equindcios
de Outono e Primavera (do hemisfério Sul) a declina¢do do Sol atinge um méximo para,
seis meses depois, atingir um minimo. Estes extremos sdo chamados de solsticio (de Verao no
hemisfério Sul quando a declinagao é minima, de Inverno no hemisfério Sul quando a declinagao
¢ maxima). Estes quatro pontos sdo chamados estagdes e definem (como diz o nome) o inicio
das estagoes do ano. Por sua defini¢ao, o ano trépico corresponde & nossa nocao intuitiva de
ano, como sendo o tempo necessario para que as estacoes do ano se repitam.

Como o ponto vernal se move em relagao as estrelas fixas (devido a precessao dos equiné-
cios, como veremos em detalhes na segao 3.2), o ano tropico difere ligeiramente do ano sideral.
O ano tropico tem atualmente uma duragao de 365d 5h 48m 45s (ou 365,24219 dias), sendo
um pouco mais curto que o ano sideral, ja que o ponto vernal tem um movimento retrégrado.
Devido as irregularidades do movimento da Terra, tanto da precessao e nutacdo como da
translacao, a duracao do ano trépico varia como mostra a Fig. 2.7.

Devido a esta variagdo, é mais conveniente definir o ano trépico em termos do movimento
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médio do Sol ao longo da ecliptica, de forma que um ano é o intervalo de tempo necessério
para o Sol médio percorrer 360°. A duracao deste movimento médio varia lentamente com o
tempo da seguinte forma, baseada em J. Laskar, por sua ver baseado em Simon Newcomb:

ano tropico = 365, 24218967 — 6,1536 x 1075t — 7,29 x 10752 + 2,64 x 10773 dias, (2.5)

onde ¢ é medido em milénio juliano de 365250 dias, veja Eq. (2.8) na segao 2.3.

Ano anomalistico

Como a orbita da Terra é uma elipse, também podemos definir um ano como o intervalo entre
duas passagens da Terra pelo periélio. Este ano é chamado anomalistico e tem uma duragao
de 365d 6h 13m 53s, sendo um pouco mais longo que o ano sideral devido & precessao da
orbita terrestre (que é no sentido direto e nao retrogrado como o movimento do ponto vernal).
Atualmente, a Terra passa pelo periélio por volta do dia 3 de janeiro, e pelo afélio por volta
do dia 5 de julho (veja a tabela 4.14 na pagina 127).

O ano anomalistico aparece naturalmente quando resolvemos o chamado problema de
Kepler (dois corpos ligados gravitacionalmente) para o sistema Sol-Terra.

Ano draconiano

A orbita da Lua também define um grande circulo na esfera celeste. Assim como a interseccao
do equador celeste com a ecliptica definem dois pontos precisos (nos equindcios de margo e
setembro), a intersecgdo da projegao da orbita lunar na esfera celeste e a ecliptica também
definem dois pontos de referéncia, os nodos ascendente e descendente. O intervalo entre duas
passagens do Sol pelo nodo ascendente define o ano draconiano, cuja duragdo média atual é
aproximadamente 346,62 dias.

O ano draconiano esté relacionado com o ciclo de recorréncia das eclipses (uma vez que
os eclipses apenas ocorrem quando o Sol e a Lua estdo proximos dos nodos ascendente ou
descendente), correspondendo a 1/19 do ciclo de saros (isto seré visto na segao 4.10).

O nome “draconiano” vem de dragao, pois havia uma lenda em que um dragdo vivia
proximo dos nodos e de vez em quando tentava comer o Sol ou a Lua (durante os eclipses).
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2.1.6 Translagcao da Lua: més

Da mesma forma que a translacdo da Terra define o ano, a translagao da Lua em torno da
Terra deu origem ao més. Devemos notar, contudo, que o movimento da Lua é extremamente
complexo e as irregularidades no seu movimento muito mais importantes do que, por exemplo,
o movimento de translagao terrestre.

Meés sinodico

O més sinodico ou lunagdo é, por definigdo, o intervalo de tempo entre duas configuragoes
idénticas e sucessivas, por exemplo duas “Luas Novas” (quando a Lua se encontra entre a
Terra e o Sol) ou duas “Luas Cheias” (quando a Lua se encontra em oposi¢ao). O més sinodico
corresponde portanto ao intervalo entre duas fases iguais da Lua, veja Fig. 2.8. O més sinddico
tem atualmente uma duracdo média de 29,53059 dias (29 dias, 12"44™259).

Figura 2.8: Més sinodico (em
relagao ao Sol) e sideral (em re-
lagdo as estrelas fixas). O trago
espesso (azul) representa o mo-
vimento na Lua no espago (to-
talmente fora de escala...).

Devido & complexidade da 6rbita lunar, em razao da perturbacao da Terra, dos planetas
e do Sol, da excentricidade e da inclinacdo de sua oOrbita, a duragdo real do més sinddico
pode variar de 7 horas em torno do valor médio (Fig. 2.9). As lunac¢oes mais longas ocorrem
quando a Terra esté préoxima do periélio e as lunagoes mais curtas quando a Terra esta proxima
do afélio. Entre 1850 e 2150 as lunagoes mais curtas (sempre em junho) sdo em: 1885 (29d 6h
33,7m), 2053 (29d 6h 35,0m), 1903 (29d 6h 35,3m), 2071 (29d 6h 35,6m), 1876 (29d 6h 35,9m).
As lunagoes mais longas (em dezembro): 1973 (29d 19h 54,9m), 2150 (29d 19h 54,5m), 1955
(29d 19h 54,0m), 2132 (29d 19h 51,3m).
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Figura 2.9: Duracao de uma lunagao (més sinodico, periodo entre duas luas novas) em um periodo de
200 anos. No eixo a direita é mostrada a variagado em horas em relagao ao periodo médio de lunagao.

E o més sinddico que deu origem ao més utilizado nos calendarios (a recorréncia das fases
da Lua).
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“Super Lua”, “Mini Lua” e “Lua Azul” Alguns termos referentes & Lua tem se popula-
rizado e geralmente ganham algum destaque nos meios de comunicacao.

A chamada “Super Lua’ corresponde a Lua Cheia quando ela se encontra proxima do
perigeu e, portanto, tem um tamanho aparente maior e um brilho maior que na maioria
das vezes. Como o tamanho aparente é proporcional ao quadrado da distancia e tomando
a distancia média da Lua como 384.399 km, a 4rea aparente da Lua é cerca de 14% maior
quando esta esta proxima do perigeu (os menores valores do perigeu sdo em torno de 356.500

km).
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Uma “Mini Lua” é o inverso, a Lua Cheia ocorre préoxima do apogeu e, consequentemente,
o tamanho aparente da Lua e seu brilho sdo menores. A Fig. 2.10 mostra alguns dos fenémenos
de super e mini Lua utilizando um corte arbitrario (cerca de 140 km do perigeu e apogeu,
respectivamente). No intervalo entre 1916 e 2116, as maiores Super Luas sao de 14/02/1930,
25/11/2034 e 06/12/2052.

“Lua Azul’ é o nome que se da & segunda Lua Cheia em um dado més. Como o periodo
sinddico é menor que a duragao de um més (exceto Fevereiro), é possivel ocorrer uma Lua
Cheia no inicio do més e outra Lua Cheia no final. O “azul” do nome nao tem nenhuma relagao
com a cor da Lua, é apenas um nome, talvez derivado do termo em inglés, blue moon.

Meés sideral

O meés sideral é o periodo de translagdo da Lua em relacdo a um referencial fixo. A duragéo
média de um més sideral é de 27,3217 dias. A diferenca com o més sindédico se explica pelo
fato deste depender de uma composi¢ao do movimentos da Terra e da Lua (Fig. 2.8).

O més sideral é exatamente igual (com uma precisdo de 0,1 segundos) ao “dia” sideral
lunar, isto é, o periodo de rotacdo da Lua em torno dela mesma. E por esta razio que sempre
vemos a mesma face da Lua (na realidade vemos cerca de 59% da superficie lunar devido as
perturbagoes solar e planetarias, além da inclinagao relativa da orbita lunar).

Ciclo de Meton

O filésofo e astronomo Meton de Atenas descobriu no século ¥ A.C. que o periodo de
19 anos (tropicos) ocorriam 235 lunagoes (meses sinodicos). Em outras palavras, o periodo
19 x 365,24219 = 6939,60 dias é muito préximo de 235 x 29,5306 = 6939, 69, isto é uma
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diferenga da ordem de 2 horas em 19 anos. Este periodo de 19 anos, ou 6040 dias, é chamado
de Ciclo Metdnico.

Isto significa que a cada 19 anos as fases da Lua caem aproximadamente no mesmo dia
do ano. Por exemplo, nos anos 1959, 1978, 1997, 2016, 2035, 2054 tem uma Lua Cheia que
ocorre no dia 20/06. Apos alguns ciclos de 19 anos, o excesso de 2 h faz com que a fase da Lua
nao acontega exatamente na mesma data do calendéario. Além disto, temos os anos bissextos
que introduzem uma descontinuidade na contagem dos dia e as lunagdes que podem variar de
algumas horas de més para outro. Assim, o mais frequente é que haja uma pequena variacao
de um dia para mais ou para menos em torno do ciclo de Meton, como ilustra a tabela 2.1.

Tabela 2.1: Exemplo do ciclo de Meton e a recorréncia da mesma fase da Lua nas mesmas datas
(aproximadamente) a cada 19 anos.

Ano Data da Lua Cheia (UTC)

1060: 13/01, 12/02, 13/03, 11,04, 11/05, 09/06
1979:  13/01, 12/02, 13/03, 12/04, 12/05, 09/06
1998: 12/01, 11/02, 13/03, 11/04, 11/05, 10/06
2017: 12/01, 11/02, 12/11, 11/04, 10/05, 09/06
2036: 13/01, 11/02, 12/03, 10/04, 10/05, 08,06
2055:  13/01, 11/02, 13/03, 11/04, 11/05, 09/06

2.1.7 Tempo dinamico

O tempo dindamico (TD) é a variavel independente que aparece nas equagoes de movimento
dos corpos celestes. Na fisica newtoniana a escala de tempo dindmico é absoluta (invariante
para qualquer observador). Contudo, segundo a teoria da relatividade, o tempo dindmico
depende do sistema de coordenadas utilizado. Assim defini-se o tempo dindmico terrestre,
TDT, referente & Terra, e o tempo dindmico baricéntrico, TDB, referente ao baricentro do
sistema solar (aproximadamente o centro do Sol). A menos que se queira uma precisdo muito
alta (inferior a um milissegundo) podemos admitir que TDT = TDB = TD.

Tempo Terrestre (antigo Tempo das Efemérides)

Ja nos anos 1920 ficou claro que a escala de tempo baseada no dia solar sofria de muitas
irregularidades devido & rotacgao terrestre, principalmente devido & diminuicdo progressiva da
velocidade de rotacao da Terra causado pelos efeitos de maré luni-solar. A necessidade de uma
escala uniforme levou ao desenvolvimento do tempo das efemérides (ET) nos anos 1940 e sua
adoc@o em 1952, baseada nas equagoes de movimento dos planetas e da Lua. Para tanto, foi
introduzido um fator de conversao entre o tempo universal e o tempo das efemérides, AT =
ET-UT.

Considerando-se, na época, que o ano tropical era mais significativo que o ano sideral, foi
decidido em 1956 que a unidade fundamental de tempo seria o segundo definido como a fragao
1/31.556.925,9747 do ano tropical médio de 1900 (com inicio as 12h do dia 31 de dezembro,
ou “0 de janeiro”). Para isto, foi utilizada a expressdo de Newcomb que nos da a longitude
média do Sol em relagdo ao equindcio médio da data:

L = 279°41/48"04 + 129.602.768/ 13T + 108972 (2.6)

de onde o tempo em segundos para o Sol completar uma volta de 360° é:

360° x 60’ x 60"
129.602.768713

x 36525dias x 86400s/dia = 31.556.925,9747s de efemérides .
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Na expressao (2.6), T' é medido em séculos julianos, que sera definido mais abaixo na segao
2.3.

A diferenga entre o tempo universal (solar) e o tempo das efemérides, AT, ndo pode ser
predita com precisao pois depende dos movimentos irregulares da Terra que s6 sao conhecidas
apos as observagoes serem feitas, e comparando-se as posi¢oes preditas dos astros pelas teorias
dindmicas com as observagoes. Nao podemos portanto prever o valor de AT para periodos
superiores a alguns anos. Spencer Jones propos a seguinte formula aproximativa:

AT = 68,0 + 102,37 + 29,9572 + 1.821B (seg) , (2.7)

onde T" medido em séculos julianos e B depende das irregularidades da rotagao terrestre, nao
pode ser previsto e podendo chegar a dezenas de segundos em moédulo. Os trés primeiros termos
do segundo membro da expressao (2.7) representam o movimento uniformemente acelerado de
freagem da rotagao da Terra. Os valores medidos ou deduzidos de AT de 1600 a 2013 (além
das previsoes até 2022) sao mostradas no grafico 2.11.
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Figura 2.11: AT = TT—UT (ou, antigamente, ET—UT, como sera visto mais abaixo) em segundos.
Os valores para os anos superiores a 2017 sdo previsoes (pontos verdes) cujas incertezas sdo de cerca de
1 segundo para o ano 2020 e ~ 5 segundos para 2026. A parabola (linha continua em cinza) representa o
comportamento secular esperado quando consideramos vérios séculos para o passado ou futuro. Fonte:
IERS Rapid Service/Prediction Center

A partir de 1984, passamos a utilizar o tempo dindmico (TD) ao invés do tempo das
efemérides (ET). Posteriormente, a partir de 1991, o TD passou a se chamar Tempo Terrestre
(TT), usado até hoje. A escala de Tempo Terrestre é, na pratica, uma continua¢ao da escala
de tempo das efemérides, porém sua definicdo depende do tempo atémico.

2.1.8 Tempo atdmico

A defini¢ao do sistema de tempo atomico (TAI, Tempo Atémico Internacional) nao esté rela-
cionado & astronomia mas sim a fisica atomica. O tempo atéomico é baseado em uma transi¢ao
hiperfina do Césio-133, correspondente a uma radiagdo em micro-ondas de cerca de 3,26 cm
ou 9,19 GHz.

Até os anos 1920, ndo havia relogio tao estavel como a rotagdo da Terra. Esta situacao
muda nas décadas seguintes. O primeiro relégio atdémico de Césio foi construido em 1955
e, em 1958, apos extensiva comparagao com medidas astrondmicas, foi estabelecido que um
segundo de tempo equivale a 9.192.631.700 ciclos da frequéncia de transi¢do hiperfina do nivel
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fundamental do Césio. Em 1967, a unidade de segundo do Sistema Internacional de unidades
deixa de se basear na rotacao da Terra e é redefinido pela freqiiéncia de transicao heperfina
do Césio.

Desde 1972, o TAI é utilizado oficialmente como escala de tempo padrao a partir do qual
as outras escalas de tempo podem ser derivadas. A grande vantagem do TAI sobre o tempo
dindmico é que o TAI nao depende da analise das observac¢oes dos movimentos dos astros
e pode ser obtido imediatamente. Além disto, o TAI é determinado com uma precisdo de
3 x 10716 segundos, isto é, uma precisdo de 1 segundo em 100.000.000 anos (um bom relégio
comercial tem uma precisao de 1 segundo em alguns dias). Em um futuro préoximo a precisao
do TAI pode chegar a 2 x 107! segundos, isto é, 1 segundo em ~ 16 bilhdes de anos (veja
Fig. 2.12 para uma visao global da evolugao da precisao da medida da passagem do tempo).
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Em 1972, quando foi introduzido, a relagdo entre o TAI e o tempo das efemérides, ET,
foi fixado da seguinte forma: ET = TAI + 32,184 s; atualmente, utilizamos TT = TAI +
32,184 s. Desta forma, a escala “TAI + 32,184” pode ser considerada como uma extensao da
escala baseada no tempo terrestre (antigo tempo das efemérides).

Finalmente é importante notar que o segundo do tempo atoémico foi definido de forma a
ser idéntico a fragao 1/31.556.925,9747 do ano tropico de 1900. Isto é, um segundo do TAI foi
fixado de forma a ser idéntico ao segundo médio medido em 1900, de acordo com a defini¢ao
do segundo do Sistema Internacional feita em 1958.

Esta definicdo do segundo tem uma consequéncia importante quando comparado com o
segundo baseado na rotagao da Terra (em tempo universal) como veremos a seguir.

2.1.9 Rotacgao da Terra

Antes dos relégios atdomicos, a rotacao da Terra servia como base para medir a passagem do
tempo. Em 1959, logo depois que o tempo atémico comegou a ser utilizado (mas nao ainda
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oficialmente), foi determinado precisamente a diferenga entre o tempo medido pela rotagao
terrestre em relagao a um referencial inercial (o dia sideral) e por transigdes atomicas.

A rotacdo precisa da Terra é complexa. Em primeiro lugar existe um efeito cumulativo que
diminui a velocidade de rotagao da Terra (Fig. 2.13). Este efeito é principalmente devido ao
efeito de maré causado pela Lua e, em menor parte, pelo Sol. Este fenomeno é analogo a uma
colisao ineléstica: o efeito de maré provoca um movimento dos oceanos que, devido ao atrito
com o fundo do mar, dissipa a energia cinética de rotagdo da Terra mas, por outro lado, o
momento angular total do sistema Terra—Lua e Terra—Sol, se conservam. Assim, a diminuigao
da velocidade de rotagdo da Terra implica em um afastamento da Lua em relagdo a Terra, de
maneira a que o momento angular total do sistema se conserve.

4

Figura 2.13: Variagdo da du-
ragdo do dia (definido como
86.400 segundos SI) em milisse-
gundos. A reta inclinada ilustra
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1,5 ms/dia/século.
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Por outro lado, outros fenémenos contribuem & complexidade da rotacao terrestre. Por
exemplo, o movimento das placas (tectonica de placas), terremotos e fluxos de matéria no cen-
tro da Terra. A distribuigdo desigual das massas de terra e mar entre os hemisférios norte e sul,
provocam um aquecimento diferente da atmosfera nestes hemisférios. Esta desigualdade pro-
voca uma variagao sazonal no momento de inércia terrestre (devido & dilatagdo da atmosfera)
que atua na rotacao da Terra (2.14).

Atualmente, a frenagem (desaceleragao) da rotagao terrestre é estimada em cerca de 1,5 a 2
milissegundos por dia por século. Isto significa que a duracao do dia 12 de janeiro de 2000 seria
tipicamente cerca de 0,002 segundo mais longo que o dia 12 de janeiro de 1900 (veja Fig. 2.13).
Na realidade, o fenémeno é muito mais complexo, a Terra ndo é um objeto exatamente sélido,
e a magnitude da variacao do duragao do dia pode também variar de varios milissegundos em
alguns anos. Mas a tendéncia global da frenagem é de fato dada pelo valor supracitado.

Como o segundo atdomico (igual a um segundo do Sistema Internacional) é baseado na
duragao do dia no ano 1900, hoje, quase um século depois, o dia baseado na rotacao da Terra
é, em média, cerca de 0,002 segundos mais longo. Isto significa que, em relagdo ao TAI, o
tempo universal (UTC) perde 0,002 segundos por dia e, apds cerca de 500 dias a diferenga
atinge cerca de 1 segundo. Isto ndo significa que a duracao do dia esteja aumentando de 1
segundo a cada 500 dias; isto é uma consequéncia da defini¢ao do segundo do SI como idéntico
ao segundo medido em 1900, entao baseado na rotacao da Terra.

2.1.10 Tempo universal coordenado e Tempo Legal (ou Civil)

A partir do tempo atémico internacional, defini-se o tempo universal coordenado, UTC. UTC
é simplesmente TAI mais um nimero inteiro de segundos de modo a que a diferenca entre
UTC e UT1 nao seja nunca superior a um segundo.



40 Capitulo 2. Tempo

)
w W
-

|

—_
—_— W N
TR T

=
S W
T

2.5

Figura 2.14: Variagoes sazonais da
duragao do dia (definido como 86400
segundos SI) em milissegundos. A
senoide no primeiro painel ilustra a
variagdo anual (note que ela é assi-
métrica).

—
—_— N
T T T A T T

=
S W
T

o
w
g
w
o
S
<
O
[oe]
N
=
8
S
o
<
o
=y
QO
<]
—
3
=

1/jan fev mar abr mai jun jul ago set out nov dez l/jan
data

A diferenga entre UT1 e UTC (ou TAI) é simplesmente devido a frenagem da rotagao
da Terra e das defini¢cées de segundo no TAI e no UT. Como vimos, esta desaceleracao esta
por volta de 2 milissegundos por dia por século atualmente. Este efeito é muito pequeno e s6
tem um efeito notével em intervalos de tempo geologicos. Além disto é muito provavel que a
frenagem era mais importante no passado que hoje.

Contudo, como vimos, atualmente o dia medido em tempo universal ganha cerca de 0,002
segundo (de TAI) por dia. Este efeito é cumulativo e a cada 400-500 dias (ou um ano e meio)
aproximadamente a diferenca entre UT1 e UTC chega a um segundo (Fig. 2.15). Disto vem
a necessidade da introducao de um segundo a mais no ano. Este segundo é chamado segundo
intercalar (em inglés, leap second). Por convengao, o segundo intercalar é sempre somado ao
dltimo segundo do més de junho ou dezembro, quando necessario.
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Figura 2.16: Diferenga entre os tempos ato-
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A diferenga entre o Tempo Terrestre (ou Tempo Dindmico, antigo Tempo das Efemérides)
e o UT1 é dado atualmente da seguinte forma:

AT =TT -UT1 = 32,184 + (TAI-UTC) — (UT1 — UTC),

onde (TAI — UTC) é o ntmero de segundos intercalar acumulado (veja Fig. 2.16) e UT1 —
UTC pode ser visto na Fig. 2.15.

Tempo Legal. Atualmente o tempo civil ou tempo legal (que é utilizado no dia-a-dia) é
definido a partir do UTC. Em geral o tempo civil em um dado pais é simplesmente UTC mais
(ou menos) um namero de horas correspondente ao fuso horario local (Fig. 2.17).

Idealmente, o fuso horério deveria acrescentar 1 hora para cada 15 graus na direcao leste
de Greenwich e subtrair 1 hora para cada 15 graus na diregao oeste. Por razoes geogréaficas e,
principalmente, politicas os fusos horarios sdo adaptados regionalmente seguindo fronteiras ou
divisbes arbitrarias. Por exemplo, a Espanha encontra-se praticamente toda no fuso “Oh” (o
mesmo do Reino Unido), mas adota o fuso horéario “4+-1h” (o mesmo da Alemanha). Em alguns
paifses, o fuso horario ndo é um numero inteiro (p.ex., Venezuela, India, centro da Australia).
Ja a China, apesar de toda sua extensao tem apenas um fuso horério, o de Pekin.

No Brasil, é adotada a hora oficial de Brasilia, que se encontra na longitude 47°53" ~
477883 ~ 3,192h a Oeste de Greenwich. Assim, arredondando, adotamos UTC—3h para o
fuso horério de Brasilia.

No meridiano oposto ao de Greenwich, longitude 180° Oeste ou Leste, encontra-se a linha
de mudanca de data. Ao atravessarmos esta linha imaginaria, em qualquer momento, mudamos
de data: indo no sentido do Leste (do Asia para a Ameérica, por exemplo) volta um dia no
calendario. Viajando no sentido contrario, devemos acrescentar um dia ao atravessarmos a
linha de mudanga de data. Este fato foi usado no livro de Jules Verne, “A volta ao mundo em
80 dias”.

Devido a sua extensao territorial, entre 1913 e 2008, o Brasil era dividido em 4 fusos
horarios. A partir de abril/2008 passamos a ter 3 fusos: UTC—2h no arquipélago Fernando
de Noronha e na ilha da Trindade; UTC—3h todo o litoral do Brasil, o Distrito Federal e
os Estados interiores, exceto os Estados de Mato Grosso, Mato Grosso do Sul, Amazonas,
Rondénia, Roraima e Acre que seguem UTC—4h. Contudo, em outubro de 2013, o Brasil
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Figura 2.17: Fusos horarios legais no mundo. Como os fusos horarios dependem de decisoes politi-
cas, este mapa deve ser atualizado de tempos em tempos. Quando passamos ao “horario de verao”,
acrescentamos uma hora ao fuso horario local.

voltou a ser dividido em 4 fusos horarios, de UTC—2h (dos arquipélagos do Atlantico) até
UTC—5h (Acre e parte do Amazonas) como ilustra a figura 2.18.
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/ © tica de adogao do horério de ve-
,,,,, Tropicode . R rao.
Capricornio :

Chamamos de Horario de Verao quando somamos 1 h & hora oficial local entre meados
da primavera e meados do verao, isto é, aproximadamente dois meses antes e dois meses depois
do solsticio de verdao. O objetivo da introducdo do horario de verdo é reduzir o consumo de
energia elétrica durante os meses em que as noites sao curtas. Isto s6 ocorre em latitudes
elevadas (em modulo), portanto estados do Brasil e paises proximos da linha do Equador nao
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costumam adotar o horario de verao.

2.2 Calendarios

2.2.1 Introducao

Para podermos especificar quando um dado evento ocorreu ou quando ele estd previsto, é
necessario que tenhamos nao apenas uma escala de tempo definida como também é preciso
um sistema de contagem ou medida do tempo que passa. O fenémeno peridédico mais simples
de se observar ¢ sem duvida o ciclo dia-noite. Assim, por convencao, adotou-se o dia (solar)
como unidade béasica de medicao da passagem do tempo, a cronologia.

Notemos que a palavra “dia” tem um duplo sentido: (I) pode se referir ao oposto de noite,
isto é, o periodo dominado pela luz vinda do Sol; (IT) pode se referir ao intervalo de tempo
entre duas passagem do Sol pelo meridiano do observador, isto é, o periodo de rotacao da
Terra. Geralmente, distinguimos o significado de dia pelo contexto.

A solucdo mais simples para esta medida é escolhermos uma data arbitraria, a origem do
sistema de medida e, em seguida, numerar os dias que passam. As data anteriores ao inicio da
origem podem ser referidos como dias ‘antes da origem’, por exemplo, ‘dia 1 Antes da Origem’,
‘dia 2 A.0.7, ‘dia 3 A.0.7, etc..., e os dias depois da origem podem ser chamados de ‘depois
da origem’, ‘dia 1 Depois da Origem’, ‘dia 2 D.0.’, ‘dia 3 D.0.’, etc... Tradicionalmente, nao
existe ano zero: o ano anterior a 1 D.O. é 1 A.0. e nao 0 D.O.

Para facilitar a contagem, podemos agrupar os dias em outras unidades maiores como
semanas, meses, anos, etc. Assim como o dia, algumas destas unidades também tém origem
astronomica.

E este sistema de contagem de dias, em geral a partir de uma origem arbitraria, que cha-
mamos calenddrio. Os calendarios que foram inventados ao longo da histéria humana suprem
uma necessidade de praticamente todas as sociedades de prover um meio de ‘controlar’ a pas-
sagem do tempo. De uma certa forma, este controle do tempo dado pelos calendarios servem
como ligacao entre a humanidade e os ciclos celestes; provavelmente por esta razao os calen-
dérios tiveram em véarias sociedades um carater mistico-religioso, assim como tem um papel
de identificagao socio-cultural (semelhante a um idioma). Desde a antiguidade, os calendérios
proporcionam a base para podermos planejar as mais diversas atividades individuais e sociais.

A historia do desenvolvimento dos calendérios é extremamente rica e mostra como o con-
trole do tempo, traduzido pelo controle dos calendarios, era um instrumento de poder farta-
mente utilizado desde o inicio da Historia até o Renascimento, quando a precisao exigida pelas
medidas da passagem do tempo tirou definitivamente o controle dos calendarios do clérigos e
nobres.

Atualmente existem cerca de 40 calendérios em uso (e muitos outros extintos) dos quais
cerca de meia duzia sao utilizados por praticamente toda a humanidade.

2.2.2 Base astrondémica dos calendarios

Desde a antiguidade, o movimento aparente dos astros nos serviu de referéncia para medirmos
a passagem do tempo. Os principais ciclos astrondmicos para este fim sdo: o dia (movimento
diurno do Sol devido a rotagao da Terra em torno de seu eixo), o més (ciclo das fases da Lua
devido a sua translacao em torno da Terra) e o ano (translagao da Terra em torno do Sol). A
diversidade e complexidade dos calendéarios vém do fato que estes ciclos nao sao comensuraveis
entre si, além de ndo serem exatamente constantes, por exemplo, o ano tropico (sec. 2.1.5)
nao pode ser dividido em um ntimero inteiro de dias solares (sec. 2.1.4) ou de meses sinddicos
(sec. 2.1.6).
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Os calendarios que foram utilizados durante toda a histéria da humanidade podem ser
divididos em trés categorias principais:

lunar, onde a unidade fundamental é o més, baseado na recorréncia das fases da Lua;
solar, baseado na periodicidade das estagoes do ano;

luni-solar, onde é definido um ano solar (baseado nas estagoes do ano) que é subdividido em
meses que tém aproximadamente o mesmo periodo que o més sinddico.

Semana, um ciclo nao astronémico

Notamos aqui que a semana é um ciclo artificial usado nos calendérios, sem um ciclo astrono-
mico correspondente. A semana corresponde a um periodo de 7 dias solares que se repetem
indefinidamente. Nem os meses (com excegao de Fevereiro em anos nao-bissextos) e nem os
anos possuem um nimero inteiro de semanas.

A introdugdo de um periodo de 7 dias vem da Mesopotamia, onde cada dia era dedicado
a um dos astros com movimento aparente conhecido: dia da Lua, de Marte, de Mercurio, de
Jupiter, de Vénus, de Saturno e do Sol. Estes nomes ainda estao em uso (total ou parcialmente)
em diversas linguas como, espanhol, francés, e inglés, por exemplo. O uso do ciclo de 7 dias foi
disseminado a partir da Mesopotamia por culturas biblicas, judeus e, posteriormente, cristaos.

Durante a Idade Média, a igreja catdlica tentou mudar o nome dos dias da semana para
algo menos pagao, distanciando o calendario dos deuses greco-romanos (por sua vez ligados
aos planetas, Lua e Sol). Apenas em Portugal esta mudanga teve sucesso e, por isto, os dias
da semana seguem uma ordem numeérica: segunda, terca, quarta, quinta e sexta-feira. o nome
Sabado vem do Hebreu, Shabbat — o dia do repouso —, e Domingo vem do Latim, Dominica —
o dia do Senhor.

2.2.3 Calendario Egipcio

Os egipcios ja usavam calendarios hé cerca de 6 mil anos atras. O calendério egipcio daquela
época era solar, baseado no inicio das cheias anuais do Nilo, tendo inicialmente 360 dias.
Quando os egipcios passaram a utilizar a posigao relativa da estrela Sirius em relagao ao Sol,
notou-se que eram necessarios mais 5 dias (totalizando 365) na duragao do ano. Posteriormente,
com observagoes mais precisas, os egipcios concluiram que era necessario acrescentar um dia
a cada 4 anos para compensar um lento deslocamento da posigdo do Sol: concluiu-se que a
duragao do ano era de 365,25 dias.

Diferente das culturas de climas temperados, os egipcios dividiam o ano em trés estacoes:
a estacao da enchente do Nilo, a estacao da semeadura, e a estagao da colheita.

2.2.4 Calendario Romano

O calendéario romano era de origem lunar, com um ano de 10 meses, baseados no ciclo lunar,
com 30 ou 31 dias: martius, aprilis, maius, junius, quintilis, sextilis, september, october, no-
vember, december. Um ano tinha 304 dias. Cerca de 61 dias, durante o inverno, simplesmente
nao eram contados.

Posteriormente, o calendario romano foi reformado com a introducao de 2 meses suple-
mentares ap6s december: ianuarius e februarius. O nimero de dias nos meses passou a ser 29
ou 30 dias (o periodo sinédico da Lua sendo em média 29,53 dias). Um ano de 12 meses tinha,
portanto, 354 dias. Havia entdo uma diferenca de cerca de 11 dias entre o ano assim definido
e o ano tropico. Para resolver este problema, os romanos introduziam a cada 3 anos um 132
més. Infelizmente, este més extra era introduzido de maneira em geral arbitraria e irregular.
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Apesar disto, a origem da maioria dos meses que utilizamos até hoje sdo originérios deste
calendario.

2.2.5 Calendario Juliano

O calendéario Juliano foi instituido em 46 A.C. (ou 708 AUC, ab urbe condita —“depois da criagao
de Roma”) por Julio César seguindo o conselho do astronomo Sosigenes de Alexandria para
resolver as deficiéncias do antigo calendario romano. Este é um calendario de tipo solar, cujos
meses tinham duragoes bem definidos. Os anos eram ‘normais’ com 365 dias ou ‘bissextos’ com
366. A introducao de um dia a cada 4 anos tinha por objetivo manter o comeco das estagoes
do ano sempre na mesma data. Foi durante esta época, em que o calendario Juliano esteve em
vigor, que os meses do ano que utilizamos até hoje foram definidos de maneira definitiva.

A origem do nome bissexto vem da forma romana de contar os dias do més. Na introducao
do calendario Juliano, foi estipulado que a cada quatro anos um dia a mais seria adicionado
ao sexto dia que precedia as calendas de margo (isto é, seis dias antes do inicio de margo, ou
seja dia 24 de fevereiro porque nesta época, fevereiro ainda tinha 30 dias). Por isso, haveria
dois dias sextos, ou “bi-sexto”. Isto significa também que o dia extra em fevereiro nao é dia
29 mas é o dia 24 que ocorre duas vezes. Hoje em dia, em vez de contar duas vezes o dia 24,
acrescentamos um dia a mais no fim de fevereiro.

No Inicio da Idade Média, estabeleceu-se que a origem do calendéario Juliano (o ano nimero
“1”) seria o ano do nascimento de Jesus. O célculo que foi feito pelo abade Dionysius Exiguus
(Dionisio ou Denis, o Pequeno) colocava este nascimento em 753 AUC; o ano 754 AUC passa
a corresponder a 1 AD, anno domini. Contudo, o calculo de Dionysius estava historicamente
errado, pois Jesus nasceu enquanto Herodes ainda estava vivo, mas este morreu em 750 AUC, ou
seja, no ano 4 A.C.! Isto, é claro, é sem importéancia pois a origem dos calendarios é arbitraria.

2.2.6 Calendario Gregoriano

O calendario Juliano foi um grande avango em relagdo aos calendarios precedentes. Contudo,
no calendario Juliano, o ano tinha em média 365,25 dias, isto ¢, (3 x 365+ 366)/4 enquanto que
o ano tropico (que corresponde ao ciclo das estagoes do ano) tem aproximadamente 365,2422
dias. Isto significa que, a cada 128 anos o inicio da primavera (ou qualquer outra estagao)
adianta de um dia em relacao ao calendario Juliano.

Se nos primeiros séculos, a diferenca de alguns dias era imperceptivel, no século XVI a
diferenca ja atingia cerca de 10 dias. A primavera no hemisfério norte, isto é, a passagem do
Sol pelo ponto vernal, comecava no dia 11 de marco ao invés de 21 de marco. Para a Igreja
Catolica isto era um problema grave, uma vez que a data da comemoragao mais importante,
a Pascoa, depende do dia do Equinocio de primavera (do hemisfério Norte).

Isto levou, em 1582, a adogdo de um novo calendéario — proposto por Aloysius Lilius e,
posteriormente, por Cristévao Clavius — oficializado pela Bula pontificia “Inter Gravissimas”
do papa Gregorio XIII no Concilio de Trento. Para tanto, foram suprimidos por decreto os
dias entre 4/10 e 14/10/1582, inclusive. A introdugao do ano bissexto foi também modificada;
a principio, os anos miltiplos de 4 sao bissextos mas os anos que sao multiplos de 100 e nao
sao miltiplos de 400, nao sdo bissextos. Assim, por exemplo, os anos 1980, 1996, 2000 sao
bissextos, mas 1700, 1800 e 1900 nao o sao.

Desta forma, o ano do calendério gregoriano tem, em média, uma duracao de 365 + 1/4 —
1/100 4 1/400 dias ou 365,2425 dias. A diferenga com o ano trépico passa a ser 0,0003 dias
por ano ou 1 dia a cada 3300 anos aproximadamente. Isto significa que o ano 4880 ou 4884
nao devera ser bissexto!
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A origem (o ano ntimero 1) do calendério Gregoriano ¢ a mesma do calendario Juliano (e
com o mesmo erro historico...).

Notemos por ultimo que o calendério gregoriano nao foi adotado simultaneamente por
todos em 1582. No inicio, o calendario foi adotado pelos paises majoritariamente catolicos (ja
que era um decreto papal), sendo adotado posteriormente e aos poucos pelos outros paises.
Varios paises o adotaram somente no século XX (por exemplo a Turquia e a antiga Unido
Soviética).

2.2.7 Calendario Judaico

O calendario Judaico, assim como o Babil6nico, é luni-solar, meses de 29 e 30 dias que se
alternam (semelhante ao calendario Romano) mais um més adicional que ¢ intercalado a cada
3 anos segundo um ciclo de 19 anos, o Ciclo de Meton (Sec. 2.1.6). A origem deste calendario
¢ o dia da criacdo do mundo, em 3761 A.C., segundo o Velho Testamento (isto é, um dia
arbitrario qualquer, ja que a Terra se formou ha 4,5 bilhoes de ano e o Universo ha mais de
13 bilhoes).

2.2.8 Calendario Mucgulmano

O Calendério Mugulmano (ou Islamico) é lunar com 12 meses, e portanto, o inicio dos meses
(e do ano) varia em relagao as estagoes do ano. O inicio de cada més é dado pelo dia em que
se avista o quarto crescente da Lua apds a Lua Nova. A origem deste calendario é o dia apds
a Hégira, o dia em que Maomé vai de Meca para Medina, em julho/622 D.C.. Por exemplo,
o ano 1431 do calendario Mugulmano teve inicio em 18/dezembro/2009; o ano 1441 inicia em
01/setembro/2019.

Diferentemente do calendario Gregoriano, em que o dia comeca a meia-noite, o dia no
calendario Mugulmano comega no pér do Sol.

2.2.9 Calendario da Revolugao Francesa

Apos a revolugao francesa, a Convengdo Nacional adotou em outubro de 1793 o chamado
Calenddrio Republicano. O ano neste calendéario comega no dia do equindcio de outono (do
hemisfério norte) medido pelo Observatorio de Paris (dia 22, 23 ou 24 de setembro). Assim, o
ano 1 comegou & meia-noite do dia 22/09/1792.

O ano ¢ dividido em 12 meses iguais de 30 dias cada e, ao final dos 12 meses sao acres-
centados 5 dias (dias complementares), totalizando um ano de 365 dias. A semana de 7 dias
é abolida e cada més é dividido em 3 partes iguais de 10 dias. A cada 4 anos é acrescentado
mais um dia aos 5 dias complementares, chamado de Dia da Revolugao; este ano bissexto é
chamado Sextile.

Os meses do calendério republicano tém nomes relacionados as estagoes do ano:

Outono: Vendémiaire, Brumaire, Frimaire;

Inverno: Nivose, Pluviose, Ventose;

e Primavera: Germinal, Floreal, Prairial;

Verao: Messidor, Thermidor, Fructidor.

O calendério republicano nunca foi adotado universalmente e foi abolido por Napoledao I em
01/01/1806 (11 nivose do ano 14).
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2.3 Dia Juliano

Para se contar os dias de um modo pratico para a utilizacdo nos calculos astronoémicos, foi
criado um sistema onde os dias sao contados de maneira consecutiva. Este sistema é chamado
dia juliano, JD. Cada dia do calendario corresponde a um certo dia juliano. Por definigao
a contagem dos dias julianos, o dia 0 (zero), comega ao meio dia da segunda-feira de 12
de janeiro de 4713 A.C. (extrapolando o calendério Juliano para o passado, ou na forma
“astronomica” de contar os anos, —4712). Assim, por exemplo, o meio-dia de 12 de janeiro de
2000 D.C. corresponde a JD 2.451.545,0 e a meia-noite de 13 de margo de 1970 corresponde a
JD 2.440.658,5.

Um outro exemplo, na descontinuidade entre o calendario Juliano e o Gregoriano (Sec. 2.2.6)
a contagem de dias julianos permanece continua. Assim, o meio-dia de 4/10/1582 (calendério
Juliano) corresponde a JD 2.299.160,0 e o meio dia de 15/10/1582 (Gregoriano) corresponde
a JD 2.299.161,0. Ao contrario dos calendarios utilizados habitualmente, a contagem de dias
julianos nao utiliza o conceito de meses ou anos.

Conversao calendario Gregoriano/Juliano para Dias Juliano. O calculo do dia juli-
ano para uma data qualquer ¢ feito da seguinte forma (valida para JD > 0):

1. Suponha que a data seja dada pelo dia D, més M e ano A. O dia pode ser dado com
decimais, por exemplo, o meio-dia do dia 13 é igual a 13,5. Os anos “A.C.” sao contados
de maneira matematica, isto é, 1 A.C.=0, 2 A.C. = —1, 10 A.C. = =9, etc.

2.Se M=1ou2 entdio A =A—-1e M =M+ 12; caso contrario tanto M quanto A
permanecem o mesmo.

3. Se a data for posterior a 15/10/1582 (calendario Gregoriano) entao calcule,
A = 1nt(.A/100) e Ay =2-—A;+ int(A1/4) .
Se a data for anterior a 4/10/1582 (calendario Juliano), entao Az = 0.

4. Finalmente o dia juliano é:
JD = int(365,25 x [A + 4716]) 4+ int (30,6001 x [M + 1]) + D + As — 1524,5.

Conversao Dias Juliano para calendario Gregoriano/Juliano. Para calcularmos o
dia do calendario, Gregoriano para depois de JD 2.299.160,0, Juliano antes disto, usamos o
seguinte algoritmo:

1. Calcule Z = int(JD + 0,5);
2. Se Z < 2.299.161 entdo A = Z, sendo calcule Y = int (%122156’25) e, em seguida,
A=7Z+14Y —int(Y/4).
3. Agora calcule os seguintes niimeros inteiros: B = A 4+ 1524,
C = int([B — 121,1]/365,25), D = int(365,25 x C), E = int([E — D]/30,6001).
4. Calcule F = JD — Z, a parte fracionaria do dia. Obtemos assim,
dia= B — D — int(30,6001 x E) + F ;
més:{ E—-1 :seE<14
E—-13 ;se E=14o0u E =15;

) C—4716 ;se més > 2
MO=N o —ar15 ;semés =1ou?2.

Assim, por exemplo, o dia 01/01/2000 corresponde a JD 2.451.544.,5 (o dia juliano comega
ao meio dia, por isto o 0,5) ou JD 2.460.000,0 corresponde a 12h de 24/02/2023.
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Século Juliano. Por defini¢do, chamamos de século juliano, T, o intervalo de tempo igual
a 36.525 dias. Em geral contamos os séculos julianos a partir de uma dada época. Ainda hoje
encontramos as vezes T' contados a partir do inicio do ano 1900 (mais precisamente o meio-dia
de 31/12/1899, notado B1900.0), mas a época mais utilizada hoje em dia é a partir do inicio
do ano 2000 (o meio-dia de 01/01/2000, ou J2000.0). Chamando de Tg1999 0s séculos julianos
a partir de B1900.0 e Tjo0gp & partir de J2000.0 temos:

JD — 2.415.020 JD — 2.451.545

TB1900 = ——F72az—— ¢ Tj2000 = 36,505

2.
36.525 (28)

Eventualmente, chamaremos 159099 simplesmente de T, isto é, utilizaremos como época
inicial o J2000.0. Analogamente ao século juliano, também podemos definir um milénio juliano
de 365.250 dias.

2.4 Relacao entre tempo sideral e tempo universal

Como vimos, o tempo sideral, Ty, é o angulo horario do ponto vernal e estd diretamente
relacionado com o dia sideral terrestre (o periodo de rotacao terrestre em relagdo ao ponto
vernal).

O tempo sideral que corresponde a 0" UT para um observador no meridiano principal

(de Greenwich) é dado pelo formula proposta em 1982 pela Unido Astronomica Internacional
(UAI):

T, = 6"41™5085484 +
4+ 8.640.1845812866 x Tha000 + 05093104 x THhopo — 652 x 1070 x Thoge - (2.9)

Para qualquer outra hora que nao seja 0" UT, multiplique a hora de tempo universal por
1,00273790935 e some com o resultado obtido utilizando a formula (2.9) para 0" do dia em
questao. Este fator, 1,00273790935, nada mais é que a razado entre o dia solar (24h) e o dia
sideral (23"56™450989).

Se quisermos calcular o tempo sideral local, devemos simplesmente acrescentar ou subtrair
a longitude do local (como foi dito na segao 2.1.3).

2.5 Calculo do domingo de Pascoa

A Péascoa é um evento religioso central no mundo cristdo. A importancia desta data é tal que
desde o primeiro Concilio de Niceia (atual Turquia) em 325 D.C. foram propostas regras para
definir o calculo do dia da Pascoa.

Com a reforma do calendario gregoriano foram fixadas a regra para determinagao da Pas-
coa: o domingo de Pascoa é o primeiro domingo apds a lua cheia que ocorre logo apds o
equinocio vernal (inicio do outono no hemisfério Sul). A regra nao é aplicada de forma ri-
gorosa em rela¢do a astronomia, o equindcio vernal é fixado no dia 21/mar¢o (quando, na
realidade, o equindcio vernal pode ocorrer até no dia 19/margo e isto ainda depende do fuso
horéario adotado). Assim, o domingo de Péscoa s6 pode ocorrer entre os dias 22/margo e
25/abril (inclusive). A figura 4.41 na pagina 129 mostra a frequéncia das datas do calendario
em que ocorre o domingo de Péscoa no calendario Gregoriano. Os datas mais frequentes para
o domingo de Péscoa sao: 30/03, 05/04, 10/04 e 15/04 nos 3 mil primeiros anos do calendario
Gregoriano. Contudo, usando um periodo muito maior, de 5,7 milhoes de anos, a data mais
frequente para a Pascoa é 19/04 segundo Jean Meeus.

Um algoritmo pratico para calcular o dia e o més do domingo de Pascoa foi proposto por
J.-M. Oudin em 1940. Neste algoritmo, todas as variaveis sdo nimeros inteiros de forma que,
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nas operagoes de divisdo, desprezamos os restos (por exemplo, 17/4 = 4, pois desprezamos o
resto 0,25):

c¢=a/100 ; n=a—19%(a/19) ; k= (c—17)/25;
i=c—c/4—(c—k)/3+19%xn+15;

i =i—30%(i/30) ;

i=1—(i/28) * (1 — (i/28) * (29/(i + 1)) x ((21 — n)/11)) ;
j=a+a/i+i+2—c+c/d;

J=3-Tx0/7) ;s  l=i—j;

L[ m=3+(+40)/44;
d=1+428—-31%(m/4),

onde o dia é d e 0o més é m do domingo de Péascoa no ano a. Por exemplo, para o ano a = 1963
temos:

c=1963/100 =19 ;  n=1963 — 19 (1963/19) =6; k= (19—17)/25 =0 ;
i=19—-19/4—(19—0)/3+19 %6+ 15 = 138 ;

i =138 — 30 % (138/30) = 18 ;

i=18— (18/28) * (1 — (18/28)  (29/(18 + 1)) * (21 — 6)/11)) = 18 ;

j =1963 4+ 1963/4 + 18 +2 — 19+ 19/4 = 2458 ;

J=2458 — 7% (2458/7) =1; 1=18—1=17;

N m =3+ (17+40)/44 =4,
d =17+ 28 — 31 % (4/4) = 14,

isto é, o domingo de Péascoa foi no dia 14 /abril/1963. Na pagina 129 estao as datas do domingo
de Péascoa entre 1990 e 2049.

Como a igreja catdlica ortodoxa ainda usa o calendario Juliano, que nao é uma aproximacgao
tao boa quanto o calendéario Gregoriano para o ano Tropico, sua comemoracao da Pascoa se
dé geralmente 2 semanas apés a data calculada pelo método acima.

2.6 Radiagao solar e Insolacao

A fim de ilustrar o uso de varios conceitos ligados a passagem do tempo, estacbes do ano e
coordenadas astronOmicas e geograficas iremos calcular a poténcia da radiagdo incidente na
Terra. Insolagao é o fluxo de radiagao solar (energia por unidade de tempo e por unidade de
area) que atinge a Terra. A poténcia total do Sol é L = 3,84 x 10?° Watt. por comparacdo,
em 2012, a poténcia elétrica produzida no Brasil foi de 6,5 x 100 Watt.

O Sol esta a cerca de 1 AU de distancia (a distdncia varia ao longo do ano devido a
excentricidade da orbita terrestre), logo o fluxo recebido no topo da atmosfera terrestre em
um plano perpendicular aos raios solares é:

L
Co = WXU)? — 1365 Watt/m?.
Este valor é chamado Constante Solar. Na literatura, encontramos o valor da Constante Solar
entre 1361 a 1366 Watt/m?.
O energia recebida no topo da atmosfera depende da posigao do receptor (latitude), posigao
aparente do Sol e distancia entre a Terra e o Sol. O Sol nem sempre esta no zénite, portanto
temos um efeito geométrico a considerar (Fig. 2.19).
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Figura 2.19: O fluxo solar, f, depende da inclinagao relativa da posi¢cao do Sol. Quando o Sol nao
estd no zénite (direita) o fluxo coletado se dilui por um fator cosf = cos(90° — h), onde h é a altura
do Sol. Por exemplo, se h = 0, o fluxo coletado é nulo.

A orbita da Terra nao é exatamente um circulo, mas uma elipse atualmente com excentri-
cidade e = 0,0167. Dentro de um intervalo de 4000 anos, a excentricidade da érbita terrestre
¢é dada por:

e = 0,01670862 — 4,2037 x 10T — 1,236 x 10~ 772 + 4 x 10~ 73,

onde T ¢ o intervalo de tempo medido a partir de J2000 em séculos julianos (de 36.525 dias,
veja Sec. 2.3). Devido a excentricidade a distdncia Terra—Sol varia e, consequentemente, a
insolacao varia proporcionalmente ao quadrado da distancia:

1 AU\?
Fo=Cs (TU> cos(90° — h), (2.10)

onde r ¢ a distancia entre o Sol e a Terra em unidades astronémicas! e aqui ja levamos em
conta a altura do Sol, ou o angulo zenital, § = (90° — h). A insolagao, Eq. (2.10) depende da
posi¢ao do Sol e do observador através das variaveis h e r.

Usando a transformagao de coordenadas horizontais para coordenadas horérias, Eq. (1.19),
temos a relagao:

sen h = sen(90° — ) = sen d sen ¢ + cos d cos ¢ cos H

= cosf =sendsen ¢+ cosdcos¢cos H,

onde ¢ é a latitude do observador, § e H sdo a declinacao e o dngulo horario do Sol.
Portanto, temos a insolagao:

2
Fo =Cg (ﬂ) (sendsen ¢ + cosd cospcos H) |
T

onde 7 é medido em Unidades Astronémicas (AU).
Usando agora a relagao entre coordenadas eclipticas e equatoriais, Eq. (1.14), nés temos
para o Sol:
send =senesen A, (assumindo §=0),

onde € = 237439 ¢ a obliquidade da ecliptica (inclina¢ao do eixo de rotacao da Terra), e A é a
longitude do Sol.

'A Unidade Astronémica, AU, foi definida como o semi-eixo maior da érbita terrestre, com o Sol em um
dos focos. 1 AU é aproximadamente a distancia Terra-Sol. 1 AU = 149.597.870,7 km ou ~ 150 milhdes de km.



2.6 Radiagao solar e Insolacao 51

Para a longitude do Sol, podemos aproximar seu movimento como uniforme ao longo de
um circulo (ndo estamos preocupados com uma precisdo de horas aqui). Logo, o movimento
médio do Sol ao longo da ecliptica é simplesmente:

2
A(t) = %t (em radianos) ,
onde P ¢é o periodo de translagao da Terra (1 ano =~ 365, 2422 dias) e ¢ é o tempo. Em ¢ = 0,
A =0, isto ¢, o Sol esta no ponto vernal (por volta de 20/marco).
A distancia Terra—Sol é obtida pela equagdo de uma elipse (primeira lei de Kepler, veja
Eq. (4.25):
1—¢? 1—¢?
¢ 1 AU e ’
1+ ecosv 1+ ecos[\(t) — w]

r(t)=1AU

onde w ¢é a longitude do perigeu da orbita aparente do Sol, isto é, o periélio terrestre somado
a 180° (= 28295) e v é a anomalia verdadeira, medida a partir do perigeu. Em uma primeira
aproximagcao, podemos tomar A = v + w.

Uma grandeza mais interessante do que o valor instantdneo de Fp é o valor médio da
insolagao durante um dia. Isto pode ser obtido integrando Ff, entre o angulo horario do nascer
e do por do Sol. Por simetria, assumindo que as coordenas do Sol (declinagao e raio r) nao
variem significativamente durante um dia, podemos escrever:

i 1 /+Hd Co (1 AU

0= FydH = =2
T J_H, 71' r

2 ,4Hy
) / [sen d sen ¢ + cos d cos ¢ cos H] dH .
0

(Os limites de integragao sao simétricos porque o meio-dia solar corresponde a H = 0.) Final-
mente, temos:

a :%(1AU

2
® ) [Hsen dsen ¢ + cosd cos ¢psen Hy, | (2.11)

s r

onde H, é o angulo horario do nascer do Sol, isto ¢, quando a altura do Sol é h = 0° (veremos
isto em mais detalhes na Sec. 3.5) Utilizando a transformagdo de coordenadas horarias em
horizontais temos a relagao

cos Hj = —tan¢tand.

Aqui devemos apenas ter o cuidado no céalculo de H, pois, além do circulo polar o Sol pode
nao se por (entdo Hy; = m/2) ou o Sol pode nao nascer (H; = 0).

A figura 2.20 mostra a insola¢ao média didria em fungado da época do ano e latitude, acima
da atmosfera da Terra, usando as aproximacoes acima.

Para calcular o valor médio anual, podemos somar a insolagao média diaria e dividir pelo
periodo de um ano, Fapual = (X gia Fo)/365,24. Obtemos assim a Fig. 2.21.

Fica claro que, como esperado, em média o equador terrestre recebe a maior quantidade
de radiacgao solar. Entre os tropicos e os circulos polares a insolagao decresce rapidamente. No
Equador, em um ano, a taxa de insolacdo média ¢ de ~ 420 W/m? por dia, enquanto que no
Polo Sul é apenas ~ 180 W/m? e no Polo Norte, ~ 170 W/m? por dia (a diferenca ¢ devido
a Terra passar pelo periélio durante o Verao do Hemisfério Sul, veja Sec. 1.3.1).
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Figura 2.20: Insolagao no topo
da atmosfera em funcdo da
época do ano e da latitude.
As linhas tracejadas horizon-
tais marcam as latitudes dos
tropicos de Céncer e Capricor-
nio e os circulos polares. As li-
nhas tracejadas verticais mos-
tram os momentos dos equind-
cios. A cor cinza é quando o Sol
estd abaixo do horizonte du-
rante todo o dia.

Figura 2.21: Insolagdo mé-
dia anual em fungao da la-
titude. Repare que o polo
Sul recebe um pouco mais
de radiacao solar que o polo
Norte devido & excentrici-
dade da orbita terrestre.
As linhas horizontais cor-
respondem aos Tropicos de
Cancer e Capricornio, aos
circulos polares e ao Equa-
dor.



Capitulo 3

\_Movimento, forma e perspectiva:

Variacao de coordenadas

3.1 Forma da Terra

A Terra nao é uma esfera perfeita, mas, em primeira aproximacao tem a forma de um elipsoéide,
“achatado” nos polos, Fig. 3.1. Mais precisamente, a forma da Terra pode ser aproximada por
um elipsdide de revolugao (a superficie descrita por uma rota¢ao em torno do eixo menor de
uma elipse) com um achatamento, f = 1 — b/a = 1/298,257223!, onde a e b sdo os raios
equatorial (a = 6.378.136,6 metros) e polar respectivamente. Este achatamento se traduz em
uma diferenca de aproximadamente 21 km entre os eixos equatorial e polar. Além disto, o eixo
de rotagao da Terra (que é equivalente ao eixo menor do elipséide) é inclinado em relagao ao
plano de sua 6rbita em torno do Sol. Esta inclinagdo, €, chamada obliquidade da ecliptica, é
da ordem de 23°26/21".

Relevo .
topografico Figura 3.1: A forma da Terra pode ser apro-

ximada por um elipsdide de revolugao. A
superficie de equipotencial (mesma acelera-
¢ao da gravidade) define o Gedide que segue
aproximadamente o nivel do mar. Por fim
temos a topografia da Terra com montanhas
e vales acima e abaixo do Gedide.

Elipsoide

oceanos continentes

Devido ao achatamento e a rotacao da Terra, existem pelo menos trés formas diferentes
de se definir um sistema de coordenadas terrestres. Enquanto que a longitude é praticamente
a mesma nos trés sistemas, a latitude de um ponto na superficie terrestre é diferente segundo
o sistema adotado.

A latitude, independentemente do sistema de coordenadas terrestre escolhido, é sempre
medido a partir da “linha do equador” (ou melhor dizendo, do grande circulo do equador).
Este é o grande circulo perpendicular ao eixo de rotacao da Terra, e assim é definido de forma
univoca. A latitude é positiva ao norte do equador e negativa ao sul. Esta convencao sempre
foi utilizada e nunca houve uma disputa quanto a isto.

Ja para a longitude, a historia é outra. As longitudes sdo medidas a partir de um meridiano
principal mas como nao existe um meridiano que se distingue dos outros, a definicdo de um
meridiano principal é completamente arbitraria. Por exemplo, os franceses adotavam como
meridiano principal o meridiano que passa pelo observatério de Paris, os norte americanos
adotavam o meridiano de Washington, os holandeses, o meridiano de Amsterdam, os espanhéis
o meridiano de Tenerife (Ilhas Canérias), e os portugueses o meridiano do Cabo de Sao Vicente
(sul de Portugal). A adogao do meridiano de Greenwich como meridiano principal universal s6

'Valor do achatamento do elipsoide de referencia do padrio WGS-84 (World Geodetic Reference).

Versao 09/02/2018 Gastao B. Lima Neto — IAG/USP



54 Capitulo 3. Movimento, forma e perspectiva: Variagdo de coordenadas

ocorreu em 1884 e, mesmo assim, alguns paises ainda levaram algumas décadas para adoté-lo
definitivamente.

3.1.1 Sistema astronémico de coordenadas geograficas

O sistema astrondémico de coordenadas geograficas tem como plano fundamental o plano per-
pendicular ao eixo de rotagao da Terra, definindo assim o equador geogrdifico. Para cada ponto
na superficie terrestre, é definida ainda uma wvertical astronémica que é a direcdo do zénite
local, dado pela direcdo do campo gravitacional local, isto é, a vertical é aquela obtida com
um fio de prumo (veja a figura 3.2).

. _ polo norte
eixo de rotacdo celeste o 7

polo

oo Figura 3.2: Sistemas de coordenadas geograficas. A

elipse representa um corte longitudinal do elips6ide
de revolugao que representa a Terra (o achatamento
est4d aumentado para facilitar a interpretacao da fi-

a gura). O ponto ¢ é o centro da Terra e p a distancia
& de um ponto na superficie P ao centro. Os angulos
equador @ e !/ sao as latitudes astronémicas e geocéntricas,
respectivamente. O vetor ¢ representa o campo gra-
b vitacional local em P e Z ¢é a direcao do zénite

Como a Terra nao é uma esfera perfeita, o prolongamento da vertical astronémica nao passa
pelo centro da Terra. O angulo desta vertical com o plano do equador (ou o complemento do
angulo entre a dire¢ao do polo celeste com a vertical) define a latitude astronémica do ponto
P.

3.1.2 Sistema geodético de coordenadas geograficas

A forma da Terra pode ser aproximada a um gedide. O gedide terrestre é a superficie de
isopotencial gravitacional que coincide, em primeira aproximacao, com o nivel médio dos
oceanos. A (pequena) diferenga vem do fato que a distribui¢do de massas na Terra nao é
exatamente uniforme e, portanto, ha pequenas diferencas entre o gedide e o nivel médio dos
mares. A superficie de isopotencial nao é perfeita (e simples) como o elipsoide.

A diferenca nas coordenadas geograficas determinadas no sistema astronémico e geodético
é sempre inferior a alguns segundos de arco. As verticais do sistemas astronémico e geodético
sdo praticamente as mesmas, a diferenga é que a vertical do sistema geodético ndo é dada
exatamente pela direcdo do campo gravitacional local. A diferenca entre o gedide e o elipsoide
de referéncia varia entre —108 (no Oceno Indico, ao sul da India) e +85 (na Indonésia) metros
de altura.

E o sistema geodético de coordenadas que utilizamos para fins geograficos, atlas, mapas,
ete.

3.1.3 Sistema geocéntrico de coordenadas geograficas

No sistema geocéntrico de coordenadas geograficas, também definimos o equador geogréafico
perpendicular ao eixo de rotagao da Terra. Contudo, as latitudes geocéntricas, ¢, sao definidas
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pelo angulo entre o raio vetor, p, de um ponto na superficie terrestre e o centro da Terra (cf.
Fig. 3.2).

Enquanto que a latitude geodética, ¢, é utilizada para se localizar pontos na superficie ter-
restre, é necessério, por outro lado, a latitude geocéntrica na astronomia de posigao. A latitude
geocéntrica é utilizada, por exemplo, para se corrigir o fato do observador estar sobre a Terra
e nao no centro, isto é, transformar um sistema de coordenadas geocéntrico em topocéntrico.

Assim torna-se necessério transformar as coordenadas geodéticas (ou astronémicas) habi-
tuais em coordenadas geocéntricas (e, ¢é claro, realizar a transformagao inverso caso necessario).
Dado a simetria axial do problema, as transformacgoes que nos interessam sao somente nas la-
titudes, as longitudes sendo as mesmas nos dois sistemas. Podemos simplificar o problema e
trata-lo com duas dimensoes apenas. Fazendo-se um corte longitudinal na superficie do gedide,
ao nivel do mar, nés temos a equagao da elipse:

S+ =1, (3.1)

onde a e b sao os semi-eixos equatorial e polar da elipse e, pela trigonometria, os angulos ¢ e
¢ sdo:
2
Yy ya
tanp' =2 e tanp="—. 3.2
p= =3 (3.2)
Substituindo a equagao de ¢ na equacao da elipse obtemos duas relagbes para x e y:

9 a? cos? 5 a’(1—e?)?sen? g

x (3.3)

1—e2sen¢p 1 —e?sen?p

onde definimos a excentricidade da elipse como e? = 1—(b/a)?. Mas, também podemos escrever
uma elipse de forma paramétrica com as equagoes:

r=pcosy e y=pseny (3.4)
o que resulta, substituindo as equagoes precedentes nas equagoes (3.3), em:

pcospl = Ccosy
psenp/ = Ssengp, (3.5)

onde, com um pouco de &lgebra obtemos:

a 762
S = azﬁ;ﬁﬁﬁ =(1-¢e)C
C = a __5 3.6)
I e e L R P (3

Se o observador nao estiver no nivel do mar (isto é, sobre o geodide), mas tiver uma altitude
Aobs, sendo |agps| < p, entdo as equagoes (3.5) podem ser escritas como:

pcosl = (C+ apps)Ccos
pseng! = (S 4 agps)senp. (3.7)

Finalmente, a razao entre as equagoes (3.5) nos da:

2
tan @f = (g) tanp = (1 — f)*tang. (3.8)
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A diferenca entre as latitudes geodéticas e geocéntricas, ¢ — ¢/, é chamada dngulo da
vertical. Desenvolvendo com relagoes trigonométricas o termo tan(p—¢’) obtemos a identidade:

tan ¢ — tan ¢’
t —¢) = 3.9
an(e = ¢') tanptan o + 1~ (3.9)
e utilizando a equagao (3.8) resulta em:
tan @[l — (1 — f)? 2
o oy = el = (= JP]_ msenzy) 510

(1—f)2tan2p+1  mecos(2p) +1°

onde definimos m = €2/(2—¢?). O angulo da vertical pode ainda ser aproximado simplesmente
por:

@ — @l ~ 692/ 73sen 20 — 116 sen 4, (3.11)

que ¢é obtido fazendo-se uma expansao em série valida para f << 1. O angulo da vertical é
nulo nos polos e no equador, e atinge um valor maximo de cerca de 11'30” proximo da latitude
de 45° (compare com a diferenga entre os sistemas astronémico e geodético, onde a diferenca
é sempre menor que alguns segundos de arco).

Gravidade da Terra

Se a Terra fosse uma esfera, a aceleracao da gravidade seria simplesmente

GM
go=——5=—9,80 ms~ 2 (no nivel do mar),
,

onde o sinal de menos indica que a aceleracao é em diregao ao centro da Terra, r é o raio da
Terra e M é a massa da Terra no interior da esfera de raio r.

Contudo, com vimos a forma da Terra é melhor aproximada por um elipsoide. A néo esfe-
ricidade introduz uma dependéncia de g com a latitude que, para elipsoides pouco achatados,
pode ser aproximado por:

2
g=go(1 — f)sen® ¢’ = go(1 — f)sen® o — % sen”(2¢) ,

onde as latitudes ¢ e ¢’ sdo os angulos definidos na Fig. 3.2 e f ¢ o achatamento do elipsoide.

Além disto, a Terra estd em rotagdo o que produz no referencia terrestre uma forga cen-
trifuga de diregao oposta a forga gravitacional. Combinando o elipsoide e a rotagao da Terra,
podemos escrever a aceleragao efetiva no nivel do mar como:

g = —9,78033 |1+ 0,0053024 5en” ¢ — 0,0000059 sen’(2ip)| ms 2. (3.12)

Este resultado (com valores ligeiramente diferentes) foi obtido pela primeira vez por Alexis
Claude Clairaut em 1743.
Também é comum encontramos a expressao obtida por Carlo Somigliana,

(3.13)

1+ 0,00193185sen?
g:—9,78033< +9 sen @ ) ms~2

V1 —0,00669438 sen?
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3.1.4 GPS

GPS é a sigla para Global Positioning System (Sistema de Posicionamento Global), controlado
pelos EUA, e funcionando desde 1995. Este sistema é baseado na posi¢ao recebida na Terra
por trés ou mais satélites entre o total de 24 que estao distribuidos em seis trajetérias orbitais
diferentes a 20.200 km de altitude (Fig. 3.3). A esta altitude, cada satélite da uma volta
completa em torno da Terra em 12 horas.

Cada satélite GPS envia continuamente sua posi¢ao e a hora atémica. Se um receptor
capta o sinal de apenas um satélite podemos determinar a disténcia que estamos do satélite.
Se captamos o sinal de trés satélites podemos nos situar na superficie da Terra e, captando o
sinal de 4 ou mais satélites temos também a altitude do detector, isto é, obtemos a posi¢cao em
trés dimensoes. Em boas condigdes, com pelo menos 4 satélites visiveis (acima do horizonte),
a resolucao na superficie da Terra de da ordem de poucos metros.

Figura 3.3: Representacao esquemé-
tica das 6 orbitas, cada uma com 3
satélites GPS. Todas as o6rbitas estao
na mesma altitude.

Além do sistema norte-americano, a Rissia tem um sistemas semelhante, o GLONASS
(Sistema de Satélites para Navegacao Global), com os primeiros satélites lancados em 1982.
Com o fim da Unido Soviética o desenvolvimento do GLONASS sofreu atrasos em sua im-
plementagao completa. A partir de 2011 sua cobertura se tornou completamente global e
atualmente funciona paralelamente as sistema GPS (desde o inicio da década de 2010, muitos
receptores captam os sinais do GPS e GLONASS).

A comunidade européia esta implantando um sistema proprio de posicionamento via saté-
lite, chamado GNSS Galileo Navigation Satellite System. Os primeiros satélites foram colocado
em Orbita em 2011 e comegou a operar parcialmente em 2016. Este servigo devera estar com-
pletamente operacional em 2020. O Galileo tera 27 satélites (mais 3 reservas) distribuidos em
trés orbitas a 23.222 km de altitude.

3.2 Precessao e Nutacao

Antes de vermos quais sdo as influéncias da precessdo e nutagdo nas coordenadas dos astros,
noés definiremos estes fendmenos e veremos quais sao suas origens fisicas.
3.2.1 Fisica da precessao e nutacao

Como vimos, a Terra nao é uma esfera perfeita e, além disto, seu eixo de simetria esta inclinada
em relagdo ao seu plano orbital (ecliptica) e ao plano orbital da Lua. A agao conjugada do
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Sol e da Lua no excesso de massa equatorial da Terra provoca um torque nesta. A figura 3.4
ilustra a acdo de um corpo sobre o excesso de massa, M, no equador terrestre. O torque é
produzido pela diferenga entre as forcas F' — Fy e F' — F5. Esta diferenca é Fjy = F — F} =~
GSM My /[1/r* —1/(r — Rr)?] e, quando 7 >> Ry podemos expandir §F em série de Taylor,
o que resulta (mantendo apenas o primeiro termo da expansao) em:

2
Fy ~ GSM ML% . (3.14)

Esta forca Fj; é chamada de forca de maré pois é ela que produz as marés que observamos
no mar.

Figura 3.4: Forga de maré. O corpo de
massa M atua sobre um elemento de
massa 0 M. As forcas Fy, Fy e F diferem
devido ao fato do corpo principal ter um
raio nao nulo (Rr).

O efeito deste torque no eixo de rotacao da Terra é o mesmo que ocorre com um pido cujo
eixo de rotagdo nao seja paralelo a vertical: o eixo de rotagao gira em torno da vertical (no
caso da Terra, a vertical é o eixo perpendicular & ecliptica). Este efeito de giroscopio da origem
ao fendmeno da precessdo luni-solar, ja conhecido por Hiparco no século I A.C.

O periodo da precessao luni-solar é cerca de 25.700 anos, sendo que aproximadamente dois
tercos deste efeito é devido & Lua e um tergo & acao do Sol. A acao do planetas, neste caso, é
completamente desprezivel pois, como vimos, este efeito é proporcional a M /r® (M ¢ a massa
e r a distancia do corpo perturbador).

A precessao luni-solar tem um periodo muito superior ao periodo de translacao da Terra e,
por isto dizemos que é um efeito secular. Se as 6rbitas da Terra em torno do Sol e da Lua em
torno da Terra fossem circulares e coplanares e, além disto a forma da Terra fosse um elipsoide
de rotagao perfeito, entdo a precessao luni-solar seria o unico efeito notavel sobre o eixo de
rotagado da Terra. Contudo, as condigoes supra citadas nao sao verificadas exatamente o que
resulta em um movimento mais complexo do eixo terrestre em torno do polo da ecliptica. Por
tradigdo separamos estes efeitos em duas partes: por um lado a precessao luni-solar (secular)
que vimos anteriormente, por outro lado um efeito de periodo mais curto, mas de pequena
amplitude, chamada nutacdo.

A nutacéo tem como efeito uma mini-precessao do eixo em torno de sua posi¢ado média cujo
periodo é cerca de 18,6 anos, sendo a Lua a principal responséavel deste efeito. Na realidade, a
nutacao pode ser decomposta em varias centenas de termos peridédicos, alguns com periodos
da ordem de dias.

As orbitas dos planetas nao sao coplanares e, por esta razao, os demais planetas do sistema
solar tem um efeito perturbador na orbita terrestre. Neste caso, ndo é o eixo de rotagao da
Terra que se move mas sim o plano da ecliptica (uma vez que este é definido pela oOrbita
terrestre). Este efeito ¢ chamado precessao planetdria.

Finalmente, existe ainda um outro fendmeno que assimilamos & precessao, ligada & teoria
da relatividade geral. Este efeito, muito menor que os precedentes, tem por origem o fato de
que o referencial inercial na vizinhanca da Terra (em orbita em torno do Sol) possui uma
pequena rotacao em relagdo ao referencial heliocéntrico inercial. Este fenémeno é chamado
precessao geodésica.
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3.2.2 [Efeitos da precessao e nutacao nas coordenadas

Na astronomia de posi¢ao, costuma-se tratar separadamente estes efeito nas coordenadas dos
astros. A acgdo da Lua, Sol e planetas na inclina¢ao do eixo terrestre e no movimento do eixo
de rotacao da Terra sao divididos em trés partes:

e Evolucao secular da inclinacao do eixo de rotagao terrestre;

e Precessao geral, que inclui os termos seculares de grandes amplitudes devidos & precessao
luni-solar, planetaria e geodésica;

e Nutacao, que inclui as variagoes periddicas de curta duragao e pequena amplitude.

Evolucao secular da obliquidade da ecliptica

Atualmente, a inclinagdo do eixo de rotacao terrestre estd diminuindo lentamente, isto é, a
obliquidade da ecliptica, e, diminui. O valor médio de € é dado pela férmula de J. Laskar
valida para um intervalo de tempo de +10.000 anos a partir do ano 2000:

e = 23°26'21448
—4680793t — 15512 + 1999253 — 51738 t* — 249/67t° (3.15)
—39705t5 4+ 7"12¢7 + 278718 + 5"79¢° + 27745110

onde t = T/100 e T é dado em séculos julianos a partir da época J2000, dado pela equagao
(2.8). O uso desta formula fora do seu periodo de validade dara resultados errados.

No inicio do Séc. XX1, t ~ 0, a taxa de variagao da inclinagdo do eixo da Terra é de
—0/00128/dia. Isto corresponde a cerca de 14,4 metros/ano no nivel do mar. Isto significa que
hoje em dia a linha imaginéaria dos Trépicos de Capricornio e Cancer estao se aproximando
do equador no ritmo de 1,44 km/século.

Em intervalos de tempo maior, o comportamento do eixo da Terra é oscilatério, sendo que
a obliquidade da ecliptica varia aproximadamente entre 22 e 24,5 graus em um periodo de
~ 41.000 anos. A Fig. 3.5 mostra a variagdo da obliquidade em um intervalo de tempo de 2
milhoes de anos, segundo calculo de J. Laskar do Bureau de Longitudes de Paris.
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Figura 3.5: Evolugdo da inclina¢do do eixo terrestre (obliquidade da ecliptica) em um intervalo de
tempo de + 1 milhao de anos a partir do presente. Podemos notar facilmente o ciclo de 41.000 anos
de oscilagao do eixo da Terra.

Precessao geral: rotacao de coordenadas

A precessdo também tem um efeito secular nas coordenadas. Por um lado, a precessdo luni-
solar produz uma rotagao do eixo de rotagao terrestre em torno do polo da ecliptica, fazendo
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com que o equador celeste (projegao do equador terrestre, perpendicular ao eixo de rotagao)
se mova em relacao a ecliptica (veja figure 3.6).

PN T, PN T,

Polo da
Ecliptica "\ =~ _

e

Figura 3.6: Efeito da precessdo luni-
solar no eixo de rotagao da Terra e, con-
sequentemente, no equador celeste. Na, fi-
gura estao ilustrados o equador celeste
em dois momentos 77 e T, mostrando
o deslocamento do ponto vernal (origem
dos sistemas equatorial e ecliptico de co-
ordenadas) sobre a ecliptica. Aqui, ‘PN’
significa polo norte celeste e ‘PE’ polo

norte da ecliptica.

Logo, a origem do sistema de coordenadas equatorial (e ecliptica) se move ao longo do
grande circulo definido pela ecliptica.

Por outro lado, o efeito da precessao planetaria é de alterar a orientacao da orbita terrestre
em torno do Sol em relagao a um referencial fixo. Neste caso, é a propria ecliptica que precessa.

O principal efeito da precessao geral é um deslocamento retrogrado do ponto vernal em
torno do polo da ecliptica com um periodo de ~ 25.700 anos ou cerca de 504 por ano. Nas
figuras 3.7 e 3.8 mostramos o percurso do polo celeste em torno do polo da ecliptica devido a
precessao nos hemisférios Sul e Norte respectivamente.
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Figura 3.7: Trajetoria do polo sul celeste em torno do polo sul da ecliptica devido & precessao (circulo
vermelho). A volta completa leva cerca de 25700 anos.

O efeito total da precessao geral pode ser comparado a uma série de rotagdes tanto da
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Figura 3.8: Trajetoria do polo norte celeste em torno do polo norte da ecliptica devido & precessao
(circulo vermelho).

ecliptica como do equador celeste, da mesma forma que quando fazemos uma transformagao
de coordenadas. Na realidade, o que fazemos aqui é uma transformacao de coordenadas de uma
época que tem a origem em um ponto vernal dado para outra época. Assim, em coordenadas
eclipticas, seja Ay, € [, a posigdo de uma astro em ¢y (isto é, no sistema de coordenadas
definidas pela posicao do ponto vernal em tg), e A¢ e B¢ a posigao em t¢ (que tanto pode ser
antes ou depois de tg). A relagdo entre estas coordenadas é (veja a figura 3.9):

Rz([pA + HA])I(/Bf7 )‘f) = Rx(TrA)Rz (HA) I(/Btoa )\to)a (316)
o que resulta, apds simplificagao, em:

cos Bpcos(pa+ 114 — Af) = cosBiocos(Ilg — Ao)
cos Bpsen(pa +1q — ) = cosfiosen(Ily — Ayy) cosmy — sen w4 sen Sy,
senffy = cosfosen(lly — Ay)senmy + cosmasen By,  (3.17)

onde o angulo II4 é o arco T;:N epa :T?N — T;\N.

Figura 3.9: Angulos necessarios para
transformagao de coordenadas de um ins-
tante to a ty devido a precessao geral
(luni-solar e planetaria). Definimos ainda

~~

Ca =90 ToQ — e pa =Ty N — TN

A transformacio em coordenadas equatoriais se faz utilizando as rotacoes:
R.([za +90°)I(d,af) = Ry (04)R.(90° — Ca) I(0t0, vi0), (3.18)
ou seja, apos simplificagao,

cosdfcos(af —24) = €080z CO8(to + () cOs B4 — sen 0y, sen 4
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cosdfsen(ay —za) = €080z sen(ag, + Ca)

sendy = oS04 COS(vo + Ca)sen By + sen by, cos by , (3.19)

onde z4 :T/J:Q —90° e (4 = 90°— T;;Q

Nutacao: coordenadas médias e verdadeiras

Contrariamente & precessao, que é um efeito secular de grande amplitude, a nutagdo corres-
ponde a uma oscilagao de curto periodo e pequena amplitude em torno de uma posicao média
(Fig. 3.10). Este efeito da nutagao se traduz em uma oscilagao da longitude e da obliquidade
da ecliptica com periodo principal de cerca de 18,6 anos, e escrevemos as variagoes devido a
nutagao como 1) e dg, respectivamente. O valor de 7 oscila entre +18/'5 e de entre +9!'8
aproximadamente. Por ser muito menor que o efeito secular da precessao, a nutacao s6 foi
descoberta em 1747 por James Bradley.

Figura 3.10: Efeito da nutagao. O eixo de ro-
tagao da Terra oscila em torno de sua posigao
média (trajetoria da precessao).

Quando corrigimos as coordenadas de um astro apenas utilizando os termos seculares da
precessao e da inclinagao da ecliptica, dizemos que as coordenadas sao médias. Quando corri-
gimos também os efeitos periddicos da nutacao, dizemos que as coordenadas sdo verdadeiras.
Desta forma, em coordenadas eclipticas, a relagao entre as coordenadas médias e verdadeiras
se escreve simplesmente como:

A = A+ 00
/Bv = Bm
Ev = Em+0¢, (3.20)

onde os indices v e m referem-se a verdadeiro e médio, respectivamente. Se quisermos as
coordenadas equatoriais verdadeiras, devemos simplesmente utilizar as coordenadas eclipticas
verdadeiras da Eq. 3.20 e realizarmos a transformacao de coordenadas.

A teoria atual da nutacdo é baseada em um modelo geofisico da Terra complexo, levando-
se em conta a elasticidade e nao homogeneidade terrestre, além de um modelo detalhado dos
movimentos relativos da Lua e da Terra em torno do Sol. Além do termo principal de periodo
18,6 anos, existem centenas de outros termos, com periodos de até alguns dias. Esta teoria
nos da os valores de 1 e de com precisdo de centésimos de segundo de grau para qualquer
momento até cerca de quatro mil anos no futuro ou no passado (por exemplo, Fig. 3.11).
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3.3 Movimento do polo

Como vimos, a Terra nao é uma esfera perfeita, mas sim um elipsdide de revolugao. Isto
implica que, se a direcao do eixo de rotagao nao é exatamente a mesma que o eixo de simetria
do elipséide, entdao o eixo de rotacao precessa em torno do eixo de simetria do elipsodide.
Contrariamente & precessao e a nutagao, este fenémeno ¢é intrinseco da Terra, ndo dependendo
da agao de outros astros.
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Este efeito é pequeno e s6 foi medido pela primeira vez em 1891, apesar de que ja havia
sido previsto teoricamente desde o fim do século XvIrr. A distancia entre o polo definido pelo
eixo de rotacao instantaneo e o eixo de simetria nunca é superior a cerca de 20 metros, o
que corresponde a alguns décimos de segundos de arco. Na figura 3.12 vemos o movimento do
polo desde 1962 até primeiros meses de 2017 (indo da cor azul clara até vermelho na figura).
A posicao instantanea do eixo de rotagdo terrestre é dado em fungéo de dois angulos, X e
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Y, que sdo medidos em dire¢ao do meridiano de Greenwich e na direcao do meridiano 90°W,
respectivamente.

Este movimento é na realidade muito complexo devido a distribuigao irregular de massas da
Terra, além do fato da Terra nao ser um corpo perfeitamente rigido. Os principais componentes
deste movimento sdo um termo anual aproximadamente eliptica (devido a translagao da Terra)
e um termo aproximadamente circular com um periodo de ~ 435 dias, chamado termo de
Chandler. Além disto, a posi¢ao média do polo se desloca sistematicamente (e lentamente) na
diregao 80° Oeste.

Devido & sua complexidade, nao é possivel prever com precisao a posi¢ao instantinea do
eixo de rotagdo da Terra por mais do que alguns meses. O que pode ser feito com preci-
sdo é monitorar este movimento — isto é feito por colaboragoes internacionais coordenadas
pelo “National Earth Orientation Service” (NEOS) e o “International Earth Rotation Service’
(IERS).

A corre¢do do movimento do polo é muito pequena, e ela é feita principalmente para
corrigir o tempo universal (apos a corre¢ao o tempo universal é chamado UT1).

3.4 Refracao atmosférica

A atmosfera terrestre nao é homogénea: a densidade da atmosfera diminui progressivamente a
medida que a altitude aumenta. Como o indice de refragao da atmosfera é fungao da densidade
(quanto maior a densidade, maior o indice de refracao), a luz de um astro sofre uma alteragao
em sua trajetéria ao atravessar a atmosfera terrestre e esta alteracao sera funcao da altitude.

3.4.1 Aproximacao de planos paralelos

posicdo aparente

.-Posi¢io real

Figura 3.13: Refragdo atmosférica na aproximagao de
planos paralelos. Os indices de refracao variam de n = 1
(vacuo) a ng, o indice a altitude do observador, igual a

_____ 1,00028 ao nivel do mar, a 0°C, para a luz visivel (centro
do filtro V, igual a 5500 A).

observador

A figura 3.13 ilustra este fenomeno. No6s representamos a atmosfera como N camadas
paralelas, cada uma com um indice de refracdo n;. Nesta aproximacao, nés desprezamos a
curvatura da Terra, o que é valido apenas para diregoes proximas do zénite. Dado um astro
cuja luz atinge a atmosfera com um angulo z (ou seja, um astro de altura, h = 90° — z), o
raio luminoso é refratado pela atmosfera de forma que, na camada ¢, o &ngulo com a vertical
serd z; e assim por diante até o observador que medird um angulo zy. Aplicando a lei de
Snell-Descartes para camadas consecutivas temos:

Mg Sen zi41 = ngsenzg; = n;—18enzi—q ... (321)

Como n = 1 fora da atmosfera, podemos entao deduzir que sen z = ngsen 2y, independente-
mente do namero de camadas. Em outras palavras, este resultado é vilido no limite de infinitas
camadas ou de uma atmosfera continua. Por outro lado, esta aproximacao é boa apenas para
astros que se encontram proximos do zénite. Para astros de altitude menor, é necessario le-
varmos em conta a curvatura terrestre e a aproximagao de planos paralelos deixa de ser boa.
Notemos também que a refragao é independente do azimute do astro.
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Se definirmos o dngulo de refragio, (também conhecido como refragao astronémica) R =
z — 29, podemos escrever a lei de Snell-Descartes como:

ng sen zg = sen R cos zg + cos Rsen z . (3.22)

Para pequenos angulos de refragao, isto é, R < 1, podemos utilizar a aproximagao sen R =~ R
e cos R ~ 1, o que implica em:

R = (ng — 1) tan 2¢ (radiano) . (3.23)

Assim, para ng = 1,00028 por exemplo, R ~ 2,8 x 10~ tan zy radianos ou R =~ 578 tan .

3.4.2 Formula geral da refragao

Infelizmente a formula (3.23) s6 é valida para altitudes proximas de 90°. Para o caso geral, é
necessario levarmos em conta a curvatura da Terra. A figura 3.14 representa este caso.

~ . A
Zénite

Figura 3.14: Refracao atmosférica levando-se
/_ em conta a curvatura da Terra. A representa-
¢ao aqui é semelhante a figura 3.13 onde n é
o indice de refragdo da atmosfera.
©)
<82

Rr

Utilizando a notacao das figuras 3.13 e 3.14, a lei de Snell-Descartes nos dé, n’senz’ =
nsen e, pelo triangulo CFE, nés temos r’'sent = rsenw = rsenz (pois w = 180° — z).
Assim, obtemos uma relacao valida para qualquer camada:

) /
r'n'senz =rnsenz. (3.24)

Da mesma forma que para a aproximacao de planos paralelos, podemos utilizar a relagao
acima até o observador resultando em

Rrngsenzyg =rnsenz, (3.25)

onde Ry é o raio da Terra.
Calculemos agora a expressao (3.24) para duas camadas infinitesimais, isto é,

rnsenz = (r+dr)(n —dn)sen(z + dz) (3.26)

onde lembramos que quando r aumenta o indice de refragdo n diminui. Desenvolvendo o
produto acima e desprezando os termos cruzados de infinitesimais (como drdn, por exemplo),

obtemos 5 5 5
= 2Ty, (3.27)

tan z r n




66 Capitulo 3. Movimento, forma e perspectiva: Variagdo de coordenadas

onde utilizamos sen(z + dz) = sen z + 0z cos z.
Utilizando o triangulo infinitesimal FF'G, podemos escrever tan z = rdf/dr, onde or é o
segmento GF' e r é o segmento C'G. Assim obtemos,

02+380  on

tan z n

=0. (3.28)

Introduzimos novamente o angulo de refracao R, a diferenga entre o 4ngulo zenital aparente
(90° — h) e verdadeiro (medido fora da atmosfera). O angulo de refragao entre duas camadas
infinitesimais ¢ dR = o — «, de acordo com a Fig. 3.14. Mas a diferenca o/ — « ¢ igual a
0z + 60 (vendo que oo = 0 + z, 0 sendo o angulo do zénite ao segmento C'F'). Obtemos, entao:

oR 0
= (3.29)
tan z n
Finalmente, utilizando a Eq. (3.25) podemos reescrever z em fungao de zp,
ng Rr ngsen zg
senz = senzy = tanz = (3.30)

b
rn 2,2 202 qan?2
\/7“ n R%nj sen= g

e a Eq. (3.29) pode ser escrita em termos das quantidades referentes ao observador. Assim
reescrevemos o termo tan z e transformamos as diferencgas infinitesimais em diferencial e ob-
temos:

dn

)
2,2 202 can?2
n\/r n® — REngsen® 2

no
R = Rrngsen zo/ (3.31)
1

onde os limites de integracao sao 1 fora da atmosfera e ng na camada do observador. Esta
equacao pode ser integrada, resultando em:

sen z sen z
R = arctan 0 — arctan 0 . (3.32)

2 2
r — 2 A _ 2
\/( no R ) Sen” zo \/( Rr ) Sen® 2o

Ao integrarmos a Eq. (3.31), nos consideramos a variavel r constante; rigorosamente nos
deveriamos levar em conta a dependéncia do indice de refracao com a altura. Isto, contudo, é
praticamente impossivel dado o carater dindmico da atmosfera.

Podemos simplificar o problema da seguinte forma. Escrevemos o raio r como r/Rp = 1+s,
onde s é um numero pequeno (a 65 km de altura a atmosfera ja é tdo ténue que a refragao
torna-se desprezivel, o que corresponde a s ~ 0,01).

Além disto, introduzimos a quantidade « definida como o = ng — 1. Mesmo ao nivel do
mar, o ¢ uma quantidade pequena, o ~ 3 x 1074,

Substituimos 7 e ng na expressao 3.32, para em seguida fazermos uma expansao de Taylor
em $ e em «, o que resulta em:

ol — 25 + cos(2z)] sec? zg tan 2

R= . (3.33)

Com um pouco de trigonometria e algebra podemos escrever esta expressao como:
R=a(l—s)tanzy —as tan® z . (3.34)

Alguns autores conservam até termos contendo o na expansao de Taylor da Eq. (3.32).
Neste caso o angulo de refracao é dado por

R=a(l —s)tanzy) —a (s — %) tan® 2 . (3.35)
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A férmula acima é conhecida como férmula de Laplace e, em geral é dada da seguinte
forma:
R = Atan zp — Btan® 2, (3.36)

Para zg < 75°, a formula de Laplace é razoavelmente precisa e os coeficientes sdo dados por A =
57085 e B = 0067, determinados empiricamente para condigdes normais de temperatura e
pressao. Pode-se ver que, para pequeno zg, a formula (3.36) nos da o resultado obtido na
aproximagao de planos paralelos (lembrando que s << 1).

Os coeficientes A e B dependem das condigoes atmosféricas pois o indice de refragdo de-
pende da densidade (ou da pressao e temperatura) da atmosfera, assim como do comprimento
de onda observado. Por esta razao, em geral o &ngulo R é tabelado para um dado lugar em
fungao da distancia zenital. No horizonte (29 = 90°) em geral é adotado um valor de 0°34
para o angulo de refracao.

Como « é proporcional & densidade da atmosfera, e s é proporcional & pressao atmosférica,
costuma-se corrigir estas constantes da seguinte forma:

P 273,15 T + 273,15
(0% S =SS0 ———————
0701325 T + 273, 15 0797315

(3.37)

onde sy e g sao os valores que correspondem as condi¢des normais de temperatura e pressao.
Na expressao acima P é a pressao em Pascais e T a temperatura em centigrados.

Para se levar em conta a variacao do indice de refracao com o comprimento de onda,
utiliza-se a correcao empirica seguinte:

(3.38)

R= Ry (0,983 2257

)\2

onde Ry é o angulo de refragao em condigdes normais (isto é, A = 0,590um, que corresponde a
cor amarela) e A é o comprimento de onda em micrometros. Entre a luz vermelha (A = 0, 75um)
e violeta(A = 0,4um), o angulo de refragdo aumenta de cerca de 5%.

3.5 Nascer, por e crepiisculos

Devido a rotagao diurna da Terra, os astros se levantam (ou nascem) no lado leste do horizonte
e se poe no lado oeste (exceto ¢ claro para os astros circumpolares). Se a declinagdo do astro
for exatamente zero, entao este astro se levanta na diregdo do leste geografico e se pée no
oeste. O mais notavel destes eventos sao o nascer e o por do Sol e da Lua.

Para os astros puntiformes (as estrelas e, em primeira aproximagao, os planetas) o nascer
e o por sao definidos como o instante em que a altura h do astro é igual a zero. Para a Lua e
o Sol, que tém um didmetro aparente da ordem de meio grau, o nascer e o por sao definidos
em relacao a parte superior do disco aparente. E importante notar que, para todos os astros,
o nascer e o por sao definidos levando-se em conta a refracdo atmosférica.

Assim, utilizando as equagoes de transformacao entre coordenadas horarias e horizontais,
vemos que um astro se levanta (ou se poe) para um observador na latitude ¢ quando

sen h — sen y sen §

cos H = (3.39)

COS  coS &
onde h = —R — d/2, R sendo o angulo de refragao no horizonte (em geral tomamos igual a
0°34') e d/2 é o semi-didmetro do astro (para a Lua e para o Sol tomamos igual a 0°16" em
primeira aproximagao e, para os demais astros, igual a zero). A declinagdo aqui é verdadeira
(corrigida da precessao e nutagao). Se quisermos desprezar a refra¢do atmosférica, tomamos

R=0°.
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A Eq. (3.39) admite em geral duas solugdes (£ H) que correspondem ao nascer e por do
astro. Eventualmente podemos nao ter nenhuma solugao, isto é, |cos H| > 1. Isto significa que
o astro nao se levanta nem se poe. Ele pode ser circumpolar ou estar sempre abaixo da linha
do horizonte na latitude em questao.

O azimute do astro ao nascer ou se por é:

sen o

cos Acosh = sen htan ¢ — (3.40)

cos
onde h é o mesmo da Eq. (3.39). O valor do azimute estara entre 0° e 180° no poente e entre
180° e 360° no nascer.
Uma vez calculado o dngulo horério pela Eq. (3.39), podemos calcular o tempo sideral de
Greenwich para £ H, que corresponde ao por e ao nascer do astro, simplesmente com:

To=a+H—\ (3.41)

onde a é a ascensao reta do astro e A é a longitude do observador (negativa a Oeste de
Greenwich, positiva a Leste). Devemos agora calcular o tempo sideral de Greenwich as Oh UT,
Ts0, com a formula (2.9). O intervalo de tempo, medido em tempo sideral, entre as Oh UT
e o momento que nos interessa (nascer ou poente) é a diferenca Ts — Tso. Esta diferenca é
transformada em tempo solar (universal) utilizando-se o fator de conversao entre o dia solar
e o dia sideral (cf. secao 2.4), igual a 1,0027379. Matematicamente temos:

ATyr = 0,99727 x (Ts — Tyo) - (3.42)

O instante do fenémeno sera entao Oh UT mais ATy, ou simplesmente ATy, Deve-se entao
somar os fusos horarios (e eventual “hora de verao”’) para obter-se o tempo legal na posigao
do observador.

O horério de nascer e ocaso variam ao longo do ano e dependem da latitude do observador.
A figura 3.15 ilustra este fendmeno para 4 latitudes diferentes.

Nesta figura, podemos notar a diferenga na durac¢do do dia (entre o nascer e por do Sol)
tanto ao longo de um ano como de diferentes latitudes. No exemplo de latitude 70°N, vemos
que o Sol é circumpolar (nao se péoem) aproximadamente entre 17/maio e 27/julho.

3.5.1 Crepiusculo

Para o Sol em particular, definem-se outros fenémenos ligados ao nascer e por. Logo antes
do nascer ou ap6s o poér do Sol, o céu ndo esti totalmente escuro. Este intervalo de tempo
que antecede o nascer ou sucede o ocaso do Sol, quando a iluminagao é devido & luz solar
espalhada pela alta atmosfera, chama-se crepusculo. O inicio ou fim do creptsculo (se é de
madrugada ou a noite) sao definidos em termos da altura do Sol (novamente, levando-se em
conta a refra¢ao atmosférica). Existem trés definigdes distintas:

crepusculo civil é definido pelo instante em que o centro do disco solar se encontra 6° abaixo
do horizonte (ou, h = —6°). Em geral, este é o limite em que a iluminagao artificial
comeca a ser necessaria para atividades como dirigir;

crepusculo nautico ¢ definido quando o centro do disco solar estéa a 12° abaixo do horizonte.
Em geral, neste instante o horizonte aparente deixa de ser perceptivel, isto é, confunde-se
com o céu;

crepiusculo astronémico é o momento em que o disco solar se encontra a 18° abaixo da linha
do horizonte. Normalmente, neste momento a alta atmosfera deixa de ser iluminada pela
luz solar e as observacoes astronémicas podem ter inicio.
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Figura 3.15: Variagdo do horario de nascer e por do Sol ao longo do ano para diversas latitudes.
Também sdo mostradas as duragdes dos diferentes creptsculos (descritos na proxima se¢do). A oscilagao
de alguns minutos visivel no trdnsito solar (passagem pelo meridiano principal, linha laranja) esta
relacionada a equagao do tempo e aos analemas (Sec. 2.1.4) e as estagoes do ano (Secs. 1.3.1 e 1.5.2).

E interessante notar que nem sempre estes fendmenos (creptisculo, nascer e por do Sol)
ocorrem nas latitudes mais elevadas da Terra (Fig 3.15). Em latitudes elevadas, o creptusculo
é mais longo comparado a latitudes tropicais: por isto parece anoitecer mais rapido perto do
equador do que em outros pontos na Terra.

3.6 Movimento proprio de estrelas

Apesar do termo “estrelas fixas”, nenhum astro é realmente estacionario. Da mesma forma que
os planetas orbitam o Sol, as estrelas também seguem suas Orbitas nas galaxias. No caso da
nossa galédxia, a Via Lactea, uma espiral gigante, praticamente todas as estrelas orbitam em
torno do centro galactico. Este movimento orbital pode ser decomposto em duas componentes
principais: uma 6érbita aproximadamente circular em torno do centro galactico e um movimento
de direcao aleatéria. No caso das estrelas na vizinhanca solar, o movimento em torno do centro
galactico tem magnitude da ordem de 200 km/s e o movimento aleatorio cerca de 10-20 km/s.

Do ponto de vista de um observador no Sistema Solar, o movimento préprio das estrelas,
1, € uma composicao entre os movimentos das estrelas e do Sol em relagao a um referencial
fixo, uma vez que é observado da Terra. E claro que as estrelas terdo, em geral, um movimento
radial e transversal em rela¢ao ao Sol (e naturalmente a Terra), como mostra a figura 3.17. A
componente radial nao altera a posicao de uma estrela na esfera celeste, apenas o movimento
relativo transversal é que terd algum efeito na posicao do astro (o movimento radial altera a
distancia da estrela a nos).

O efeito do movimento proprio na posi¢ao aparente é pequeno devido a distancia das
estrelas. Uma estrela que tenha uma velocidade transversal de ~ 50 km/s e esteja a ~ 5 pc
(ou ~ 16,3 anos-luz) ter4a um movimento aparente de apenas ~ 2” por ano. Foi somente em
1718 que Halley suspeitou da existéncia do movimento préprio das estrelas, comparando a
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Figura 3.16: Orbita tipica de uma
estrela da vizinhanga solar. O princi-
pal movimento é a 6rbita aproximada-
mente circular (trago pontilhado) com
cengg|acﬁ_co velocidade vy. Superposto a este mo-
“ vimento h4 uma componente de di-
regao aleatéria que pode ser decom-
posta em coordenadas cilindricas com
modulos dv,, (diregdo “vertical”, per-
pendicular ao plano Galéctico) dvg
(direcao radial) e dvg.

plano Galactico

N Figura 3.17: Decomposigao do movimento proprio. ¥ é
o o vetor velocidade relativa da estrela em relagao ao ob-
servador, ¥U;aq € a velocidade radial, na direcao da linha
de visada do observador, Uperp € a componente perpen-
dicular, contida no plano do céu. E esta componente que
corresponde a p e altera a posigao do astro na esfera
celeste.

direcdo  Vrad
do observador

posigao de Arcturus (alfa Bodtes ou Boieiro) medida por Hiparco 20 séculos antes de suas
proprias medidas.

Existem cerca de 35 estrelas com movimento proprio superior a 3” por ano, sendo a estrela
de maior movimento proprio a Estrela de Barnard, com um movimento de 10’3 por ano
(descoberto em 1916 por Edward Barnard; veja Fig. 3.18). Ela é uma ana vermelha invisivel
a olho nu (magnitude 9.54) que se encontra na constelacdo de Ophiuchus. A estrela visivel
a olho nu com maior movimento préprio é épsilon da constelagao Indus, também uma ana
vermelha com movimento proprio de 4/'69 por ano.

Outro efeito devido ao movimento proprio das estrelas é que a forma das constelagoes se
altera com o tempo. Este efeito é pequeno, mas para os primeiros habitantes da América do
Sul, que chegaram talvez ha cerca de 50.000 anos (sitio arqueoldgico de Pedra Furada, no
Piauf), nao havia o que hoje chamamos de constelagdo do Cruzeiro do Sul (Fig. 3.19).

3.6.1 Efeito do movimento préprio nas coordenadas

Em geral, o movimento préprio das estrelas sao dados em relacao & ascensao reta e & declinagao,
Lo € g, em segundos de arco por ano. A variagdo temporal de pu em um dado referencial é
desprezivel (mas seré possivelmente mensuravel a partir das proximas observagoes espaciais).
Se uma estrela tem coordenadas g e §g em uma época tg, suas coordenadas em uma outra
época t sera, em primeira aproximacao:

= pal(t —to) + oo,
§ = ps(t—to)+do. (3.43)

Notemos que os velocidades i € s sdo dadas no mesmo equindcio (época) que as coordenadas
g € dg. Isto significa que as coordenadas « e ¢ correspondem a posicao do astro no momento



3.7 Relacao entre coordenadas geocéntricas e heliocéntricas 71

‘ ‘ ‘ '1996.0
541 Movimento N
préprio da « 8 Dez
Estrela de b 6 Nov
s ~ Barnard e 10 Out |
e 7 Set
e 8 Ago
20" 180Ul et 19955 N
g 6Jun ®
% 487 7 Mai B
+ 12 Abr e
< 27 Mar® T Figura 3.18: Movimento proprio e paralaxe da estrela
§46 - 4 Mar ¢ g'? 4 de Barnard observado por Dennis di Cicco. O trago
3 S continuo é o movimento proprio (medido pelo satélite
8] © . . ~
Q § 1995.0 Hipparcos) enquanto que a oscilagdo em torno desta
44" ;5 - reta é devido a paralaxe (portanto um reflexo do mo-
£ . -
= 1o 23 Nov vimento de transla¢ao da Terra em torno do Sol).
=l
2] e230ut
42 = -
5| *20 Set
=| 24 Ago
=
40" i
23 June
. 22 Mai e
38" ]
23 Abre 1 segundo de
arco
\ \ \ \ \
49.08 48.8° 48.65

Ascensdo Reta 17"57™

t mas em relagdo ao equindcio tp: é necessaria ainda a corregao da precessao para que as

coordenadas correspondam ao equinécio do momento t.
Em termos das componentes da velocidade propria, o movimento proprio total, p, pode

ser escrito como p? = p2 cos?§ + p3.

Além das estrelas, os objetos extragalacticos (galaxias e quasares por exemplo) também se
movimentam em relagao a um referencial fixo e em relagao a nés. Estima-se que o movimento
proéprio das galaxias mais longinquas deve ser inferior a 10~° segundos de arco por ano. Con-
tudo, para as galaxias préximas, sobretudo do grupo local, é possivel que seus movimentos

proprios sejam detectaveis nas proximas décadas.

3.7 Relagao entre coordenadas geocéntricas e heliocéntricas

Em vérios problemas de astronomia de posicao é conveniente fazermos uma translacao do

sistema de coordenadas, passando do sistema geocéntrico ao heliocéntrico ou vice versa. Isto
é feito de maneira mais simples utilizando-se o sistema de coordenadas eclipticas (Fig. 3.20).

Em forma matricial, a translagao se faz como rI(\, 5) — Rgls = r'I(N, 8), onde I é a
posigao geocéntrica do Sol e as coordenadas “primas” sao heliocéntricas. Explicitando vem:

r’ cos 3’ cos N

rcosfcosA — Rgpcosig =
rcosfBsen A — Rgsenlg = r/cos3 sen )\ (3.44)
rsen 3 — 0 = r’sen 3

onde utilizamos o fato de S = 0. Na realidade isto nao é absolutamente verdadeiro pois,
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Figura 3.19: Movimento proprio das estrelas que compdem o Cruzeiro do Sul. Da esquerda para a
direita vemos as configuragoes observadas ha 40.000 anos no passado, no centro hoje (no ano 2.000) e a
direita no futuro, daqui 40.000 anos. Note que daqui ha 20 mil anos a estrela a Centauri estard muito
proxima da posi¢ao ocupada atualmente pela estrela § Cruxis (conhecida como Pdlida). O campo
mostrado tem cerca de 9,5° de lado.

Ecliptica

Figura 3.20: Translagao de coordenadas geocéntricas e heliocéntricas. As dire¢oes = e =/ apontam
para o ponto vernal e z e 2z’ para o polo da ecliptica.

devido a perturbacoes planetérias, a latitude do Sol pode ser de alguns segundos de arco.
Exceto por isso, a equacao acima é geral e valida sempre. Note que aqui precisamos levar em
conta a distancia do astro (r em relagao a Terra, 7’ em relagdo ao Sol). Isto é fundamental
quando sao corpos dentro do sistema solar, onde as distancias sao sempre comparaveis com a
distancia Terra—Sol (Rg).

As translagoes em coordenadas equatoriais podem ser feitas primeiro transformando-as em
eclipticas, fazendo a translacao e finalmente, transformando-as de volta em equatoriais.

3.8 Paralaxe

3.8.1 Paralaxe anual

Devido ao movimento anual da Terra em torno do Sol, a posicao das estrelas mais proximas
se desloca em relacao as estrelas mais longinquas. Este efeito é chamado de paralaze ou ainda
paralaze anual (Fig. 3.21). Comparando-se duas imagens da mesma regiao do céu com 6 meses
de intervalo, o que é equivalente & metade do trajeto da Terra em torno do Sol, a posi¢ao
das estrelas proximas se deslocam em relagdo as estrelas mais distantes devido a um efeito
geométrico de perspectiva (paralaxe).

A paralaxe de uma estrela é definida como:
senw = 1/r,

(3.45)

onde r é a distancia da estrela medida em unidades astronémicas (AU, onde 1 AU ¢é aproxima-
damente igual ao semi-eixo maior da orbita terrestre em torno do Sol, igual 149.597.870,7 km).
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Figura 3.21: Efeito da paralaxe na posi¢ao das estrelas mais proximas. Observando-se uma estrela
proxima com 6 meses de intervalo, a posigao aparente desta se desloca em relagao ao fundo de estrelas
distantes. O dngulo w é a paralaxe da estrela, r é a distancia da estrela e R a distancia Terra-Sol.

Para as estrelas, o angulo de paralaxe @ nunca ¢ maior que 0’8, razao pela qual a primeira
medida de paralaxe anual foi feita somente em 1838 por Friedrich W. Bessel. Como w < 1,
podemos utilizar simplesmente @ = 1/r (w em radianos).

Se a paralaxe é dada em segundos de arco, entao o seu inverso 1/w tem unidades de parsec
(do inglés PARalaxe SECond), isto é, por defini¢ao 1 pc é a distancia que corresponde a uma
paralaxe de 1”. Um parsec é exatamente igual a 648.000/7 AU ou aproximadamente 3,2616
anos-luz.

Pela equagao (3.45) fica claro que medindo-se a paralaxe obtemos imediatamente a distan-
cia da estrela. E desta forma que a distancia das estrelas mais proximas sdo determinadas na
pratica. Com telescopios terrestres, pode-se chegar até medidas de cerca de 0/01, isto é, até
distancias de ~ 300 anos-luz.

Com o satélite Hipparcos da ESA foi possivel determinar a paralaxe até cerca de 0001, o
que significa que podemos determinar diretamente a distancia das estrelas até cerca de 3.300
anos-luz (ou seja, cerca de 12% da distancia ao centro da nossa galaxia). Este alcance mudou
no final da segunda década do Séc. XXI com as observagoes realizadas pelo satélite Gaia da
ESA, que pode medir com precisdo paralaxes de 107% a 107 segundos de arco (dependendo
do brilho da estrela).

Na tabela 3.1 esta a lista das 23 estrelas mais proximas do Sol e a Fig. 3.22 mostra sua
distribui¢ao espacial. Estas estrelas estao contidas em um volume de raio R = 4,1pc (para
referéncia, a distancia do Sol ao centro da Galaxia é R ~ 8,0kpc). A estrela mais proxima do
Sol é Alfa Centauri C ou Prozima Centauri com paralaxe de 0,768” isto é, 1,30 pc (ou 4,25
anos-luz) e magnitude V' = 11,09 descoberta em 1915 pelo astronomo Robert Innes. Em 2016,
foi descoberto um exoplaneta de tipo terrestre em orbita desta estrela.

Efeito da paralaxe anual nas coordenadas

O efeito da paralaxe nas coordenadas eclipticas pode ser calculado facilmente através da
translacao entre as coordenadas geocéntricas e heliocéntricas, lembrando que, observado do
Sol, a posigao de uma estrela nao sofre o efeito da paralaxe (veja a Fig. 3.21). Para isto
utilizamos as equacOes que fazem a translacao das coordenadas eclipticas de geocéntrica a
heliocéntrica, Eq. (3.44).
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Tabela 3.1: Paralaxe das estrelas mais proximas do Sol medidas pelo satélite Hipparcos. ‘Vmag’ e
‘My’ sao as magnitudes aparente e absoluta, respectivamente, na banda V; u é o movimento proprio
total da estrela.

Asc. Reta  Declinagao m Paralaxe = Tipo Vmag My Massa Nome

J2000.0 J2000.0 (" /ano) @ Espec. Mg
14729™4350 —62° 4046”7  3.853 0.77199 M5.5  11.09 15.53 0.107 Proxima Centauri
14"39™3655 —60° 5002  3.710 0.74723 G2 0.01 4.38 1.144 alfa Centauri A
14"39™3551 —60° 50'14”  3.724 0.74723 KO 1.34 571 0.916 alfa Centauri B
17°57™4855  +04° 41'36”  10.358  0.54698 M4.0 9.53 13.22 0.166 Estrela de Barnard
10%56™2952  +07° 00'53"  4.696 0.41910 M6.0 1344 16.55 0.092 Wolf 359
11703™2052  +35° 58’12 4.802 0.39342 M2.0 747 1044 0.464 Lalande 21185
06"45™0859 —16° 42'58”  1.339 0.38002 Al -143 147 1.991 Sirius (alfa CMa)
06"45™0859 —16° 42'58”  1.339 0.38002 DA2 8.44 11.34 0.5 Sirius B
01"39™0153 —17° 57/01”  3.368 0.37370 M5.5 1254 1540 0.109 BL Ceti
01"39™0153 —17° 5701”7 3.368 0.37370 M6.0 1299 15.85 0.102 UV Ceti
18749™4954 —23° 50'10”  0.666 0.33722 M3.5 10.43 13.07 0.171 Ross 154
23841™5457  4+44° 10’307 1.617  0.31637 M5.5 1229 14.79 0.121 Ross 248
03"32m5558  —09° 27/30”  0.977  0.31122 K2 3.73  6.19 0.850 épsilon Eridani
23805™5250 —35° 51'11”  6.896 0.30508 M1.5 734 9.75 0.529 Lacaille 9352
11M47m4454  +00° 4816”7  1.361 0.29814 M4.0 11.13 13.51 0.156 Ross 128
22038™m3354  —15° 18'07"  3.254 0.28950 M5.0 13.33 15.64 0.105 EZ Aquarii
22038™m3354  —15° 18'07"  3.254 0.28950 — 13.27 15.58 0.106
22038™m3354  —15° 18'07"  3.254 0.28950 —  14.03 16.34 0.095
21"06™5359  +38° 44'58”  5.281 0.28608 K5.0 521 749 0.703 61 Cygni A
21"06™5553  4-38° 4431”7 5.172 0.28608 K7.0 6.03 831 0.630 61 CygniB
07"39™1851 405° 13/30”  1.259 0.28517 F51IV 0.38 2.66 1.569 Procion (alfa CMi)
07"39™1851 405° 13/30”  1.259 0.28517 DA 10.70 12.98 0.5
18742™4657 +59° 37'49”  2.238 0.28383 M3.0 8.90 11.16 0.351
18742™4659 +59° 37'37"  2.313 0.28383 M3.5 9.69 11.95 0.259
00"18™2259 444° 0123”7  2.918 0.27987 M1.5 8.08 10.31 0.486 GX And
00"18™2259 444° 01'23"  2.918 0.27987 M3.5 11.06 13.30 0.163 GQ And
22803™m2157  —56° 47'107  4.704 0.27607 K5 4.69 6.89 0.766 épsilon Indi
08"29™4955 426° 46’37 1.290 0.27580 M6.5 14.78 16.98 0.087 DX Cancri
01"44™0451 —15° 56'15”  1.922 0.27439 G8 349 568 0.921 tau Ceti
03"36™0050 —44° 30'46”  0.814 0.27201 M5.5 13.03 1521 0.113 RECONS1
01"12™3056 —16° 59'57"  1.372 0.26884 M4.5 12.02 14.17 0.136 YZ Ceti
07"27™2455 405° 13/33"  3.738 0.26376 M3.5 9.86 11.97 0.257 Estrela de Luyten
18"45™0553 —63° 57'48”  2.664  0.25950 M8.5 1740 19.47 0.07
02"53™0059 +16° 52'53”  5.106 0.25941 M6.5 15.14 17.21 0.08
05"11™4056 —45° 01'06”  8.670 0.25527 M1.5 8.84 10.87 0.393 Estrela de Kapteyn
21M17™1553 —38° 5203”7  3.455 0.25343 MO0.0 6.67 8.69 0.600 AX Microscépio
10"48™ 1457  —39° 56'06”  1.530 0.24853 M85 1739 19.37 0.07
228275955 457° 4145”7 0.990 0.24806 M3.0 9.79 11.76 0.279 Kruger 60 A
228275955 4-57° 41745”  0.990 0.24806 M4.0 11.41 13.38 0.160 Kruger 60 B
06"29™2354 —02° 48'50”  0.930 0.24444 M4.5 11.15 13.09 0.170 Ross 614 A
06"29™2354 —02° 48'50”  0.930 0.24444 M- 14.26 16.17 0.097 Ross 614 B

Como estamos interessados em corpos distantes do sistema solar podemos introduzir as
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seguintes transformacoes:
N o= A=A\
g= B-A8
r = r—Ar, (3.46)

onde os valores A\ e Af sao angulos muito pequenos e Ar é muito menor que . Substituindo
as equagoes (3.46) em (3.44), desenvolvendo os senos e cossenos das diferengas e ignorando os
termos infinitesimais cruzados, obtemos:

RgocosAg = cosfcosAAr
Rosenlg = cosfsen\Ar
0 = sen 5 Ar

o que resulta apds simplificagdo em:

A)cos 8
Ap

rsen3cos AAS — rcosfsen A AN
rsenfSsen A\AB + rcosfcos A AN (3.47)
rcos B AL

—wsen(A — A\g),
—wcos(A — Ag)sen 3, (3.48)

onde utilizamos w = Rg /r (pois Rg =1 AU).

As equagoes (3.48) representam uma elipse na esfera celeste de semi-eixos w e wsen
(Fig. 3.23) Esta elipse é chamada elipse paraldctica e representa o deslocamento aparente
devido ao efeito de paralaxe ao longo de um ano. O semi-eixo maior é paralelo a ecliptica e o

semi-eixo menor é perpendicular.

Para coordenadas equatoriais podemos proceder da mesma forma, considerando a mesma
situagao da figura 3.20 (mas em coordenas equatoriais). A variagdo das coordenadas a e §
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Figura 3.23: Elipse paralactica. Trajetoria aparente devido ao efeito de paralaxe anual. O grafico
a esquerda ilustra um exemplo com w = 0’8 e diferentes latitudes. Quando o astro se encontra no
polo da ecliptica, sua trajetoria aparente é praticamente um circulo; quando o astro esté na ecliptica
(8 = 0) sua trajetoria é um “vai-e-vem” linear.

devido a paralaxe anual é dada por:

Acacosd = —w(senacosAs —cosecosasen\g),

Ad = —w(sendcosacos g+ [cosesendsena —senecosd|seng), (3.49)

Em termos das coordenadas cartesianas geocéntricas do Sol, Xo = cos A\g e Y = sen A\ cose
(assumindo que Z; = 0), a variagao das coordenadas equatoriais se escreve como:

Aacosd = —w(Xgsena — Yy cosa),
Ad = —w(Xgcosa+ Ygsena)send. (3.50)

3.8.2 Paralaxe diaria

A paralaxe didria ou geocéntrica, p, ocorre devido ao fato de que um observador nao se encontra
no centro da Terra mas na sua superficie. Em outras palavras, a paralaxe didria corresponde
a translagdo que transforma um dado sistema de coordenadas de geocéntrico a topocéntrico
(Fig. 3.24). A paralaxe diaria so é relevante para a Lua (pLya < 57'), 0 Sol (pso < 8/'8) e,
eventualmente, os planetas mais préximos.

A paralaxe diaria p é a diferenca entre os angulos com a vertical geocéntrica, z, e topocén-
trica, 2/, isto é, p = 2/ — 2. Pela lei dos senos temos (veja a figura 3.24):

senp = Psenz. (3.51)
T

Quando a altura do astro é 0° (ou 2’ = 90°), chamamos o angulo p de paralaze horizontal e
utilizamos a notagdo P. Assim temos simplesmente,

senP =2 (3.52)
r
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Figura 3.24: Paralaxe diaria. A distancia geocéntrica do observador ao centro da Terra é p, r é a
distancia geocéntrica do astro observado e r’ a distAncia topocéntrica. A esquerda, o dngulo p é a
paralaxe diaria; a direita, o angulo P é a paralaxe horizontal (o astro esta no horizonte, z’ = 90°).

Como 2/ = p + 2, entao senz’ = senpcosz + cos psen z e podemos escrever a paralaxe
diaria em fungdo de z e da paralaxe horizontal como:

sen z sen P

tanp = (3.53)

1—coszsen P’

E importante notarmos que, pelo fato de néo estarmos no centro da Terra, havera um
efeito de paralaxe devido & rotagao terrestre sobre o seu eixo, analogo ao caso da paralaxe
anual (Fig. 3.25).

0 (12 horas depois)

Figura 3.25: Efeito da paralaxe diaria na posigdo de um astro proximo devido & rotagao da Terra.
Observando-se um astro proximo com 12 horas de intervalo, a posigao aparente desta se desloca em
relacdo ao fundo de estrelas distantes. O &ngulo p é a paralaxe do astro, r é a distancia geocéntrica e
r’ a distAncia topocéntrica.

Efeito da paralaxe diaria nas coordenadas

Da mesma forma que fizemos para a paralaxe anual, podemos calcular o efeito da paralaxe
diaria na posigao de um astro utilizando uma translacao do sistema de coordenadas geocén-
trico para topocéntrico. Contudo, neste caso, ¢ mais conveniente trabalharmos no sistema de
coordenadas horizontais ou horarias (veja a Fig. 3.26 para o sistema de coordenadas horarias).

Assim, em notacdo vetorial, a translagdo de um sistema de coordenadas horizontais geo-
céntrico para topocéntrico se faz pela soma de vetores rI(A, h) = r'I(A’, k') + Phoriz, Onde as
grandezas ‘primas’ sao topocéntricas. Isto corresponde ao sistema de equagoes:

rcosAcosh = 1'cosA’cosh’ + psen(p—¢)
rsen Acosh = r'senA’cosh’ + 0 (3.54)
rsenh = r’sen b’/ + pcos(p —¢'),
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onde phoriz € a posigdo geocéntrica do observador no sistema de coordenadas horizontais, que
é obtido por uma rotagao de 90° — ¢ (note que é a latitude geodética utilizada na rotagao) da
posigao geocéntrica em coordenadas horarias (phorario):

p cos ¢’ p sen(p — ¢')
R, (90° — ©) 0 = 0

p sen ¢’ p cos(p — ¢')

Phorério Phorizontal

Em coordenadas horarias, utilizamos a mesma soma vetorial, mas neste caso temos rI(H, ) =
r'I(H',0") + phorario, lembrando que H = Ts —a e H' = Ts — o’ (T sendo o tempo sideral local
do observador, igual ao tempo sideral de Greenwich corrigido da longitude). Obtemos assim
o sistema de equagoes:

rcos Hcosd = 1r'cosH' cosd + pcosy’
rsen Hcosd = r'senH'cosd + 0 (3.55)
rsend = r’ sen &’ + pseny.

Utilizando transformagoes andlogas aquelas utilizadas na paralaxe anual, isto é:

H = H-AH
§ = 6—A¢
v = r—Ar, (3.56)

e tomando as diferengas como infinitesimais obtemos os resultados seguintes:

AHcosd = —Pcosy senH ,
AS = —P(cos Hsendcosy —cosdseny’), (3.57)

onde utilizamos P = p/r.

No caso da Lua e de objetos muito proximos (satélites artificiais), ndo podemos supor que
as diferencas nas equagoes (3.56) sejam infinitesimais. Neste caso é necesséario utilizarmos o
sistema de equagoes (3.55) sem fazermos aproximagoes.
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3.9 Aberracao da Luz

A aberrac@o é um fendmeno que ocorre devido ao movimento relativo do observador ao astro
observado e a velocidade finita de propagagao da luz (mais precisamente, da radiagao eletro-
magnética). Este efeito foi descoberto por James Bradley em 1728 com observagoes da estrela
Gama Draconis (Dragao). A figura 3.27 ilustra este efeito.

Figura 3.27: Esquerda: Aberragao
devida & velocidade V' do observa-
dor. A diferenca 0 —6' = a é devida &
aberracao. Direita: Este efeito é ana-
logo & mudanca de diregao aparente
da chuva quando corremos ou fica-
mos parado.

Se a velocidade da luz fosse infinita ou se o observador estivesse imdvel em relagao ao astro,
este astro seria observado com um angulo 6. Mas como o observador tem uma velocidade V,
enquanto a luz do astro percorre o trecho EO’ em um tempo 7, o observador se desloca de O
a O, percorrendo uma distancia V7. Assim, o astro é observado em O’ com um angulo ¢’

A diferenca entre os angulos 6 e #’ é o angulo de aberragao. Note que este angulo nao
depende do comprimento EO’. Pela lei dos senos temos:

1%
sen(f —0') = —sen?’, (3.58)
c
onde ¢ é a velocidade da luz. Como V << ¢, (V ~ 30 km/s) a diferenga 6§ — 6’ é pequena e o
seno pode ser simplificado resultando em:
Vo 1

6 —0 =ksend; comk=——,
c senl

(3.59)

onde k ¢ a constante de aberrag¢io. O termo sen1” ¢ utilizado para que k tenha unidades de
segundos de arco. Novamente, como 6 e 6’ sdo muito proximos, podemos empregar 6 no lugar
de 0" na expressao (3.59).

A observagao do fenémeno de aberragao (anual, discutido no proximo paragrafo) da luz é
uma evidéncia direta do movimento da Terra ao redor do Sol. Logo, trata-se de uma evidéncia
do sistema heliocéntrico defendido por Copérnico (Sec. 4.8.1), 185 anos antes da observagao
de Bradley.

3.9.1 Aberragao anual

A aberragdo anual ou estelar é devido ao movimento da Terra em torno do Sol. Neste caso, o
pardmetro de aberracao tem o valor da velocidade média de translacao da Terra:

_ 2ma 1
" Pc(1 —e2)/2senl”

(3.60)

onde a é o semi-eixo da oOrbita terrestre, P o periodo (ou seja, o ano sideral) e e é a excentri-
cidade. O valor de k é de 20.'49552 para a época J2000.0 (a época deve ser dada porque tanto
P, a e e tém variagoes seculares devido as perturbagoes planetarias).
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N

O procedimento para se corrigir a aberragdo anual é muito semelhante a correcao da
paralaxe, isto é, trata-se de uma soma vetorial. Neste caso temos:

"IN, B =rI(\, B) + r% , (3.61)

onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo, r'I(\, ') sao as coordenadas aparentes (corrigida
da aberragao) e rI(\, 8) sao as coordenadas verdadeiras. V é a velocidade do observador em
relacdo ao astro observado.

Vamos considerar agora o caso de um observador na Terra, portanto girando em torno do
Sol. Neste caso, V ¢é a propria velocidade de translagao da Terra em torno do Sol (supondo,
inicialmente que a observagao seja feita no sistema geocéntrico). Temos assim, em coordenadas
eclipticas, o sistema de equagoes:

r'cos 3 cos N = 7“% + rcoscos A
r’cos F'sen N = r% + rcosfBsen\ (3.62)
r’sen 3/ = 0 + rsen 3

onde utilizamos o fato de V, (a velocidade da Terra perpendicular a ecliptica) ser praticamente
igual a zero. Utilizando novamente as transformacoes (3.46), nas equagoes (3.62) obtemos:

—Arcosfcos\ + AfrcosisenfS + AlrcosfsenA = r%
—AXrcosfcosA\ — ArcosfsenA + Afrsenfsen\ = r% (3.63)
0 — ApBrcosf — Arsenf = 0,

onde eliminamos os termos infinitesimais de ordem superior a um. A equagao matricial acima
corresponde a um sistema de trés equacoes que pode ser resolvida facilmente, resultando em:

Ve v,
Alcos 8 = ?sen)\— ?ycos)\

AS = sen B(E cos A\ + Y sen \) (3.64)
c c

A velocidade da Terra em torno do Sol é dado pela derivada temporal da posigdo do raio
vetor Rg (que nos dé a posigao heliocéntrica da Terra). Para uma trajetoria eliptica temos:

= —k(sen g + esenw)
= k(cos Ag + ecosw)

. (3.65)

“|S°|@<°|§

onde A\p, w e e sao a longitude do Sol, a longitude do periélio e a excentricidade da érbita
terrestre, respectivamente. Assim, podemos escrever finalmente:
AXcosf = —k[cos(Ag — A) + ecos(w — N)]
AB = —ksenf[sen(Ag — A) +esen(w — \)]. (3.66)

O efeito da aberragao anual é fazer com que as estrelas descrevam uma elipse na esfera
celeste, de forma anéloga & paralaxe anual. Se desprezarmos a elipticidade da érbita terrestre,
a expressao acima se simplifica substituindo e = 0.

Em coordenadas equatoriais, o efeito da aberracdo anual é dado por:

Aacosd = —g[(sen g + esenw)sena + (cos Ag + e cosw) cos € cos o
Ad = —k[(sen g + esenw)cos asend + (cos \g + e cosw)

(senecosd — cosesenasend)]. (3.67)
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3.9.2 Aberragao planetaria

No caso da aberracao anual, nés s6 levamos em consideracao o movimento da Terra em torno
do Sol, desprezando o movimento préprio das estrelas. No caso dos astros do sistema solar
é necessario levarmos também em conta seus movimentos. Desta forma devemos reescrever a
equacao (3.61) da seguinte forma:

Vterra — V
v = TP (3.68)
c

Por outro lado, para os corpos do sistema solar conhecemos com grande precisao a suas
posicoes e, principalmente, seus movimentos. Por isso, ao invés de calcularmos a correcao da
aberracao planetaria utilizando a Eq. (3.68) e o método descrito acima para a aberra¢ao anual,
o que se faz é calcularmos as posig¢oes tanto da Terra como do astro em questao a um instante
ot anterior ao tempo que queremos. Este intervalo t é dado por ¢ x r, onde ¢ é a velocidade
da luz e r a distancia geocéntrica do astro. Em outras palavras, levamos em consideracao a
velocidade finita da luz calculando as posi¢oes da Terra e do astro em um instante anterior ao
da observacgao. Isto s6 é possivel e relevante no caso de astros com movimento e posigoes bem
determinados, como os corpos do sistema solar.

3.9.3 Aberragao secular

O Sol, como todas as estrelas da Via Lactea, tem um movimento proprio em relagdo ao centro
da Galéxia. Um sistema de referéncia centrado na Galédxia seria uma melhor aproximagao de
um referencial inercial do que um sistema ligado ao Sol.

Isto significa que o movimento do Sol na Via Lactea (e, consequentemente, o movimento
da Terra) produz um efeito de aberragdo que chamamos de aberracao secular. Este efeito,
contudo, nao é levado em conta na prética.

3.9.4 Aberracao diaria

A aberragao diaria é devido ao movimento de rotagao da Terra em torno de seu eixo. Como a
velocidade de rotacao da Terra (~ 0,46 km/s) é menor que sua velocidade de translagdo, este
efeito é proporcionalmente menor que a aberragdo anual.

Outra diferenga é que o eixo da rotagdo nao é o mesmo que o eixo de translagdo; portanto
a correcao da aberracao didria é feita de forma mais simples em coordenadas horérias. O
procedimento para deduzirmos a correcao devido & aberragao diaria é exatamente como para
a aberragao anual (soma vetorial).

Devemos lembrar que a velocidade de rotagao de um observador sobre a Terra depende
de sua distancia geocéntrica (que podemos considerar constante sobre toda a Terra) e sua
latitude geografica, ¢. A velocidade do observador é, portanto, V' = 2mp cos ¢/86.164, onde
86.164 ¢ o ntmero aproximado de segundos SI em um dia sideral e p é a distancia geocéntrica.

As equagbes que obtemos para a correcao da aberracao diaria sao:

Aacosé = —k cospcos H
AS = —rx'sendsenysen H (3.69)

onde ¢ é a latitude geografica do observador, H = Ts — « (o tempo sideral Ty é local) e £’ é
a constante de aberracao do movimento diario, &' = 0!"320.
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3.10 Desvio gravitacional da luz

Desde Newton, alguns fisicos cogitaram que a trajetéria da luz poderia ser afetada pela gra-
vitagdo. Em 1911, Einstein faz uma previsao, baseada no que viria a ser alguns anos mais
tarde a Teoria da Relatividade Geral, que os raios de luz de uma estrela distante sofreriam
um desvio em sua trajetoria devido a massa do Sol, alterando sua posicao aparente na esfera
celeste.

Em 1915, com a versao final da Teoria da Relatividade Geral, Einstein recalcula este
efeito (corrigindo-o em relagao ao calculo 1911). O desvio gravitacional da luz foi confirmado
experimentalmente durante um eclipse total, na manha de 29 de maio de 1919 no Ceara,
quando foi observado que as estrelas proximas (em distancia angular) do Sol apresentavam
um desvio em suas posigoes esperadas.

posicao
aparente

Figura 3.28: Desvio gravitacional da luz devido a presenga de um corpo massivo (no caso, o Sol).
O astro é observado em uma posicao aparente distante Af da posicao verdadeira. O angulo 9 é a
elongacao heliocéntrica do astro em relagao a Terra, D é a elongagao geocéntrica em relagao ao Sol e
ds & a distancia Terra—Sol (1 unidade astronémica). A menor distancia entre a trajetoria da luz e o
Sol, b, é o parametro de impacto.

Este fenomeno ocorre sempre que um foton (ndo necessariamente de luz visivel, podendo
ser raios-X, radio, etc...) passa nas proximidades de um corpo massivo (Fig. 3.28). E este
desvio gravitacional da luz que produz os chamados arcos gravitacionais que sao imagens
de galaxias longinquas deformadas devido ao campo gravitacional de algum objeto que se
encontre entre nos e a galaxia (por exemplo, um aglomerado de galéxias que funciona como
uma lente gravitacional).

No caso da astronomia de posigao, estamos interessados na mudanca da posicao aparente
de astros cujos raios luminosos sao desviados pela massa do Sol. A teoria geral da relatividade

prevé que o desvio gravitacional da luz sera?:
2GMg senv ( sen 1) P )
A0 = ; bs.: —————— =tan — 3.70
Ady 1+cosy’ \ 1+ cosv Wy ) (3:70)

onde ¥ é o angulo entre o astro e a Terra visto do Sol, My e ds sdao a massa do Sol e sua
distancia da Terra; G e ¢ sao a constante da gravitagdo e a velocidade da luz no vacuo,
respectivamente. A constante na Eq. (3.70) vale 0700407. O desvio tem um valor minimo (e
nulo) quando 1 = 0, o astro estd exatamente entre o Sol e a Terra (o que ocorre com os
planetas internos e a Lua).

Para os astros que estao a uma distancia muito maior que a distancia Terra—Sol (qualquer
astro fora do sistema solar e, em primeira aproximacao, os planetas mais distantes), podemos
dizer que D =~ 180° — 1, onde D ¢ a elongag¢ao geocéntrica do astro (a distancia angular entre
o Sol e o astro). Podemos dar, entao, o desvio gravitacional da luz em fungao da elongagcao:

2Veja o Explanatory Supplement to the Astronomical Almanac.
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D 90° 45° 20° 5° 2° 1° 0°5 092666
AO 0700407 070098 07023 07093 07233 07466 07933 1751

Note que quando a elongacao é menor do que ~ 072666 = 16’ o astro est4 oculto, atras do Sol
(este angulo corresponde ao raio do Sol observado a 1 U.A.). A figura 3.29 ilustra o efeito de
desvio gravitacional da luz na posicao aparente das estrelas.

° Figura 3.29: Acima: Posicao apa-

° o ° % o oo rente de algumas estrelas quando

¢ ¢ . ¢ o Sol esta distante (distancia an-

posicdo aparente o ... gular). Abaixo: O mesmo campo

das estrelas com Sol . o o quando o Sol esta presente (por

distante ¢ . ° exemplo, observiavel durante um

= = ° eclipse total do Sol). Os pontos

. ® verdes representam a posigao do

. o o : o o . painel acima, sem o efeito gravi-

& * c. Sol < tacional do Sol. As estrelas ten-

Mesimo campo .. eclipsado '._'.' d.em a se afastar d.o corpo mas-

durante um eclipse L. 7 sivo (a “lente gravitacional”). O

solar o e ° - efeito aqui estd bem exagerado
‘e i para efeito de ilustragao.

Quando consideramos a trajetoria da luz de um astro distante muito proxima da superficie
do Sol, podemos expressar o desvio gravitacional pela expressao:

4GM

Af
c2h

onde b é chamado “pardmetro de impacto” (veja Fig. 3.70). Para uma trajetéria rasante,
b= Rg, onde R é raio do Sol. Assim, temos
Af = 4(2;% = 1/751, (caso rasante ao Sol),
C R@
que é equivalente ao valor da tabela acima para D = 16’, pois Rg/ds = D = 180° — 1) e
sen® /(1 + cosyp) — 2/D para D < 1.

A principio, a trajetoria da luz de um astro também é afetada pelo campo gravitacional da
Terra, onde se encontra o observador. Contudo este efeito é sempre inferior a 00003 e pode
ser desprezado sem problemas.

Em coordenadas equatoriais, o desvio gravitacional é calculado da seguinte maneira:

cos D = sen d sen dg + cos d cos dg cos (a — ag) ;

cos g sen(a — ag)

Aa = 05000271

(1 —cosD)cosé (3.71)
AS — 0700407 sen d cos dg, cos(a — ag)) — cos d sen i
- (1 —cosD) ’

onde ag e dg sao as coordenadas geocéntricas do Sol.

3.11 Reducao das coordenadas celestes: Reducao ao dia

A transformacio das coordenadas celestes de um astro entre dois sistemas de referéncias, em
geral de uma posicao catalogada para a posicao aparente em uma data arbitraria, é chamada
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redu¢do ao dia. A redugao é um procedimento que envolve a precessao, nutacgao, aberragdao da
luz, paralaxe, movimento proprio, e desvio gravitacional da luz.

Atualmente, as coordenadas das estrelas sao geralmente dadas no chamado referencial
J2000, por exemplo baseado no catélogo FK5 (Fifth Fundamental Catalogue), em relagdo ao
equinocio médio de 01/01,/2000, com origem no baricentro do Sistema Solar. O procedimento
da redugao das coordenadas esté resumido abaixo:

movimento préprio, «
coordenadas de propri Precessdo de J2000 ~
. paralaxe, aberracao, Nutacéo
catalogo J2000 . para data
desvio grav. da luz

Coordenadas médias Coordenadas médias Coordenadas médias Coordenadas
baricéntricas J2000 geocéntricas J2000 da data verdadeiras da data

A partir das coordenadas verdadeiras da data, podemos ainda obter as coordenadas apa-
rentes topocéntricas, corrigindo as coordenadas pelo efeito da aberracao diaria, refracao at-
mosférica e da paralaxe diaria, se for necessario.

Para dar um exemplo, vamos calcular as coordenadas verdadeiras da Estrela de Barnard
para o dia 13/11/2021 as 20 h UT. Iniciamos listando as coordenadas médias da estrela:

Coordenadas: asc. Ret.: 17"57™488498 ; decl.: +04°41/36/21 (J2000).

Movimento proprio: p, = —0,7986; pus = 10,3281 |”/ano].

Paralaxe: 0.5483".

A dia juliana é JD = 2.459.532,333 (lembrando que JD comeca ao meio-dia). Para este
caso, noés temos as seguintes corregoes:

Aa Ad
Mov. Préoprio —17,4920 226,1896
Aberragao —16,5245 5,9612
Paralaxe —0,3393 —0,2033
Desvio grav. 0,0083 0,0039
Nutagao —14,3499 —4,2829

(em segundos de arco)

Obtemos assim as coordenadas geocéntricas médias J2000:
a = 17P57M465209 ; § = +4°45'2819 (J2000).

As coordenadas geocéntricas médias da data sao obtidas aplicando a corre¢do da precessio:
a = 17"58M515025 ; § = +4°45'24/796 (data).

E, finalmente, as coordenadas geocéntricas verdadeiras sao obtidas aplicando a correcao
da nutacao:
a = 17M58™M505068 ; § = +4°45'20/68 (data).

A partir deste ponto poderiamos calcular as coordenadas aparentes topocéntricas para um
observador na superficie da Terra, dada suas coordenadas geograficas.



Capitulo 4

Astronomia Classica

4.1 Introducao

A astronomia é tao antiga quanto a Historia. Contudo, no inicio, a astronomia tratava apenas
de observagoes e da previsao de alguns fendmenos celestes de forma puramente empirica.
Nao havia a preocupacao em criar-se teorias que explicassem os fendmenos observados. Isto
nao impediu que civilizagoes na Babilénia, China, Egito, México, etc..., desenvolvessem um
conhecimento sofisticado do movimento aparente do Sol, da Lua e dos planetas.

Foi somente a partir do século ¥ A.C., na Grécia, que verdadeiras teorias cosmoldgicas
comecaram a serem criadas com o intuito de nao apenas descrever as observacoes mas explica-
las a partir de principios basicos. E claro, ndo podemos esquecer que foram as observacoes
acumuladas por séculos pelos povos da Mesopotamia e do Egito que possibilitaram de maneira
fundamental o desenvolvimento da astronomia como ciéncia na Grécia cléssica.

E importante lembrar que a evolucdo das ideias astronémicas nao evoluem de maneira
linear, isto é, algumas ideias surgem para depois desaparecerem e apenas muito tempo depois
voltarem; as vezes conceitos contraditérios surgem ao mesmo tempo para que um, nem sempre
o fisicamente correto, prevaleca. A figura 4.1 nos d4 uma linha do tempo dos principais filosofos
e astronomos gregos que contribuiram para a astronomia.
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Figura 4.1: Linha do tempo do principais filosofos da Grécia classica que tiveram destaque na astro-
nomia.

4.2 Grécia classica

4.2.1 Escola jonica

Grande parte do nosso conhecimento do pensamento e filosofia da Grécia pré-socratica (ante-
rior a cerca de 400 A.C.) sdo de segunda mao: em muitos casos sao tradugoes ou comentarios
feitos por autores mais recentes que chegaram a nos de maneira muito fragmentada.

O que se sabe das ideias do filésofo jonico Tales de Mileto (~ 624-547 A.C.) vieram de
relatos de terceiros. Ele acreditava que a Terra fosse um disco circular achatado flutuando como
uma madeira em um oceano cuja a agua seria o principio de tudo e limitado pela abdbada
celeste. Chega a ser surpreendente que Tales tenha sido capaz de prever um eclipse do Sol
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(como se alega) tendo a concepgao de mundo que tinha. Se realmente ele pode prever este
eclipse, talvez isto tenha sido uma consequéncia do conhecimento adquirido em suas viagens
pelo Egito.

Um contemporéneo de Tales, Anaximandro (~ 611-546 A.C.) é reputado por ter intro-
duzido a utilizagao do gndmon (conhecer em grego; é uma vareta do relogio solar utilizada
para se medir o azimute e a altura do Sol através de sua sombra) na Grécia. Anaximandro
acreditava que a Terra deveria estar em equilibrio no centro do Universo pois nesta posicao a
Terra nao cairia em lugar algum. A Terra seria um cilindro e o céu seria esférico (e ndo um
hemisfério), formado por varias camadas a distancias diferentes, onde o Sol se encontraria na
mais distante e as estrelas fixas na camada mais proxima. A Lua estaria numa camada in-
termediéria. Isto mostra que Anaximandro desconhecia o fendmeno de ocultacdo das estrelas
pela Lua (o que s6 é possivel se a Lua estiver mais proxima que as estrelas), mas tem o mérito
da introducao da ideia de disténcia dos astros & Terra.

Sfera
a

estrelas _
© < (furos)

<

—

Figura 4.2: Universo de Anaximandro. A Terra fica no centro do Universo, as estrelas sdo furos em
uma esfera solida, por onde escapa a luz. Em seguida vem um anel com a Lua e um anel mais distante
com o Sol.

Anaximenes de Mileto (585-526 A.C.), também da escola jonica, acreditava que as
estrelas estariam “pregadas” na esfera celeste, que seria um solido cristalino, e a Terra seria
um disco achatado flutuando no ar. Esta era a visao de Leucipo de Mileto (~ 480-420(?)
A.C.), onde a Terra ¢ o hemisfério de uma esfera e, acima, o ar preenche o hemisfério superior
(Fig. 4.3). Neste caso, as estrelas preenchem a tltima esfera.

Assim, para a escola jonica, a Terra era um disco achatado que estaria flutuando no
Universo ou no seu centro, as estrelas eram “pregadas’ na abébada celeste e os planetas
eram mencionados apenas superficialmente. Todos os astros seriam derivados de substancias
primérias (como o ar, fogo e 4dgua).

4.2.2 Escola eleatica

A escola eleatica foi fundada por Xenofanes de Colophon (~ 570-478 A.C.) e desenvolvida
por Parménides (nascido em Elea 504-450 A.C.). Esta é a época em que Atenas foi o maior
centro filoséfico do mundo antigo.

Xenofanes acreditava em uma Terra plana e sem limites, ancorada no infinito, com o ar
acima também infinito. O Sol, estrelas e cometas seriam “nuvens” condensadas nesta atmosfera.
A trajetoria dos astros deveria ser retilinea sendo que, a aparéncia circular do movimento diario
seria uma ilusao devida a distdncia que nos separa destes astros.
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Figura 4.3: Modelo de Universo de Leucipo.
A Terra é uma semi-esfera e os astros sao fi-
xados em esferas concéntricas transparentes.

Apesar da influéncia de Xenofanes, Parménides acreditava que a Terra era uma esfera
o que foi sem diavida um dos maiores passos no avango da ciéncia. Ele foi provavelmente
o primeiro a dividir a Terra em cinco zonas: uma tropical (ou térrida), duas temperadas e
duas glaciais. A nocao de esfericidade provavelmente surgiu a partir dos relatos de viajantes
que descreviam estrelas visiveis no Sul (Egito, por exemplo) mas invisiveis na Grécia como
a brilhante Canopus (declinagao ~ —52°42") ou estrelas que se tornam circumpolar quando
viajamos para o norte. Também eram relatados mudancas na duragao do dia; no verao, os
dias eram mais “longos” nas regioes mais ao norte. Parménides também considerava o Universo
como uma série de camadas esféricas concéntricas, com a Terra no centro. Ele também sabia
que as “estrelas” vespertina e matutina (ou estrela d’alva) eram o mesmo objeto (que hoje bem
sabemos, é Vénus) e que a Lua brilhava gragas a luz do Sol. Finalmente, ele acreditava que o
Sol e a Lua seriam formados por matéria que havia se desprendido da Via Lactea (o Sol feito
por matéria quente e a Lua, fria). Curiosamente, como Anaximandro, Parménides acreditava
que as estrelas estariam mais proximas da Terra que o Sol e a Lua.

Notemos apenas que, nesta mesma época (século ¥ A.C.), surgiram as teorias da matéria
composta por dtomos (minusculas particulas indivisiveis, a chamada teoria atomista) defendi-
das por Leucipo (ja citado acima), Empédocres e Democrito (que foi aluno de Leucipo).

Nascido na ilha de Chios (Quios em portugués) Oenopides viveu em Atenas durante
o século ¥ A.C. A ele é atribuido a primeira determinac¢do quantitativa da obliquidade da
ecliptica (inclinagao do eixo de rotagao terrestre) por volta de 450 A.C.

Nesta mesma época, Hipdcrates de Quios (que também viveu em Atenas) especulava
sobre a natureza dos cometas e da Via Lactea. Sua ideia era que existia apenas um cometa
que sempre voltava para a Terra.

4.2.3 Escola pitagorica

A escola pitagorica foi fundada por Pitagoras (nascido em 580 A.C. em Samos e morto em
Metaponto por volta do ano 497 A.C.) no sul da Italia mais ou menos na mesma época do flo-
rescimento da escola eleatica. Da mesma forma que a maioria de seus contemporaneos, nada do
que foi feito por Pitagoras chegou a nos diretamente. A escola pitagorica teve grande influéncia
no pensamento do mundo antigo nao apenas pela sua longevidade (cerca de dois séculos como
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escola propriamente dita e até o século I D.C. haviam seguidores da escola pitagorica) como
também pelo fato de seu membros terem uma participagao politica importante.

A principal ideia da filosofia de Pit4dgoras era de que o Universo era governado pela ma-
tematica. A regularidade dos movimentos celestes e os intervalos regulares das harmonias
musicais levou os pitagéricos & conclusao de que cada um dos planetas, assim como as estre-
las, estariam em esferas cujo movimento produziriam uma nota musical. Esta musica celestial
seria, é claro, impossivel de ser escutada pelos seres humanos.

Segundo Pitagoras, o Universo seria formado de quatro elementos (terra, dgua, ar e fogo),
tendo uma forma esférica assim como a Terra, também esférica e localizada no centro. E pos-
sivel que tenha sido Pitagoras o primeiro a utilizar a palavra “cosmo” (em grego, kKéopos) para
designar o firmamento. Pitdgoras também reconheceu que as “estrelas” matutina e vespertina
eram o mesmo corpo celeste (Vénus), que a Lua brilhava refletindo a luz solar e que os planetas
tinham uma trajetoria inclinada em relagao ao equador celeste (o que hoje em dia explicamos
pelo fato dos planetas do sistema solar estarem praticamente confinados a um plano, o plano
da ecliptica).

Foi provavelmente na escola pitagérica que o movimento de oeste para leste dos planetas
foi descoberto (para a escola jonica, acreditava-se que os planetas se moviam de leste para
oeste mas as vezes mais lentamente que as estrelas fixas).

Filolau (ou Philolaus, nascido no sul da Italia por volta de 480 A.C.), discipulo de Pi-
tagoras, foi provavelmente o primeiro filésofo grego a sugerir que a Terra nao se encontra no
centro do Universo. Segundo Filolau, no centro do Universo existiria um fogo central chamado
Héstia (FoTia). A Terra (esférica) giraria diariamente em torno deste fogo central, mostrando
sempre a mesma face, o lado nao habitavel; a Europa e o mundo conhecido dos gregos ficaria
do lado oposto ao fogo central. E interessante notar que, apesar da teoria de Filolau implicar
na rotacao da Terra em torno de seu eixo, ele ndo reconheceu este fato explicitamente. A Lua,
o Sol e os planetas também girariam em torno de Héstia, além da orbita terrestre. A partir do
fogo central nos terfamos a Terra, a Lua, o Sol, Vénus, Mercirio, Marte, Jupiter e Saturno.

Filolau também supos a existéncia de uma ‘anti-Terra’, um mundo que eventualmente
se localizaria entre a Terra e o fogo central (portanto invisivel da Europa). A conjectura
desta anti-Terra foi motivada em parte pelo fato do niimero dez ser considerado perfeito pelos
pitagoricos. Deveria haver, portanto, dez corpos no Universo — a Terra, a Lua, o Sol, os cinco
planetas conhecidos e a esfera das estrelas fixas somavam apenas nove.

4.2.4 Sistema de Eudoxo

O matematico e filosofo Eudoxo nasceu em Cnidus, na Asia Menor por volta do ano 408 A.C.
e morreu em 355 A.C. Eudoxo viajou muito, estudando varios meses com Platao (Atenas 427
347 A.C.), passando mais de um ano no Egito e na volta construiu um observatorio proprio.
Ele foi o primeiro a propor um ciclo solar de 4 anos, com trés anos de 365 dias e um ano de
366, ciclo este que somente foi posto em prética pela primeira vez por Julio César (o calendario
Juliano) cerca de 3 séculos mais tarde. Ele também contribuiu para as primeiras descrigoes
sistematicas das constelagoes.

Mas a maior contribui¢ado de Eudoxo foi o seu sistema de esferas homocéntricas (de mesmo
centro), que daria uma explicagdo tedrica aos movimentos irregulares dos astros. De acordo
com os paradigmas da época, Fudoxo acreditava que cada planeta, o Sol e a Lua estavam
fixados em esferas, com a Terra no centro. Além disto, o Gnico movimento permissivel seriam
circulares e regulares (as esferas de cada astro girariam uniformemente).

A inovacdo de Eudoxo foi supor que cada planeta estaria ligado a varias esferas homocéntri-
cas, e nao apenas uma. Cada uma destas esferas giraria de forma uniforme, mas a composi¢ao
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de seus movimentos (que seriam independentes) produziria o movimento irregular observado.
Se Eudoxo acreditava ou nao na existéncia fisica destas esferas, nao sabemos.

Para os planetas, Eudoxo imaginou quatro esferas: a primeira que gira em um dia tendo
um eixo polar (isto reproduz o movimento diario de leste para oeste); uma segunda esfera cujo
eixo seria perpendicular & ecliptica com rotagdo oposta & primeira (responséavel pelo fato dos
planetas percorrerem a ecliptica de oeste para leste, e ndo o equador celeste). Uma terceira
esfera é necessaria para produzir o movimento retrégrado dos planetas e a quarta esfera, ligada
a terceira, seria responsavel pela pequena inclinacao dos planetas em relacao a ecliptica. Para
o Sol e a Lua, apenas trés esferas homocéntricas eram necessérias (figura 4.4).

24h

Figura 4.4: Movimento do Sol segundo a
teoria das esferas homocéntricas de Eudoxo.
As esferas tém mesmo raio e foram desenha-
das desta forma para maior clareza. A pri-
meira esfera (mais externa no desenho), é
responsével pelo movimento aparente diario;
as duas outras esferas reproduzem o movi-
mento aparente anual do Sol. A inclinacao
da terceira esfera (mais central) é igual a
obliquidade da ecliptica. A Terra fica imovel
no centro.

Apesar de sofisticada, a teoria de Eudoxo era capaz apenas de explicar o movimento dos
planeta de modo aproximado; no caso de Marte a teoria das esferas homocéntricas apresentava
grandes divergéncias. Contudo, esta teoria podia explicar relativamente bem as diferengas de
duracao das estagoes do ano. Dado o estado das observagoes da época, esta teoria foi sem
davida um marco na astronomia de posicao.

4.2.5 Sistema de Aristoteles

Aristoteles (Stagira, Macedonia 384-322 A.C.), foi discipulo de Platao (e tutor de Alexandre
Magno da Macedonia), mas no fim da vida desenvolveu seu trabalho em dire¢oes menos
espirituais que as de seu mestre (o qual dizia que as ideias e os espiritos sdo o mundo real, e
os fendmenos visiveis uma simples representagao grosseira do mundo espiritual). E gracas a
Aristoteles que noés conhecemos muito da Grécia pré-socratica.

Aristoteles acreditava que o Universo era esférico e finito, composto por quatro elementos
béasicos: agua, terra, fogo e ar. A Terra, esférica, ocupava a posicao central e era imoével. Aris-
toteles também acreditava que os planetas estivessem fixados em esferas e adotou o sistema de
esferas homocéntricas de Eudoxo. Contudo, Aristoteles acreditava que estas esferas eram reais,
feitas por cristais transparentes. Aristoteles ainda desenvolveu o sistema de Eudoxo acrescen-
tando mais esferas a alguns planetas (em particular Marte), melhorando assim o acordo entre
observacao e teoria. O modelo de Universo de Aristoteles (Fig. 4.5) conheceu um tal sucesso
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que, ainda hoje, quando fazemos referéncia ao modelo onde a Terra esta imével no centro do
Universo, dizemos modelo aristotélico.

Figura 4.5: Universo aristoté-
lico. A Terra fica imével no cen-
tro e os astros celestes estao co-
lados em esferas concéntricas.

Além disto, Aristételes compreendia que as fases da Lua dependiam de quanto a Lua é
iluminada pelo Sol, em relacao a um observador na Terra. Também explicou que os eclipses do
Sol ocorrem devido & ocultagao deste pela Lua. Da mesma forma, um eclipse da Lua ocorreria
quando esta passa pela sombra da Terra. Observando que a sombra da Terra projetada na
Lua era esférica, Aristételes dava outro argumento para a esfericidade da Terra. Como Par-
ménides, Aristoteles também argumenta sobre a esfericidade terrestre notando que algumas
estrelas visiveis do Egito, ndo o sdo da Grécia. Aristoteles chega mesmo a citar o trabalho de
matematicos (infelizmente sem citar os nomes) que estimam em 400.000 stadia (~ 63.000 km)
a circunferéncia da Terra.

4.3 Sistema hibrido de Heraclides

Heraclides Ponticus (de Pontus) viveu entre c. 388-315 A.C., sendo portanto contempo-
raneo de Aristoteles. Apesar de nascido em Heréclea, logo imigrou para Atenas, onde talvez
tenha tido contato com Platao. Provavelmente ele também foi influenciado pelos pitagoricos.

Contrariamente aos seus contemporaneos, Heréclides explicava o movimento didrio dos
astros dizendo que a Terra girava em torno dela mesma em torno de um eixo que passava
pelos polos celestes. Infelizmente, foi a visdo de Aristoteles, isto é, de uma Terra imovel, que
prevaleceu nos séculos que vieram.

Mas a maior contribuicao de Heraclides diz respeito as 6rbitas dos planetas. Sempre houve
muita controvérsia sobre as posigoes de Merctrio e Vénus: alguns autores colocavam-nos acima
do Sol; outros os colocavam entre a Lua e o Sol. Um meio termo foi encontrado por Heraclides
colocando estes dois planetas nao em 6rbita em torno da Terra, mas em torno do Sol. Estes
planetas girariam em circulos em torno do Sol que, por sua vez, giraria em torno da Terra
(como os demais planetas e a Lua). Isto explicava entre outras coisas a presenga destes dois
planetas sempre préximos do Sol.

4.3.1 Aristarco

O matemaético Aristarco, nascido em Samos (c. 310-230 A.C.), foi influenciado pelas ideias
de Heraclides e foi sem duvida o primeiro a defender claramente a ideia de que o Sol estava
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no centro do Universo. A Terra e os demais planetas girariam em circulos em torno do Sol.
Como Heréaclides, o movimento diario dos astros era explicado por Aristarco devido & rotagao
da Terra em torno de seu eixo.

Tanto o modelo geocéntrico de Aristoteles como o heliocéntrico de Aristarco davam conta
das observagdes disponiveis nesta época. A preferéncia pelo modelo geocéntrico foi mais mo-
tivada por razoes misticas, religiosas e ideolégica do que argumentos cientificos.

Aristarco também contribuiu para o estudo das distdncias e tamanho da Lua e do Sol.
Apesar dos resultados erréneos — por exemplo, ele dava a distancia do Sol igual a cerca de 20
vezes a distancia da Lua & Terra — seus métodos estavam teoricamente corretos.

4.3.2 FEratostenes

Eratostenes de Cirena (276-194 A.C., contemporaneo de Arquimedes) foi um dos primeiros
diretores da Biblioteca de Alexandria. Eratostenes foi o primeiro a medir precisamente o
diametro da Terra por volta de 240 A.C. Antes desta medida, ja havia aquela dada por
Aristoteles e uma outra citada por Arquimedes (isto é, nao foi ele o autor da medida) dando
o valor de 300.000 stadia®

Eratostenes sabia que na cidade de Siena (atualmente Assud, proximo a primeira catarata
do Nilo, no Egito), um gnémon nao produzia sombra ao meio-dia (verdadeiro) do dia do
solsticio de verao (em outras palavras, Siena se encontra praticamente no trépico de Cancer).
Por outro lado, também no solsticio de verao, o Sol nao se encontra exatamente na vertical
em Alexandria, mas a cerca de 772 do zénite (ou 1/50 de circunferéncia). Eratostenes concluiu
que Alexandria deveria estar a 1/50 da circunferéncia da Terra ao norte de Siena, ou seja,
a diferenca em latitudes das duas cidades seria 7;2. Por outro lado, Eratéstenes conhecia
a distancia entre estas duas cidades, cerca de 5000 stadia e sabia que elas se encontravam
praticamente no mesmo meridiano (na realidade ha uma diferenga de ~ 275 em longitude, isto
implica em um erro de ~ 4% na medida da circunferéncia da Terra). Por uma simples regra
de trés, Eratostenes concluiu que a circunferéncia total da Terra seria 50 x 5000 = 250.000
stadia (Fig. 4.25, pagina 109). Este valor foi posteriormente mudado para 252.000 stadia.

A questdo é, quanto valia exatamente um stadium, ji que esta unidade tinha valores
diferentes em diferentes momentos da Historia e para diferentes povos. Se o valor de um stadium
¢ 158 metros (possivel valor usado no Egito, na época de Eratostenes), entao a circunferéncia
da Terra teria ~ 39.700 km, valor muito proximo da circunferéncia polar medida hoje em dia,
39.940,6 km.

Eratostenes também determinou mais precisamente o valor da inclinacao do eixo terrestre,
a obliquidade da ecliptica, e = 23°51" (o valor na época era e = 23°43'30").

4.3.3 Aglaonice de Thessalia

Aglaonice ou Aglaonike (final do século T A.C.7) ¢é citada por Plutarco como uma astronoma
que sabia prever com acurécia os eclipses lunares. Este conhecimento de Aglaonice sugere que
ela conhecia o ciclo de saros. Ela é provavelmente a primeira astrénoma que se tem registro
histérico.

4.4 Hiparco

Hiparco de Nicea, que viveu entre cerca de 190 a 126 A.C., na maior parte do tempo na ilha
de Rhodes, é considerado o mais importante astronomo da Grécia antiga. Ele fez observagoes

1O stadium (pl. stadia) é uma unidade de comprimento usada na Antiguidade. Devido a uma falta de padro-
nizagao, a conversao entre stadium e metro é incerta, podendo ser equivalente desde ~ 150 até ~ 210 metros.
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durante 33 anos em seu observatoério, onde realizou medidas muito mais precisas que até entao
eram disponiveis e foi responsavel por importantes inovacoes tedricas na astronomia.

Hiparco descobriu a precessao dos equindcios, mostrando que as coordenadas das estre-
las variavam sistematicamente quando eram dadas em relagao ao ponto vernal. Pelo mesmo
raciocinio, ele explicou que a duracao do ano nao dependia do retorno das estrelas & mesma
posi¢ao (ano sideral), mas sim da recorréncia das estagoes, isto ¢, a recorréncia de um dado
solsticio ou equindcio (ano tropico). Ele chegou a dar a dura¢do do ano tropico como 365
dias e um quarto, diminuido de ﬁ de dia, valor muito préximo do valor real. Ele interpretou
corretamente este fato como devido ao movimento retrégrado, regular e continuo, do ponto
vernal.

Hiparco também confirmou o valor da obliquidade da ecliptica obtido por Eratoéstenes,
concebeu novos métodos para se medir a distancia da Lua & Terra utilizando os eclipses do
Sol e da Lua e produziu o primeiro catilogo de estrelas com 850 objetos, listando a latitude
e a longitude em coordenadas eclipticas. As estrelas eram divididas segundo seu brilho em
6 ‘magnitudes’, sendo a 12 magnitude as estrelas mais brilhantes e a 62, correspondendo as
estrelas mais fracas. O sistema atual de magnitudes é muito semelhante ao sistema de Hiparco.

4.4.1 Gémino de Rhodes

Apos Hiparco, a astronomia grega entra em um periodo de decadéncia, quando as inovagoes e
pensamentos originais diminuem. Temos, contudo, astrénomos que compilam o conhecimento
da época de forma didatica e cuja obra tem um alcance considerével. Este é o caso de Gémino
de Rhodes (~ 130 A.C. - 60 A.C. ou ~ 10 A.C. - 60 D.C. segundo a fonte); pouco se sabe
sobre este grego (apesar do nome latim) que viveu na ilha de Rhodes e publicou “Introdugao
aos Fendmenos”. Este livro cita desde os dados colhidos na Babilonia até autores como Eudoxo
e Eratostenes. Gémino descreve o céu e chama a atengdo para o fato de que as estrelas fixas
nao estao situadas na superficie da esfera celeste, mas estao a distancias diferentes. Ele conclui
que nossa visao nao pode distinguir estas distancias e por isto a diferenca entre estas distancias
é imperceptivel.

4.5 Sistema de epiciclos: Ptolomeu

A teoria dos epiciclos surgiu gradualmente, talvez comecando com a ideia de composicao de
movimentos de Eudoxo, a partir do final do século I A.C. A motivacao observacional desta
teoria estava no movimento aparente dos planetas, ora direto, ora retréogrado, e estacionario
quando passa de direto para retrogrado (chamado ‘estagoes’ do planeta). Apolonio de Perga
(~262-190 A.C.) foi o primeiro a dar uma forma rigorosa a teoria dos epiciclos por volta de 230
A.C. (Fig. 4.6, a esquerda). Apolonio discorreu sobre as segoes conicas (veja na se¢ao 4.13.1)
e propds um sistema de mundo onde os planetas giravam ao redor do Sol e o Sol ao redor da
Terra.

Na verdade, a semente do pensamento que levou ao sistema de epiciclos ja aparecia no
sistema hibrido de Heréclides, onde os planetas inferiores giravam em torno do Sol que, por
sua vez, girava em torno da Terra. No sistema de epiciclos, contudo, os planetas nao giravam
em torno de um corpo ou ponto material: nao havia nada no centro dos epiciclos.

Hiparco foi o responsével pelo desenvolvimento e aprimoracdo da teoria proposta por
Apolonio, com a introducido do conceito de excentricidade, isto é, a Terra ndo estava no
centro do deferente (Fig. 4.6, no meio). Hiparco também notou que, para que o epiciclo seja
sempre menor que o deferente (um requisito da teoria), era necesséario introduzir epiciclos
suplementares para cada planeta (Fig. 4.6, a direita).
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Terra

Figura 4.6: Sistema de epiciclos. Esquerda: a Terra se encontra no centro do circulo (deferente) onde
o epiciclo orbita. O planeta por sua vez gira em torno do ponto C, centro do epiciclo. Meio: Hiparco
notou que, para levar em conta a velocidade variavel no movimento anual do Sol, a Terra deveria ser
deslocada do centro do deferente (E). Isto é, existe uma excentricidade na posi¢ao da Terra (ainda
hoje se emprega este termo quando nos referimos a elipses, cujo centro ndo coincide com o foco).
Direita: Para poder explicar precisamente todas as irregularidades das érbitas dos planetas, Ptolomeu
introduziu epiciclos que giram em torno de epiciclos.

4.6 Sistema geocéntrico de Ptolomeu

Claudio Ptolomeu, o ultimo dos grandes astronomos gregos da Antiguidade, viveu entre
cerca de 85 a 165 D.C., na maior parte do tempo em Alexandria. Entre outras coisas, Ptolomeu
estendeu o catalogo de Hiparco, acrescentando cerca de 130 estrelas e aumentando a precisao
das medidas das coordenadas. O catalogo original foi perdido, mas tradugoes sobreviveram
até nos gracas aos astronomos arabes. Por isto o catélogo de Ptolomeu é conhecido como
Almagesto, do arabe Al-majisti, uma corruptela do grego peyiorn (“magiste”, magistral).

Foi Ptolomeu quem deu a forma definitiva para o sistema geocéntrico do Universo, baseado
na teoria dos epiciclos, e foi com esta forma que este sistema de Mundo sobreviveu até o
século Xv. Gragas as suas novas observagoes e habilidade com a geometria, ele melhorou
consideravelmente a precisao da teoria dos epiciclos.

O sucesso do sistema de Ptolomeu vem da precisdo e relativa facilidade em se prever
a posicao dos planetas, Sol e Lua. No entanto, com o passar do tempo, a qualidade das
observacoes foram aumentando e para que esta teoria continuasse a funcionar era necessario
muitas vezes acrescentar alguns epiciclos a mais para um dado planeta.

Uma versao simplificada do sistema de Ptolomeu (Fig. 4.7) pode ser descrita da seguinte
maneira: o raio dos epiciclos dos planetas internos, Mercturio e Vénus sao definidos pela elon-
gagao mdzima (as configuragoes planetérias sera visto na se¢ao 4.9) que estes planetas podem
ter (cerca de 28° para Mercurio e 47° para Vénus). O centro do epiciclo destes planetas estao
sempre alinhados com o Sol. J& para os planetas externos, o periodo de translagdo do planeta
ao longo do circulo do epiciclo é igual ao periodo de translagao do Sol ao redor da Terra, um
ano. Isto ocorre para que as lagadas dos planetas externos (veja Fig. 1.9 na se¢ao 1.3) ocorram
com a frequéncia e na posigao corretas. Como consequéncia, o raio que liga o centro do epiciclo
ao planeta externo é sempre paralelo & dire¢ao Terra—Sol.

E interessante notar que, do ponto de vista matematico, ndo ha nenhum problema intrin-
seco com a teoria de epiciclos. Na verdade, esta teoria nada mais é do que uma representagao
em série de fungoes circulares (senos e cossenos) da posigao dos planetas. Na mecénica celeste
atual, é desta maneira que representamos as posigoes dos planetas, Lua e Sol, com a diferenca
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Figura 4.7: Sistema de Ptolomeu mos-
\ trando a relagao entre as posicoes dos
epiciclos de Merctrio e Vénus alinhado
com a diregao Terra—Sol, assim como os
raios dos epiciclos dos planetas externos
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de que a série de fungoes circulares é obtida com a teoria da gravitagdo universal e nao de
forma puramente empirica.

O problema da teoria de Ptolomeu estava na interpretacao fisica. O fato dos planetas
girarem em séries de epiciclos em torno de nada nao tem sentido fisicamente em um referencial
inercial. Fendmenos como a aberragao e a paralaxe (desconhecidos na época) também sao
incompativeis com o Universo geocéntrico.

Por outro lado havia o problema de que, seguindo os principios gregos (e sustentados fervo-
rosamente pela toda poderosa igreja catolica medieval) o circulo era a unica forma geométrica
perfeita e os epiciclos s6 poderiam ser compostos de circulos (e nao elipses, por exemplo) e o
movimento em cada epiciclo deveria ser uniforme. Além disto, a Terra, como obra divina, s6
poderia estar no centro do Universo, e nao perambulando por ai. Foram estes vinculos que,
durante séculos, obrigavam Ptolomeu e seus seguidores a complicar a teoria dos epiciclos a

cada novo avancgo das observagoes para poder explici-las.

4.7 Entre Ptolomeu e Copérnico

A ciéncia Helénica, que ja estava perdendo seu vigor desde a época de Hiparco, deixa de
ter um papel importante acompanhando a queda do império Romano na Europa ocidental
(século ¥ D.C.). Téon de Alexandria (ou Theon, 335-4057) foi um dos ultimos estudiosos
da Grécia Classica a reeditar e comentar os trabalhos de Euclides e Ptolomeu. Sua filha,
Hipatia (3557-415) estd entre as primeira mulher de destaque na Astronomia chegando a
ser diretora da escola neoplatonica em Alexandria. Ela foi tristemente assassinada por uma
multidao de cristoes fanaticos.

O ultimo trabalho de destaque foi a enciclopédia de Marciano Capella (~ 400-4507)
publicada por volta de 420, alguns anos ap6s o saque de Roma pelos Visigodos liderados por
Alarico I. Nesta enciclopédia o destaque é o modelo geocéntrico com a excecdo de Mercurio
e Vénus que estariam em orbita ao redor do Sol (como o modelo hibrido de Heréclides). A
enciclopédia de Capella foi importante e discutida durante o periodo de Carlos Magno, quatro

séculos mais tarde.
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4.7.1 Astronomia fora da Europa

Cerca de 2 séculos depois do inicio da expansao islamica em 632 D.C., a Astronomia se de-
senvolve com vigor no mundo arabe. Em um primeiro momento, até meados do séc. IX D.C. a
cultura islamica absorve e traduz tratados gregos e indianos versando sobre astronomia, ma-
temaética e geometria. Em particular é feita a traducéo arabe da obra de Ptolomeu, Almagesto
(e, por isto, é conhecida por nos pelo seu nome arabe). Em 830, Muhammad al-Khwarizmi
(~ 780-8507) de cultura Persa, publica a primeira obra de impacto da astronomia islamica, o
Zij al-Sindh (Zij significa um manual de astronomia). Neste livro, estdo resumidos conceitos
mateméticos e astronémicos indianos e gregos.

A astronomia de posigdo estd intimamente ligada & religiao islamica pois, em suas oragoes,
o mucgulmano deve se posicionar na direcao de Meca. Esta direcao, um angulo azimutal medido
a partir do norte, é chamado Qibla e é determinado com métodos astronémicos. O Qibla aponta
para a direcdo mais curta, isto é, para o segmento de grande circulo que liga a Meca ao local
da prece (veja Segao 1.6.1).

Ahmad al-Fargani (~ 8007-861), nascido no atual Uzbequistao escreveu “Elementos
de Astronomia sobre movimentos celestes” em Bagdéa onde, além de resumir o trabalho de
Ptolomeu, atualiza algumas das constantes astronomicas e posigoes de estrelas. Seus livros
chegaram a Europa onde foram traduzidos em Latim.

Por volta do ano 900, Muhammad al-Battani (853-929, na Europa conhecido como
Albatenius) determina com precisao de segundos a dura¢ao do ano tropico e descobre o mo-
vimento do periélio da orbita terrestre, isto é, a precessao da orbita terrestre (ndo confunda
com a precessao do eixo da Terra).

Abd al-Rahman (903-986, dito al-Sufi, isto ¢, o Sabio) publica em 964 um extenso e
preciso catélogo de estrelas com desenhos de constelagoes onde figura pela primeira vez a galé-
xia de Andrémeda. al-Sufi também menciona o que pode ser a Grande Nuvem de Magalhaes,
galaxia irregular vizinha da Via Lactea visivel a partir do Sul do Peninsula Arabica (ao sul
do paralelo 15° N).

Ibn al-Haytham (964-1040) nascido na Pérsia, escreveu no Egito o Kitab al-Manazir, o
Livro de Optica, um precursor da éptica fisica de grande influéncia na Idade Média.

O iraniano Abu al-Biruni (973-1048) se especializou em instrumentac¢ao astronodmica,
escrevendo tratados sobre a esfera armilar, o astrolabio e o planisfério. Para al-Biruni, além
da Terra esférica e em rotag@o ser um modelo natural de Universo, ele imaginava que todos
os corpos tenderiam a cair para o centro da Terra.

Abu Ishaq Ibrahim ibn Yahya al-Zarqgali (1029-1087), conhecido como al-Zarkali
ou Arzachel nasceu e viveu a maior parte do tempo em Toledo. Apos a conquista da cidade
pelo rei de Castilha, Alfonso VI em 1085, al-Zarkali vai para Coérdoba. Colaborou de forma
importante na produgao das Tdbuas de Toledo, com previsdes das posicoes dos planetas, Lua
e Sol. Também determinou com precisao o movimento (precessdao) do apogeu solar (a posigao
em que a Terra se encontra mais distante do Sol). Seus trabalhos foram traduzidos e citados,
entre outros, por Geraldo de Cremona, Regiomontanus e Copérnico.

Ibn Rochd de Cérdoba (conhecido como Averrdis ou Alverroes, 1126-1198) nascido
na Andaluzia teve uma grande influéncia na Europa Medieval com seus textos e tradugoes
de obras gregas classicas, com énfase em logica, medicina e astronomia. Defendia um modelo
de Universo estritamente concéntrico. Averrdis desenvolveu uma versao primitiva do conceito
de inércia dos corpos em movimento. Acusado de heresia no final da vida, morre no exilio no
Marrocos.

Nascido no Marrocos, Nur ad-Din al-Bitruji (meados do século X11-1204, era conhe-
cido na Europa com o nome latinizado Alpetragius) viveu na Andaluzia onde apresentou
o primeiro modelo planetario geocéntrico da Idade Média como uma alternativa ao sistema
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de Ptolomeu. A originalidade do seu trabalho vem da procura de uma razao fisica para o
movimento dos astros.

Em 1270, Nasir al-Din al-Tusi (1201-1274), argumenta sobre a rotacao da Terra utili-
zando a observagao da paralaxe de cometas. No livro Zij-i Ilkhani, publica o mais sofisticado
modelo de movimento dos planetas até entao. Nasir al-Tusi foi diretor do importante obser-
vatorio de Maragheh (hoje no Ira), construido por ordem do neto de Genghis Khan.

Muhammad Taragi ibn Shah-Rukh ibn-Timur, mais conhecido como Ulugh Beg (ou Bek,
~ 1394-1449), neto de Tamerlao, construiu o maior observatorio até entdo em Samarcanda
(hoje no Uzbequistao) no final da década de 1420, baseado no observatorio de Maragheh. La
foram catalogadas cerca de 1000 estrelas, com véarias corregoes em relagdo a catélogos mais
antigos.

4.7.2 Precursores da revolugao copernicana

Aos poucos, principalmente apds o século X, o conhecimento astronémico do mundo islamico
penetra na Europa por Constantinopla (Istambul, Turquia) e, principalmente, através da Es-
panha.

Geraldo de Cremona (11147-1187) traduz pela primeira vez o Almagesto diretamente
do Arabe para o latim, além de outros trabalhos sobre ciéncias desenvolvidas no Isla.

Robert Grosseteste (11757-1253) bispo inglés, produziu varios tratados cientificos. Por
volta de 1225, Grosseteste publica o livro “De Luce’ (sobre a luz) onde argumenta sobre a
origem das esferas celestes (onde se encontram os astros) devido a uma possivel interagao entre
luz e matéria. Em seu cenario cosmologico, o Universo comega com uma explosao, seguido de
uma condensacao da matéria

Michael Scot (11757-1232) filosofo e médico nascido no sul da Escocia, passou pelas
Universidades de Oxford e de Paris antes de se estabelecer em Toledo, Espanha (naquela
época proximo da fronteira da Espanha islamica). Sua maior contribui¢ao foi a tradugao e
critica de textos arabes, de Alpetragius e Averroéis, principalmente relacionados aos trabalhos
de Aristoteles.

Joao de Sacrobosco (11957-12567) nascido possivelmente na Inglaterra, foi o autor de
uma das obras de astronomia mais populares da Idade Média, o Tratado da Esfera (1230),
o primeiro livro de Astronomia a ser impresso (em 1472). Este livro, didatico e bem ilus-
trado, explicava fenémenos como os eclipses, o sistema de Ptolomeu e argumentava sobre a
esfericidade da Terra e da esfera celeste, e foi utilizado e reproduzido com frequéncia até o
século XVITT.

Campano de Novara (1220-1296), matemaético italiano, escreveu a primeira obra euro-
péia sobre planetarios (movimento dos planetas) e se interessou pela descrigao geométrica do
movimento retrégrado dos planetas.

Guilherme de Sao Clodoaldo (Guillaume de Saint-Cloud, fim do séc. XT1T), astronomo
francés publicou em 1292 sua Tabule Almanach Planetarium com efemérides do Sol, da Lua e
dos planetas. Também descreve o eclipse do Sol (parcial na Franga) de 04/06/1285.

Nicolas de Oresme (1323-1382), nascido na Franca, foi um filésofo influente que estu-
dou diversas disciplinas, entre elas fisica e astronomia. Ele discutiu criticamente as ideias de
Aristoteles, discordando do conceito de uma Terra estatica. Para Nicolas, a rotagdo da Terra
em torno de um eixo poderia explicar o movimento diurno dos astros.

Nicolau de Cusa (1401-1464) sugeriu que a Terra fosse esférica (o que ja era conhecido
na Grécia classica) e que orbitava o Sol. Também sugeriu que as estrelas eram “sois” distantes.

Georg von Peuerbach (1423-1461), também escrito Peurbach, foi um astrénomo aus-
triaco autor de um dos primeiros livros impressos, “ Theoricae novae planetarum”, baseado em
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autores arabes como al-Battani e al-Fargani. Seu livro é citado por Copérnico e Kepler e é
reeditado até o século XVII.

Johannes Miiller de Konigsberg conhecido como Regiomontanus ou Monte Regio
(1436-1476), escreveu varios tratados de Astronomia utilizando varias fontes arabes, em par-
ticular o Almagesto. A partir de 1454, utiliza a entao recém inventada imprensa para publicar
seus livros e de outros autores, por exemplo, o livro de von Peuerbach citado no parégrafo
acima. Em 1456, observa o cometa que seria reconhecido mais tarde como cometa de Halley.

Regiomontanus foi convocado a Roma pelo Papa Sisto IV para estudar uma possivel re-
forma do calendério Juliano, que apresentava uma divergéncia notavel com o inicio das estagoes
do ano. Contudo ele morre antes de completar este trabalho. A reforma do calendario s6 sera
feita cerca de um século mais tarde.

4.8 Sistema heliocéntrico de Copérnico

4.8.1 Copérnico

Nicolau Copérnico (Niklas Koppernigk) nasceu em 19/02/1473 em Torun, na Polénia. Em
1491 ele foi estudar na universidade de Cracdvia. Em 1496 ele foi para a Itélia estudar direito
e em 1501 voltou novamente a Italia para estudar medicina. Durante seus estudos, Copérnico
teve contato com a renascenca italiana e foi muito influenciado pelo pensamento grego classico.
A ideia de uma Terra que gira em torno de si mesma e que nao esta no centro do Universo,
nao era desconhecida de Copérnico.

Sua grande obra, De revolutionibus orbium ceelestium (“Sobre as revolugoes das orbitas
celestes”) foi publicada no ano de sua morte, 1543. Neste trabalho, Copérnico refuta os ar-
gumentos de Ptolomeu de que a Terra nao poderia se mover e estava no centro do Universo.
Ptolomeu dizia (com razao) que, se a Terra se movesse, haveria mudanga na aparéncia das
constelagoes (o que chamamos hoje de paralaxe). Mas Copérnico argumentou (também corre-
tamente) que as estrelas deveriam estar muito afastadas, com distancias muito maiores que o
didmetro da orbita terrestre (ou seja, a paralaxe nao é perceptivel em observagoes a olho nu).

O que provavelmente levou Copérnico a adotar o sistema heliocéntrico, onde o Sol estaria
imo6vel no centro do Universo, foi a complexidade em que se encontrava o sistema de epiciclos
na sua época. Devido ao avango das observagoes, era necessario um sistema extremamente
complexo para poder explicar precisamente o movimento dos planetas. Uma vez que Copér-
nico se convenceu de que nao havia nenhuma contradicao com a hipétese de uma Terra em
movimento, ele pode enfim conceber um sistema de mundo muito mais simples que o sistema
geocéntrico, capaz de explicar o movimento observado dos planetas, baseado nas ideia gregas
antigas (Filolau, Heraclides e, principalmente, Aristarco de Samos).

Em seu sistema heliocéntrico, os planetas giram em torno do Sol em circulos perfeitos e
apenas a Lua gira em torno da Terra (Figura 4.8). Além disto, todos os planetas girariam
de maneira uniforme e no mesmo sentido. O movimento didrio da esfera celeste era explicado
simplesmente pela rotacao da Terra em torno de seu eixo.

O grande feito de Copérnico nao foi apenas recuperar ideias da Grécia antiga e aplicé-las
com éxito na descrigao do Sistema Solar, mas também ir de encontro a mais de 15 séculos de
preconceito contra um Universo onde a Terra poderia mover-se.

4.8.2 Galileu Galilei

Algumas décadas mais tarde, em 1610, Galileu Galilei (1564-1642) fez descobertas que en-
terrariam de vez o sistema geocéntrico. Com a utilizacao da primeira luneta, Galileu descobriu
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Figura 4.8: O sistema solar segundo
Copérnico. Os planetas se movem em
oOrbitas circulares em torno do Sol.
Para poder prever corretamente a po-
si¢do dos planetas, Copérnico tam-
bém precisou introduzir epiciclos em
seu sistema Heliocéntrico.

os quatro maiores satélites de Jupiter (que claramente nao orbitavam a Terra) e as fases de
Vénus (veja na Fig. 4.9 as diferentes previsdes de como seriam as fases dos planetas internos).

$e€ Sol

leste ) oeste leste oeste
orbita

. Veénus ou
Mercurio

%x% Sol

Modelo heliocéntrico para Terra Modelo geocéntrico (epiciclos)

Figura 4.9: Esquerda: Fases de um planeta interno (Merctrio ou Vénus) visto da Terra no modelo
heliocéntrico. Direita: Fases de um planeta interno observadas da Terra no modelo geocéntrico. Antes
do uso da luneta por Galileu, nao era possivel distinguir as fases destes planetas.

Mas antes das descobertas de Galileu, durante a segunda metade do século XVI, comegou a
ficar claro que mesmo o sistema heliocéntrico de Copérnico, com 6rbitas circulares, nao podia
explicar em todos os detalhes o movimento dos planetas, em particular de Marte e da Lua.
Também era necessaria a introdugéao de epiciclos no sistema heliocéntrico, o que foi feito pelo
proprio Copérnico em seu modelo planetario.

4.8.3 Brahe e Kepler

Nesta mesma época, dados de altissima qualidade foram obtidos pelo astrénomo dinamarqués
Tycho Brahe (1546-1601). Tycho fez as medidas mais precisas até entao da posi¢ao de muitas
estrelas e, principalmente, dos planetas. Inicialmente, Tycho fez suas observacoes a partir do
observatorio de Uraniborg (hoje parte da Suécia). Em 1597, Tycho foi forcado a deixar a
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Dinamarca e emigrou para Praga (na época parte da Bohemia, Alemanha) onde continuou
seu trabalho até morrer.

Além de observagoes precisas, Brahe propds um sistema misto geocéntrico mas heliocén-
trico para os planetas Mercurio e Veénus (Fig. 4.10), semelhante ao modelo de Heraclides
Ponticus do séc. v A.C.

Figura 4.10: Universo segundo Tycho
Brahe, com a Terra no centro mas com Mer-
curio e Vénus orbitando o Sol.

Tycho Brahe tinha um brilhante assistente, o alemao Johannes Kepler (1571-1630). De
familia protestante, Kepler aprendeu o sistema de Copérnico na universidade de Tiibingen,
Alemanha, e tornou-se um adepto do heliocentrismo. Apoés mudar-se para a universidade
de Graz, Austria, Kepler publicou o livro “ Mysterium Cosmographicum” onde apresenta seu
modelo de Universo heliocéntrico baseado nos sélidos platonicos (Fig. 4.11). Estes objetos
geométricos sdo poliedros regulares e convexos (onde todos os lados sao iguais e regulares) e
existem apenas 5 no espago tridimensional: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro.
Estudados e descritos por Euclides e Platao, eram considerados solidos geométricos perfeitos.

O Sistema Solar de Kepler era construido colocando uma esfera central que continha a
orbita de Mercurio. Ao redor desta esfera coloca-se um octaedro e, ao redor do octaedro vem
a esfera de Vénus. Em seguida vem um icosaedro inserido em mais uma esfera, a da Terra.
Depois temos um dodecaedro e a esfera de Marte, um tetraedro e a esfera de Jupiter e, por
fim, um cubo e a esfera de Saturno. Com este arranjo, as 6rbitas dos planetas tém as seguintes
dimensoes: 0,4588, 0,7947, 1, 1,2584, 3,7752, e 6,5389 (tomando o raio da orbita da Terra igual
a um). Kepler tinha um conhecimento suficientemente bom das distancias no Sistema Solar
para verificar que estas distancias nao correspondiam as observadas, especialmente para os
planetas externos. Assim, este modelo dos sélidos platonicos foi logo abandonado.

Mais tarde, nos primeiros anos do século XviI, Kepler, apos estudar minuciosamente os
dados de Tycho Brahe, chegou & conclusao de que os planetas nao se moviam uniformemente
em circulos (e eventualmente em epiciclos) em torno do Sol, mas simplesmente se moviam em
elipses, com o Sol em um dos focos (veremos isto mais abaixo, Sec¢ao 4.13).

Finalmente havia-se chegado a um modelo de Universo simples, elegante e extremamente
preciso para a época e, como foi visto posteriormente, fisicamente aceitavel, como demons-
trou a teoria da gravitacdo universal de Isaac Newton (1643-1727), publicada em 1687 no
“Philosophiae naturalis Principia Mathematica”.
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Figura 4.11: Primeiro modelo de
Kepler, onde os planetas conheci-
dos orbitavam em esferas concén-
tricas. Os raios das esferas sao de-
finidos pelas razoes entre os solidos
platénicos.

4.9 Configuragoes planetarias

Chamamos de configuragoes planetdrias as posicoes relativas da Terra, do Sol e de um dos
planetas. Na figura 4.12 estao ilustradas as principais configuragoes planetarias.
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translacao

Figura 4.12: Configuragoes planetarias
mais importantes. P, e P; se referem aos
planetas exteriores e interiores, respectiva-
mente. Em parénteses, as seguintes confi-
guragoes: oposi¢ao (op), conjungao superior
(¢s), conjungao inferior (ci), maxima elonga-
¢ao ocidental (oc), méxima elongagao orien-
tal (or), quadratura ocidental (qoc) e qua-
dratura oriental (qor).

No caso dos planetas interiores, isto é, planetas mais proximos do Sol do que a Terra
(Mercurio e Vénus), chamamos de conjung¢ao inferior quando o planeta se encontra alinhado
entre o Sol e a Terra. Note que ndo podemos observar o planeta neste momento, exceto
nas raras ocasioes em que este alinhamento é perfeito e podemos ver a silhueta do planeta
atravessando o disco solar. Quando o planeta interior se encontra alinhado com a Terra e o Sol
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mas do lado oposto — 0 Sol se encontra entre o planeta e a Terra — chamamos esta configuragao
de conjuncao superior.

A distancia angular aparente entre um planeta e o Sol é chamado elongacdo. Este angulo,
para um planeta interno, oscila entre 0° nas conjungoes superior e inferior até um certo valor
méximo. Estes valores extremos definem as méximas elongagdes ocidental (a oeste do Sol) e
oriental (a leste do Sol), veja a figura 4.13. O momento em que planeta interno esta na sua
méxima elongacao é o momento mais propicio para sua observacao. Na elongacao ocidental,
o planeta é visto no fim da madrugada); na oriental, ele é visto no inicio da noite.

Figura 4.13: Detalhe das configuragoes planetarias
mais importantes. Um planeta interior é visivel no
Leste, pouco antes do nascer do Sol (ou seja, o pla-
neta esta a Oeste do Sol), e visivel no Oeste pouco
depois do por do Sol (ou seja, o planeta esta a Leste
do Sol).

Os planetas exteriores, aqueles além da orbita terrestre (Marte, Jupiter, Saturno, Urano,
Netuno e Plutao), nunca estdo em conjungao inferior (pois eles nao podem estar entre a
Terra e o Sol) e sua elongagao varia entre 0° e 360°. Quando temos o alinhamento Terra—Sol-
planeta exterior, chamamos esta configuracao de conjuncao superior, tal qual para os planetas
interiores. Nesta configuracao, o planeta se encontra na posi¢cao mais distante da Terra. Quando
o alinhamento é Sol-Terra—planeta exterior, o planeta exterior estd em oposicdo. Este é o
momento mais propicio para observagao de um planeta exterior. Finalmente, quando o dngulo
entre o planeta e o Sol é de 90°, chamamos esta configuragdo de quadratura. Esta pode ser
oriental ou ocidental, dependendo da posicao relativa do planeta ao Sol, a leste ou a oeste,
respectivamente.

O intervalo de tempo entre duas configuragdes planetarias idénticas consecutivas (por
exemplo, duas oposigoes de Marte ou duas elongagoes ocidentais maximas de Vénus) define o
periodo sinodico do planeta.

O periodo sinédico de um planeta esté relacionado aos periodos de translagao da Terra e
do planeta em torno do Sol:

1 1 1
=4 - : 4.1
Psinéd <PTerra Pplaneta) ( )

onde o sinal é ‘4’ se o planeta for externo e ‘—’ se o planeta for interno.

4.10 Eclipses

Um eclipse ocorre quando um corpo deixa de ser visto devido a uma sombra. No caso do
eclipse do Sol, este deixa de ser visto porque a Lua esta entre o observador (na Terra) e o Sol,
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isto é, a sombra da Lua passa pelo observador. No caso do eclipse da Lua, esta deixa de ser
vista porque entra na sombra da Terra?.

Quando a fonte luminosa e o corpo iluminado nao sao puntiformes existem duas regioes de
sombra: a umbra, regidao que nao recebe luz nenhuma da fonte luminosa, e a penumbra, regiao
que recebe luz apenas de alguma parte da fonte. Isto é precisamente o que ocorre no sistema
Sol-Terra-Lua (todos os corpos s@o extensos).

4.10.1 Eclipse do Sol

A geometria de um eclipse do Sol esté ilustrada na figura 4.14.
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penumbra

caminho datotalidade

Figura 4.14: Representagio de um eclipse total do Sol. Para observadores que se encontram na umbra,
o disco solar esta completamente oculto pela Lua. Para os observadores que se encontram na penumbra,
o disco solar estd apenas parcialmente oculto (eclipse parcial). Caso a Terra estivesse mais proxima do
Sol ou a Lua mais distante da Terra, o eclipse seria anular (o disco aparente da Lua seria menor que
o disco solar).

No caso desta figura, damos o exemplo de um eclipse total: a umbra da Lua atinge a
superficie da Terra, todo o disco solar é ocultado pela Lua. Como as distancias entre a Lua
e a Terra e entre o Sol e a Terra nao sdo constantes, nem sempre os eclipses sao totais.
Dependendo da distancia, o diametro aparente da Lua varia entre 29'22” e 33/20”; o do Sol
varia entre 32'00” e 32'31” (Fig. 4.15). Assim, quando o diAmetro aparente da Lua é menor
que o do Sol, temos um eclipse anular (Fig. 4.16).

ti‘éﬁ{’i‘; Figura 4.15: Comparacao dos dia-

anular lins metros aparentes do Sol e da Lua.

eclipse anular \ Sol | etcolt%b]e A variagao ocorre devido a eliptici-
Lua dade (achatamento) das orbitas da

| U ENDUDOY IV | Terra e da Lua. Como a orbita lunar é
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mais excéntrica, a variacdo do tama-

diametro aparente - .
nho aparente é maior.

O eclipses de tipo anular sao um pouco mais frequentes (33% do total de eclipses) que os
eclipses totais (27%). A maioria dos eclipses, contudo, sao parciais (35%), quando a umbra da
Lua néo atinge a Terra®.

Em alguns casos relativamente raros, um eclipse pode comecar como anular e, a medida
que a sombra avanca pela Terra o eclipse se torna total. No final do eclipse este se torna
anular novamente. A principal razao disto é a curvatura terrestre que faz com que a distancia
relativa entre a Lua e os observadores dependa da posicao na Terra. Em alguns casos, o eclipse
pode comecar total e terminar anular ou vice versa. Chamamos estes eclipses de hibrido ou
anular-total do Sol. Por exemplo, os eclipses de 08/04/2008, 03/11/2013 e 20/04/2023 sao de

tipo hibrido.

2Na realidade, a Lua nédo deixa de ser vista, pois ainda ¢ iluminada pela luz do Sol que & espalhada pela
atmosfera terrestre, dano-lhe uma cor avermelhada.
3 As estatisticas sdo de Fred Espenak, disponiveis no site www.EclipseWise.com.
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Anular

Figura 4.16: A esquerda, os trés tipos
de eclipse do Sol. No caso do eclipse
anular, a Lua se encontra proxima do

0

Total
apogeu e seu didmetro aparente é me-
nor do que o do Sol; no eclipse total, a
Lua se encontra préxima do perigeu.
Percial A direita, representacao da observa-

¢ao de um eclipse do Sol.

Observamos também que a sombra da Lua percorre apenas uma pequena fragdo da su-
perficie da Terra. Para observadores que nao se encontram no caminho da totalidade, mas
proximo dele (isto é, na penumbra), o eclipse sera parcial (apenas uma parte do disco solar
sera ocultado pela Lua). Observadores ainda mais distantes, ndo observarao o eclipse. Isto é
simplesmente um efeito da paralaxe diaria na posicao aparente da Lua.

r D 1
Terra

Figura 4.17: Geometria de um eclipse do Sol para estimarmos o tamanho da umbra na superficie
terrestre.

O tamanho da umbra na superficie da Terra pode ser estimado utilizando as seguintes
relagoes (veja Fig. 4.17):

7‘@ rr TU
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onde D¢ e Dy, sao as distancias geocéntricas do Sol e da Lua, rg, rz, e r7 sdo os raios do Sol,
Lua e Terra, respectivamente. O raio da umbra na superficie terrestre é ry (supondo que a
projecao da umbra seja circular). Com um pouco de algebra, mostramos que

Do — Dy TL)
ly=—"—"—=Dg |1+ — 4.3
YT /e ®< +7“® ’ (43)
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e teremos um eclipse total se iy > (Dg — r7), isto é, a umbra atinge a superficie da Terra.
Esta relagao é equivalente a dj, > dg), o didmetro aparente da Lua é maior do que o da Sol.
O tamanho da umbra na superficie da Terra é dado por:
ri(Do —rr) —re(Dr — 1) Dy —rr

= ~ — ey — 4.4
TU Do — Dy, L —Toe ) ( )

onde assumimos que a proje¢ao da umbra lunar na Terra é circular. Usando a Eq. 4.4 quando a
Lua esta no perigeu e a Terra no afélio obtemos ry &~ 96 km. Isto nao é rigorosamente preciso:
devido & curvatura da Terra este é um valor minimo. O tamanho real da umbra pode ser até
o dobro do estimado pela féormula acima proximo dos polos.

A umbra lunar tem no maximo 270 km de largura e tipicamente varia de algumas dezenas
a ~ 100km. Um célculo feito por J. Meeus sugere que uma dada localidade na Terra observa,
em média, um eclipse solar a cada 375 anos devido a largura do caminho do eclipse solar
na superficie terrestre. A varidncia deste intervalo de tempo, contudo, é muito grande: em
algumas ocasides na mesma localidade poderiamos observar eclipses totais do Sol com um
intervalo de poucos anos; outros lugares podem ficar sem ver um eclipse total por milénios.

A umbra se move na superficie da Terra com velocidade entre 1700 a 3400 km /h, no sentido
Oeste para Leste (esta velocidade é pelo menos o dobro da velocidade dos avides comerciais).
O movimento da umbra na superficie terrestre é o resultado da composi¢ao de 3 movimentos:
translagao da Lua ao redor da Terra, translacao da Terra em torno do Sol e a rotagao terrestre.
A principal componente é a translacao da Lua e a velocidade da umbra na direcao do Leste
reflete a velocidade da Lua em oérbita da Terra.

A fase de totalidade para um dado observador dura, aproximadamente, o tamanho do dia-
metro da umbra dividido pela velocidade com que a umbra percorre o caminho da totalidade:
a duragao é tipicamente ~ (150km/2000km/s) ~ 4,5 minutos. Observamos que a fase de
totalidade pode durar no mdzimo cerca de 7 minutos e meio (entre 3000 A.C. e 5000 D.C., o
mais longo eclipse serd em 16/jul/2186 com 7m29s de duragao). Os eclipses anulares podem
ser mais longos, chegando a durar até cerca 12 minutos e meio.

Pela geometria do eclipse, é claro que um eclipse do Sol s6 pode ocorrer na Lua Nova.

4.10.2 Eclipse da Lua

O eclipse da Lua se produz quando esta entra no cone de sombra da Terra como mostra a
Fig. 4.18. Pela figura, vemos que os eclipses lunares s6 podem ocorrer na Lua Cheia.

Figura 4.18: Representagao de um eclipse da Lua ao passar pela sombra da Terra.

Chamamos de fase de totalidade o intervalo de tempo em que a Lua percorre a umbra
terrestre (Fig. 4.19). A férmula (4.3) também vale para a umbra da Terra, bastando trocar rp,
por rp e fazendo Dy — 0. A umbra da Terra é apenas 0,00925 vezes a distancia Terra—Sol,
mas isto significa que a umbra se prolonga cerca de 1,4 milhGes de km além da Terra, mais
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de 3,5 vezes o raio da 6rbita da Lua. Um observador na Lua nunca ver4d um eclipse anular do
Sol. Se apenas uma parte da Lua passar pela umbra, entdo dizemos que é um eclipse parcial.

A Lua nao passa sempre pela umbra da Terra. Em alguns casos s6 ocorre a passagem da
Lua pela penumbra (ndo necessariamente de toda a Lua). Neste caso, onde nao ha contato
com a umbra, chamamos de eclipse penumbral da Lua, Fig. 4.19 (por exemplo, como os eclipses
de 28/12/2012, 10/02/2017 e 10/01/2020).
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Figura 4.19: Esquerda: Exemplo de um eclipse da Lua visto da Terra (a umbra e a penumbra nao
s@o realmente visiveis). Neste exemplo a totalidade (intervalo de tempo em que a lua permanece na
umbra terrestre) dura cerca de 1 hora e 15 minutos. Direita: Exemplo de um eclipse da Lua penumbra,
quando a Lua nao passa pela umbra da Terra.

Em contraste com os eclipses solares, que s6 podem ser vistos em uma pequena regiao sobre
a Terra, os eclipses lunares sao vistos por todo o hemisfério onde é noite. Em outras palavras,
basta que a Lua esteja acima do horizonte (levando-se em conta a refragao e a paralaxe) para
que o fenémeno seja observavel.

A duracdo maxima de um eclipse da Lua é de cerca de 3"50™ e a duracio da fase total
néo pode superar cerca de 1"40™.

4.10.3 Ocorréncia de eclipses

Como foi dito, os eclipses solares e lunares s6 podem ocorrer nas luas Novas e Cheias, respec-
tivamente. Entao porqué nao observamos dois eclipses por més? Os eclipses nao ocorrem com
esta frequéncia porque os planos orbitais da Lua em torno da Terra, e da Terra em torno do
Sol nao sao coplanares (veja Figs. 4.20 e 4.21).
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orbita terrestre

Figura 4.20: Geometria da orbita da
Lua em relagdo a ecliptica. As orbitas
nao sao coplanares e a reta da intersec-
¢ao é chamada linha dos nodos onde se
encontram os nodos ascendente e des-
cendente. A inclinacao da 6rbita da Lua
em relacao a ecliptica é de cerca de 551.

Como a orbita da Lua é inclinada de cerca de 571 em relagao a ecliptica, na Lua Nova nem
sempre ela estara exatamente alinhada com o Sol e a Terra. Assim um eclipse s6 pode ocorrer
quando o Sol e a Lua estiverem préximos a linha dos nodos da o6rbita lunar. Pode-se mostrar
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que a Lua nao deve estar a mais de 456 do nodo para que o eclipse lunar seja total, e nao mais
que 1093 para o eclipse total do Sol.
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A Lua, a Terra e o Sol estao alinhados préoximos a linha dos nodos geralmente 2 vezes por
ano e, com menos frequéncia, 3 vezes por ano. Isto ocorre porque a linha dos nodos tem um
movimento retréogrado e o periodo com que a Terra passa pelo nodo é um pouco inferior ao
ano Tropico. Nesta configuragao temos a temporada de eclipses (Fig. 4.21). Inicialmente,
com o alinhamento temos um eclipse (digamos do Sol); 2 semanas depois teremos um eclipse
da Lua e, as vezes, com mais 2 semanas voltaremos a ter um eclipse do Sol. Esta temporada
volta com o préximo alinhamento, um pouco menos de 6 meses depois.

Em um ano pode ocorrer no minimo 2 eclipses solares (nao necessariamente totais) e no
méximo 5, o que é muito raro, em média um vez a cada 180 anos (a tltima vez foi em 1935 e
a proxima serd em 2206).

Incluindo os eclipses lunares, podem ocorrer no minimo 4 eclipses (neste caso 2 sao solares)
e no maximo 7 (2 lunares e 5 solares ou 3 lunares e 4 solares — a ulima vez que isto ocorreu
foi em 1982, a proxima serda em 2038). O mais frequente, em cerca de 71% dos anos, é que
ocorram 4 eclipses por ano.

Série de Saros

O plano orbital da Lua nao ¢é invariante, ele possui um movimento de precessao devido as
perturbagoes do Sol, dos planetas e da nao esfericidade da Terra. Podemos definir um periodo
de tempo entre duas passagens consecutivas do Sol pelo nodo ascendente da érbita lunar; este
¢ o ano draconiano. Este ano, como ja foi visto, tem cerca de 346,62 dias. Dezenove anos
draconianos correspondem quase exatamente a 223 meses sinodicos (um meés sinédico ou
lunagao tem em média cerca 29,53 dias), isto é o periodo de recorréncia da fases da Lua. Por
dltimo, existe uma outra coincidéncia, 223 meses sinddicos correspondem quase que exata-
mente a 239 meses anomalisticos (o més anomalistico ¢ o periodo de uma orbita lunar em
relagao ao perigeu). Resumindo, temos:

19 anos draconianos: 6585 dias 18 horas 44 minutos = 18 anos 11,28 dias
223 meses sinddicos: 6585 dias 7 horas 43 minutos = 18 anos 10,82 dias
239 meses anomalisticos: 6585 dias 12 horas 53 minutos = 18 anos 11,04 dias

Em outras palavras, as configuragoes espaciais Terra—Sol-Lua se repetem quase que exata-
mente com um perfodo de cerca de 18 anos tropicos e 11,3 dias. Portanto, a sequéncia de
eclipses também se repete com este periodo. Esta recorréncia dos eclipses ja era conhecida dos
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Figura 4.22: Frequéncia dos eclipses solares e lunares. Os eclipses se agrupam em diagonais correspon-
dendo aos eclipses que ocorrem no nodo ascendente ou descendente da 6rbita lunar. Os grupos de 2 ou
3 eclipses que ocorrem no intervalo de cerca de 34 dias correspondem as “temporadas de eclipses”. O
periodo de saros (ou simplesmente saros) tem um pouco mais de 18 anos e a figura ilustra 2 exemplos.
Alguns eclipses tém o ntumero de sua série de saros destacadas.

Caldeus (cultura que existiu entre os séculos IX e ¥T na Mesopotamia, eventualmente inte-
grada a Babilonia) e é chamado periodo de saros. O termo saros foi utilizado pela primeira
vez por Edmund Halley para designar o periodo de 223 meses sin6dicos. A palavra saros vem
do Caldeu e significa “3600”, sem relagdo com o periodo de recorréncia dos eclipses; aparen-
temente Halley cometeu um erro ao usar a palavra “saros”. Contudo, o termo acabou sendo
adotado de tal forma que alguns autores dizem que a palavra saros significa “repeticdo” em
grego.

Ocorrem vérios eclipses por ano o que significa que existem varias séries de saros ocorrendo
simultaneamente. Os saros sao numerados seguindo a convengao de que eclipses de séries com
nimeros pares ocorrem proximo do nodo descendente enquanto eclipses que ocorrem préximos
do nodo ascendente tem ntmero impar.

Uma série de saros tem duragdo limitada. A série comeca com eclipses solares parciais
proximos de um dos polos. A medida que a serie avanca os eclipses se deslocam para o equador
e, eventualmente se tornam anulares e/ou totais. Em seguida, os eclipse vao se deslocando
para o outro polo, se tornam parciais e finalmente a serie termina. Uma serie de saros dura
geralmente entre 1244 (com 70 eclipses solares) a 1316 anos (com 74 eclipses solares). A maior
frequéncia é para a duragdo de 1280 anos, que corresponde a 72 eclipses solares. Nos casos
extremos, podem haver até 87 eclipses solares em uma serie que dura 1551 anos.

Serie de saros de nimero zero ocorreu entre maio/2996 A.C. e junho/1675 A.C.. Hoje em
dia as series ativas est@o entre a 117 (de jun/792 a ago/2054) e a 156 (de jul/2011 a jul/3237).
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Figura 4.23: Exemplo da semelhanga da geometria de eclipses da mesma série de saros (aqui, series
139, 142 e 145). A cada 18 anos, 11 dias e 8 horas, os eclipses se repetem a 120° para o Oeste (o que
corresponde a 8h) de forma muito semelhante. A cada 3 saros, alguns eclipses praticamente ocorrem
da mesma forma e no mesmo local (por exemplo, na serie de saros 139 de 1988 e 2042).

Como os eclipses separados por um periodo de saros tém aproximadamente a mesma
configuracao espacial, os eclipses sdo muito semelhantes. A figura 4.23 ilustra esta semelhanca
entre os eclipses consecutivos de duas séries de saros.

A figura 4.24 mostra os eclipses do Sol, anular e total, entre 2005 e 2030. O proximo eclipse
total visivel no Brasil sera em 12/08/2045, quando a totalidade sera observada em Belém, Sao
Luis e Recife. O proximo eclipse anular visivel no Brasil sera em 14/10/2023, observavel na
Amazoénia (passando proximo de Manaus), norte de Tocantins, interior do Piaui, Juazeiro do
Norte/CE e terminando em Natal/RN e Joao Pessoa/PB.
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Figura 4.24: Eclipses do Sol, total (azul) e anular (vermelho, data em italico) entre 2005 e 2030. A
trajetoria da sombra da Lua na superficie da Terra é de Leste a Oeste. Figura e calculos dos eclipses
foram feitos por Fred Espenak, NASA /Goddard Space Flight Center. Para mais informagoes sobre o
mapa (e muito mais), veja o site: http://eclipsewise.com/.
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4.11 Determinagao classica de distancias no Sistema Solar

4.11.1 Diametro da Terra
Como foi visto na segdo 4.3.2, Eratostenes foi o primeiro a dar uma medida precisa da cir-
cunferéncia da Terra. Seu método, como ja foi descrito, baseava-se na comparagao do angulo
zenital, z, do Sol nas cidades de Alexandria e Siena (hoje, Assua no Egito), esquematizado na
Fig. 4.25.
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Figura 4.25: Ao meio-dia do solsticio de Verao no hemisfério norte, o Sol tem um angulo zenital z em
Alexandria e zero em Siena (hoje, Assud). A distancia entre as duas cidades é d, R é o raio da Terra

e € é a obliquidade da ecliptica na época de Eratostenes.
O angulo zenital medido em Alexandria, z, corresponde a fragdo de circunferéncia entre as

duas cidades. Assim, ignorando o efeito de refracdo, z esta para a distancia entre as cidades,
d, assim como 360° esté para a circunferéncia total da Terra. Seja C a circunferéncia da Terra,

temos:
360°
C=d——y, (4.5)
z
onde z° é a distancia zenital medida em graus. Consequentemente temos:
d
(4.6)

R==<
z

onde R é o raio (polar) da Terra e z é medido em radianos.

4.11.2 Distancia Terra — Lua

Meétodo de Hiparco
Hiparco de Nicea descobriu uma maneira para determinar a distancia da Lua & Terra utilizando

os eclipses da Lua e do Sol. A geometria do método (fora de escala) baseado nos eclipses da
Lua esté ilustrada na Fig. 4.26. A Fig. 4.27 mostra em escala realista os tamanhos da Terra e
Lua comparados com a distancia entre estes astros.

Este método é baseado no tamanho da umbra terrestre atravessada pela Lua durante um
eclipse. Hiparco mediu o intervalo de tempo entre o inicio do eclipse umbral (quando a Lua
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inicio da contagem
(centro da Lua entra na totalidade)

Figura 4.26: Método de Hiparco para determinar a distancia Dy da Lua utilizando um eclipse lunar.
Os angulos pg e dp sao a paralaxe didria e o semi-didmetro angular aparente do Sol. O angulo a é
a paralaxe didria da Lua e ¢ é o semi-didmetro da sombra da Terra na orbita lunar, a uma distancia
Dy, da Terra. Ry é o raio da Terra. O angulo representado pela linha pontilhada tem 180°. As escalas
estao exageradas para maior claridade.

Terra Lua

@

Figura 4.27: O sistema Terra—Lua em escala real, tanto os tamanhos quanto a distancia.

entra no cone da umbra da Terra) e o fim do eclipse, teglipse- Como ele conhecia o periodo
sinodico da Lua (tsinsdico, © intervalo de tempo entre duas luas cheias), ele tinha:

2c 360°
= = movimento médio da Lua (4.7)
teclipse Lsinédico

e, portanto, ele tinha o valor do angulo ¢. O semi-didmetro do Sol é facilmente medido (dg =
16"), e também era conhecido por Hiparco.

Observando a geometria do problema (Fig. 4.26) podemos escrever o dngulo representado
pelo trago pontilhado da seguinte forma:

do + (180° —90° —ps) + (180° —90° —a) + c¢=180°

tridngulo retangulo com pe  tridngulo retangulo com a

= pota=ds+c. (4.8)

H4 uma dificuldade, contudo, pois a paralaxe diaria do Sol nao era conhecida na época de
Hiparco. Mas o angulo ps é muito menor que os outros angulos que aparecem na Eq. (4.8),
pe ~ 8/'8. Desprezando a paralaxe diaria do Sol vem:

t .
a = dg + 180° —<cipse (4.9)
sinédico
ou seja, a paralaxe diaria da Lua é obtida. Pela defini¢do da paralaxe e pela Fig. 4.26, temos
sena = Ry /Dy e, portanto, a distancia Terra—Lua ¢é achada em fungao do raio da Terra (que
pode ser determinado pelo método de Eratostenes, por exemplo).

Medida da paralaxe por dois observadores - Método 1

Vamos supor dois observadores, O1 e O2, no mesmo meridiano, com latitudes geocéntricas ¢
e 2, que observam a Lua simultaneamente (veja Fig. 4.28 e o exemplo da Fig. 4.29).

Desprezando a refracao atmosférica, cada observador pode medir diretamente uma distan-
cia zenital topocéntrica da Lua, 2] e 2.
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zénite Ol

Figura 4.28: Medidas simulta-
neas da paralaxe diaria da Lua
por dois observadores, O; e Oa,
no mesmo meridiano. O raio da
Terra € p e Dy, é a distancia geo-
céntrica da Lua.

eguador

zénite O,

vista do Mercado Ver o Peso, Belém/PA 20/09/2008 4h UTC vista da Praia do Jureré, Floriandpolis/SC
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Figura 4.29: Paralaxe da Lua. A Lua e as Pléiades observadas simultaneamente em dois lugares com
a mesma longitude, mas latitudes diferentes. Note a diferenga da posicao da Lua. A diferenca em
latitude ¢é de cerca de 26 graus (ou 2872 km).

Do angulo formado por Oy, C' e Oy temos:

21+ 22 = |1 — @2, (4.10)

onde z; e z9 sao as distancias zenitais geocéntricas da Lua. Note que se o observador Oy estiver
no hemisfério Sul, 3 < 0, e a Eq. (4.10) pode ser reescrita como z1 + z2 = ©1 + |p2|.
Utilizando a definicao de paralaxe diaria, 2’ = z + p, temos para cada observador:

n=z2{—p1 e 20=25—po, (4.11)
o que implica na relagao:
p1+p2 =21+ 2 — o1 — ol (4.12)

ou seja, a soma das paralaxes pode ser determinada diretamente pelas observagoes (uma vez
que conhecemos as latitudes dos observadores).

Vamos definir o dngulo 6 como 6 = p; + p2, que é um angulo obtido diretamente a partir
das observagoes de O1 e Oy. A defini¢ao de paralaxe didria nos fornece as seguintes equagoes:

senp; = DLL senz; e senpy = DLL sen zh , (4.13)

onde p é o raio da Terra (que supomos o mesmo para os dois observadores, isto é, desprezamos
a achatamento terrestre) e Dy, é a distancia geocéntrica da Lua. Substituindo p; = 6 — py e
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desenvolvendo sen(f — py) obtemos:

cos pa senf — cos @ senpy = DL sen zj . (4.14)
L

Dividindo a equagao acima por senpsy (basta que Oy nao observe a Lua no zénite) resulta em:

=cosf + ———, (4.15)

e substituindo sen py [da Eq. (4.13)] podemos eliminar p e Dy:

sen 6

t = 4.16
an pz cos 0 + sen 2] ( )

a /
sen 29

A equagao (4.16) nos d4 a paralaxe diaria ps a partir das latitudes geocéntricas e das distan-
cias zenitais topocéntricas medidas por cada um dos observadores. Uma vez que conhecemos
po, a distadncia da Lua é obtida através da propria definicao de paralaxe:

sen z)

Dy =p ou senP = =, (4.17)
sen po sen 2
onde P é a paralaxe horizontal da Lua. Com um pouco de algebra temos ainda:
0
sen P = i . (4.18)

\/ sen? 2] + sen? z}, + 2 cos 0 sen z| sen 2

Medida da distancia por dois observadores - Método 2

Vamos imaginar a situagao descrita na Fig. 4.30, onde dois observadores separados por um
angulo 0 sobre a Terra (uma esfera de raio r) medem simultaneamente a altura do objeto P.

P

Figura 4.30: Geometria para deter-
minagao da distancia topocéntrica d
entre o observador A e o objeto P,
com auxilio da observagao de B.

Neste problema temos trés relagoes simples que podem ser identificadas imediatamente:
p+p+o)+@W+e)=180° = 2c+p+e+1=180°;

a+c=90° e 0 + 2a = 180°.
De onde concluimos que: 2c =60 e 0 +p+ @ + ¢ = 180°.
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Por outro lado, aplicando a lei dos senos nos tridngulos AOB e ABP (com o lado em

comum F) temos:
senf)  sena senp  sen(p +c)
E  r E d
Das relagoes acima, podemos eliminar a distancia E. Em seguida, eliminamos os dngulos p, ¢
e a com as relagoes obtidas previamente e concluimos que a disténcia entre os pontos A e P
é:

d _ cos p — cos(p + 0) . (4.19)
r sen(y) + ¢+ 0)

Se tivermos dois observadores em latitudes diferentes cada um vai medir uma altura di-
ferente da Lua no momento do transito (isto é, passagem pelo meridiano principal de cada
observador). Tomando, por exemplo, um observador na latitude —2355 e outro em —235 (mais
ou menos como se um estivesse em Sao Paulo/SP e outro em Sao Luis/MA). O de SP mede a
altura da lua no transito 5057 e o de Sao Luis mede 72°. Usando a Fig. 4.30 identificamos os

seguintes angulos:

0 =|—235— (—295)| = +21°; ¢ =2360°—72°; ) =D50°7.

(note the os adngulos sdo medidos no mesmo sentido, por isto o fator 360° foi usado acima).
Substituindo estes angulos na Eq.(4.19) acima obtemos:

d=rx61,17.

Tomando r = 6370 km, obtemos para a distancia da Lua 389.714 km.

4.11.3 Distancia Terra — Sol

Aristarco de Samos concebeu um método para medir a distdncia da Terra ao Sol em funcao
da distancia Terra-Lua (veja Fig. 4.31).

Lua (quarto crescente)

Figura 4.31: Método de Aristarco. Dy, é a distancia da Terra & Lua, Dy é a distancia Terra—Sol.
O angulo 6 corresponde ao momento em que metade do disco lunar (visto da Terra) esta iluminado
(quarto crescente como na figura ou quarto minguante).

Aristarco sup6s corretamente que, no momento do quarto crescente ou quarto minguante,
a Terra, a Lua e o Sol formariam um tridngulo retdngulo como mostra a figura 4.31. Se o
angulo 0, a distancia angular entre a Lua e o Sol, for medido temos imediatamente a distancia

Terra—Sol:
Dy,

Dy = .
© 7 cosh

(4.20)

O problema deste método esta na dificuldade em determinar exatamente o momento do
quarto crescente (ou minguante) e em se medir precisamente a distancia angular entre a Lua
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e 0 Sol neste momento. O valor medido por Aristarco foi de cerca de 87° (na linguagem da
época, “um quadrante diminuido de um treze avos de quadrante”), enquanto que o valor correto
¢ 0 ~ 89°51’, variando durante o ano devido & 6rbita eliptica da Terra. Em outras palavras,
devido a um erro que néo chega a 3°, Aristarco subestimou a razao entre as distancias Dy, e
D¢ por um fator ~ 20.

4.11.4 Distancia Planetas — Sol

Os métodos descritos abaixo para determinarmos as distancias dos planetas ao Sol foram pro-
postos por Copérnico. Em ambos os casos, supomos que as Orbitas dos planetas séo circulares
e que a velocidade angular dos planetas é constante (veja a Fig. 4.32).

Figura 4.32: Método de Copérnico para determinagao da distancia dos planetas ao Sol. (A) Geometria
para os planetas inferiores (ou interiores); (B) geometria para os planetas superiores (ou exteriores).
Para os planetas superiores sao necessarias duas medidas em dois momentos distintos.

Planetas Interiores

Para se determinar a distancia dos planetas inferiores (Mercirio e Vénus) basta medir a
distancia angular entre o Sol e o planeta no momento em que este estd em méxima elongagao
(isto é, sua distancia angular em relagao ao Sol é maxima). Isto pode ser feito medindo-se
sistematicamente a distancia angular do planeta ao Sol e dai determinar o valor maximo.

Por outro lado, a distancia do planeta ao Sol também ¢é obtida resolvendo o tridngulo
retangulo formado pela Terra, Sol e o planeta (Fig. 4.32, a esquerda):

Dp = D¢ senf. (4.21)

onde 0 é a elongacao do planeta.
Temos entao a distancia do planeta ao Sol em fungao da distancia Terra—Sol, que pode ser
obtida, por exemplo, pelo método de Aristarco.

Planetas Exteriores

Para determinarmos a distancia dos planetas superiores ao Sol devemos resolver o tridngulo
retangulo formado pelo Sol, T, (a Terra no momento t2) e P> (o planeta neste mesmo momento,
Fig. 4.32, a direita).
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O problema esta em medirmos o angulo 3. Isto pode ser feito observando o planeta superior
em dois instantes, ¢1, quando o planeta esta em oposigao (isto é, ele esta alinhado com a Terra
e o Sol), e t3, quando o planeta estd em quadratura (isto é, visto da Terra, o planeta e o
Sol estao a 90° um do outro). Estes dois momentos podiam ser facilmente determinados por
Copérnico.

Bastava entao determinar quanto a Terra e o Planeta haviam percorrido em suas érbitas
respectivas entre este dois momentos, t; e t3. Conhecendo-se os periodos siderais da Terra e
dos planetas superiores é facil determinar Ap e Ap:

31 31

to — to —
A = 360° —=—1 Ap = 360021

: 4.22
Tsid Terra Tsid Plan ( )

onde Tyiq Terra ¢ 0 ano sideral terrestre (~ 365,25 dias) e Tyq plan € 0 ano sideral do planeta
superior. Desta forma temos:

1 1
B = 360°(to — t1 < — ) . 4.23
( ) Tsid Terra Tsid Plan ( )
A distancia do planeta ao Sol seré finalmente dada por:
Dq
Dp = . 4.24
P cos I3 ( )

4.12 Medida da velocidade da luz por Rgmer

Em dezembro de 1676 foi publicada no Journal de S¢avans, na Franca, a primeira medida
da velocidade da luz, proposta pelo astronomo dinamarqués Ole Rgmer (ou Olaus Roemer,
1644-1710). Até esta época, havia um debate se a luz se propagava instantaneamente ou se
sua propagacao tinha uma velocidade finita.

sombra de Jlpiter

satélite

Figura 4.33: Método de Rgmer para medir a veloci-
dade da luz, observando o inicio (ou fim) do eclipse de
To pela sobra de Jupiter. Na situacao A o eclipse pare-
cia ocorrer antes do previsto; na situacao B, o eclipse
parecia ocorrer com atraso. O desenho esta fora de
escala.

O método de Rpgmer baseia-se na observagao do inicio (imersao) ou fim (emersao) do eclipse
do satélite de Jupiter, Io. O momento do inicio ou fim do eclipse é praticamente instantaneo,
uma vez que lo é pequeno (3640 km de didmetro) e tem um movimento rapido (translagao
em torno de Jupiter leva 1 dia e 18,46 horas, aproximadamente). O eclipse na situagao A
da figura 4.33 acontecia antes do previsto, enquanto o eclipse na situagdo B ocorria apés o
previsto.
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Rgmer deduziu que a razao disto era a diferenca das distancias que a luz deveria percorrer.
Cronometrando o avango e o atraso, Rgmer concluiu que havia uma diferenga de 22 minutos
caso Jupiter esteja em conjungao ou oposi¢ao. A diferenga entre os percursos é de 2 U.A. (o
diametro da érbita terrestre) e, portanto, a velocidade da luz seria ~ 300 x 10° /(22 x 60) km /s,
isto é, 227 mil km/s.

A medida de Rgmer era imprecisa, na realidade a diferenca é de 16,7 minutos, mas o
resultado confirmou de vez que a luz se propaga com velocidade finita, e ndo instantanea.

4.13 Leis de Kepler

Johannes Kepler nasceu em 1571 na cidade alema de Weil e comego a cursar a universidade
de Tiibing em 1589. Em 1594 Kepler se torna professor de matematica em Graz, Austria. Em
1600, foi convidado por Tycho Brahe para trabalhar em Praga. Ap6s a morte de Brahe em
1601, Kepler foi nomeado “Matemético Imperial”, titulo que teve até 1612. Neste ano, Kepler
se mudou para Linz onde ficou até 1626. Kepler morreu em 1630, na cidade de Regensburg.

Com os dados de excelente qualidade de Tycho Brahe — em particular em relagao as
posicoes de Marte —, Kepler descobriu as trés leis de movimento planetario que levam o
seu nome:

12 lei (1609) As orbitas dos planetas sao elipses, com o Sol localizado em um dos focos.

22 lei (1609) A linha ligando o Sol ao planeta varre areas iguais em intervalos de tempo
iguais.
(A 12 e 22 leis foram publicadas na obra “Astronomia nova”).

32 lei (1619) O quadrado da razao dos periodos de translagao de 2 planetas é proporcional
ao cubo da razao de seus semi-eixos maiores, isto &,

(7))
P2 - a9 '
(A 32 lei foi publicada no livro “ Harmonice Mundi”).

As leis de Kepler, deduzidas empiricamente, podem ser deduzidas a partir da teoria da
gravitagao universal de Isaac Newton (Principia Mathematica, publicado em 1687).

4.13.1 Primeira lei de Kepler

Rigorosamente, em um sistema de dois corpos puntiformes que interagem apenas pela gra-
vitagao, cada corpo descreve uma segao conica (circulo, elipse, parabola ou hipérbole, veja
Fig. 4.34), com o centro de massa da dupla em um dos focos. Se os corpos estao ligados
gravitacionalmente, como no caso dos planetas com o Sol, por exemplo, entao as érbitas sao
esféricas ou elipticas, dadas por:
a(l—e?)
 14+ecosh’

onde e = \/1 — (b/a)? é a excentricidade da elipse.

No caso onde a massa de um dos corpos é muito maior que do outro (p.ex., Sol-planeta,
planeta—satélite) o centro de massa coincide, com grande precisao, com o corpo mais macigo.
No caso do sistema Terra—Sol, o centro de massa se encontra a =~ 450km do centro do Sol
(que tem um raio de 700 mil km).

A Fig. 4.35 mostra para comparagao algumas elipses com diferentes elipticidades, inclusive
uma elipse que corresponde & oOrbita terrestre.

(4.25)



4.13 Leis de Kepler 117

Figura 4.34: Segdes conicas, circulo, elipse, parabola e hipérbole. Acima: representacido geométrica,
interseccao de um cone por um plano. Abaixo: curvas planas das se¢des conicas.
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Figura 4.35: Elipses (e um circulo a esquerda, e = 0) para comparagao. A excentricidade e = 0,017
corresponde a oOrbita da Terra, dificilmente distinguivel a olho de um circulo. A elipse mais a direita
corresponde a uma razao entre o semi-eixo menor e maior igual a 1/2. O foco das elipses e o centro do
circulo estao na origem, (0, 0).

4.13.2 Segunda lei de Kepler

A segunda lei de Kepler, ilustrada na Fig. 4.36, ¢ uma consequéncia da conservagao do momento
angular. Assumindo que tratamos de um sistema de 2 corpos onde a massa de um dos corpos
é muito maior que o outro, temos

L=FXF=m7x7, (4.26)

onde L é o momento (quantidade de movimento) angular, p é a quantidade de movimento
linear e r e v s@o o raio vetor e a velocidade do corpo mais leve de massa m.

A area varrida pelo raio vetor que liga o corpo macigo (Sol, p.ex.) ao corpo mais leve (um
planeta, p.ex.) é dada por (veja Fig. 4.37):

1 1
area varrida = 0A = §]F>< oF| = E‘FX vot] = =—dt. (4.27)

Mas como o momento angular se conserva, |L|/m = constante e, portanto, A x dt. Ou seja,
para um mesmo intervalo §t, a area varrida A é a mesma.

Uma consequéncia da segunda lei de Kepler é que os corpos se deslocam com maior velo-
cidade quando estao no periastro e com menor velocidade quando estao no apoastro.
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Figura 4.36: Ilustracido geométrica da se-
gunda lei de Kepler: em intervalos de
tempo iguais, o raio vetor varre areas
iguais. Aqui, as areas a, b, ¢ e d sdo iguais.

Figura 4.37: Area varrida pelo raio
vetor r que percorre uma elipse.

4.13.3 Terceira lei de Kepler

A terceira lei de Kepler esta relacionada com a conservagao de energia. Para o caso de uma
orbita circular podemos deduzir a 32 lei de Kepler utilizando igualando a forga centripeta com
a forga gravitacional:
mv:  gMm s GM
= = vV=—,
r r r

(4.28)

onde M é a massa do corpo mais maci¢o e vemos que, neste caso, ndo ha dependéncia da
massa do corpo menos macigo, m. Lembrando que o periodo orbital é P = 27 r /v, entdo vem:
(2m)?2r?  GM r* GM

s 4.29
p? 7 P2 e (4.29)

No Sistema Solar, em relagao as orbitas dos planetas, M ¢é sempre a mesma (a massa
do Sol). Logo, para qualquer planeta, 73 oc P?, onde r ¢ o raio da érbita (assumindo 6rbita
circular); genericamente, temos a® o< P2, onde a ¢ semi-eixo maior da érbita eliptica. Em
outros sistemas estelares ou planetarios a terceira Lei de Kepler também ¢ valida (Fig. 4.38).

Para o caso geral, a expressdo acima tem uma pequena dependéncia com a massa do corpo
mais leve:

a®  G(M +m)
—_=—"7 (4.30)
p2 472

Com a terceira lei de Kepler é possivel deduzir o tamanho do semi-eixo maior das érbitas
planetéarias conhecendo o periodo de translagao. Em outros casos, se podemos medir o semi-
eixo maior e o periodo, entao podemos deduzir a massa do sistema.

4.14 Variagoes seculares dos movimentos da Terra

A o6rbita da Terra ao redor do Sol néo é fixa, assim como a orientagao da Terra, a inclinagdo do
eixo de rotagao em relagao a ecliptica, (obliquidade) também nao é, como vimos na Sec. 3.2.2.



4.14 Variagoes seculares dos movimentos da Terra 119

1000 e —————
r fr. o imaline 3 Eris 5=~ ]
L Sistema Joviano ~ Himalias”™ Makemake A
100 - 4 Haumea ™
7 f x E Plutdo— ¢
=T # Calisto 1 .# Netuno
100 L g 101 Ganimedes e~ 3 L7 i . . .
R .~ Europa ] .2 Urano ] Figura 4.38: A terceira Lei
=0 o i 1 de Kepler se traduz em uma
Z ;V.Métis | | ] /u Saturno r.ela(;ao dltas(;;n lei de. potén-
5 100 T1000 10000 -7 cia, P « a°/*. Aqui obser-
S 10 | semi-eixo maior [mil km] & J(ipiter i vamos esta lei para os pla-
2 i . netas (circulos vermelhos)
g - Ceres 1 e planetas-andes (circulos
azuis) do Sistema Solar, as-
,® Marte . 1
L sim como para os satélites
1t Terra E de Jupiter (destaque no alto
s _#Veénus ) ] a esquerda).
.~ Sistema Solar
_-® Mercurio
L4 TR R |

L L R | L L L
1 10 100
semi-eixo maior [A.U.]

A orbita da Terra é descrita por pardmetros orbitais que definem a trajetoria da Terra no
espaco. Devido as perturbagoes gravitacionais planetarias, nao esfericidade do Sol e da Terra,
e efeitos relativisticas, a 6rbita da Terra nao é uma elipse fixa no espago. A figura 4.39 ilustra
a variagao de alguns pardmetros orbitais em um intervalo de 2 milhGes de anos.
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Figura 4.39: Variac¢ao secular de alguns parametros orbitais terrestre no intervalo de tempo de 2
milhGes de anos centrado em J2000.

Além de alterar a posicao da Terra, e consequentemente, dos astros na esfera celeste, estas
alteragbes podem ter um impacto no clima terrestre. Variagoes da excentricidade, longitude
do periélio e da obliquidade afetam a insolagao da atmosfera (veja Sec. 2.6). A variagao do
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Figura 4.40: Esquerda: Duragao em dias das estagoes do ano para o hemisfério Sul (para o hemisfério
Norte basta trocar Primavera por Outono e Verdo por Inverno). Nos painéis central e a direita, detalhe
mostrando a duragao das estagao proximo da época atual. Para Primavera e Verao a duragao é de
88 dias e 21 horas mais o nimero de horas indicado no grafico. Para Outono e Inverno, as horas séo
somadas a 92 dias e 15 horas.

semi-eixo maior da orbita da Terra (mais precisamente, do sistema Terra-Lua) é inferior a
0,003% em um intervalo de tempo de 500 milhdes de anos centrado em J2000.

A interagao entre os parametros orbitais da Terra e mudancas climéaticas foi sugerido em
1842 pelo matemético francés Joseph-Alphonse Adhémar, apds a descoberta dos ciclos de
glaciagdo e aquecimento, em seu livro “ Révolutions de la mer, déluges périodiques”.

Esta ideia foi levada adiante de forma mais quantitativa pelo pesquisador sérvio Milutin
Milankovitch (ou Milankovi¢) em 1920, estendendo a relagao entre orbita e clima para outros
planetas do Sistema Solar.

A duragéo das estagoes do ano, definida pelas passagens do Sol pelos equindcios e solsticios
(Secs. 1.3.1 e 1.5.2) também sao afetadas pelas variagoes seculares do movimento da Terra.
Calculando a duragao de cada estagao em fungao do tempo obtemos a Fig. 4.40. Durante o
século xiii, a duragao do Outono (hemisfério Sul) era virtualmente igual & duragao do Inverno
(93 dias e 7 horas), enquanto que a Primavera e o Verao tinham a mesma duragao de 89 dias
e 8 horas cada.

Devido a nao simetria da distribuicao de massas continentais e oceanos, a variacao da
duracao das estacoes do ano podem levar a variacoes climaticas. As variagoes do movimento
da Terra podem levar a mudangas climéticas em escalas de tempo de dezenas ou centenas de
milhares de anos, mas nao podem explicar alteracoes no clima em escalas de alguns séculos.
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AlmanaqueI

Inicio das estagoes do ano, definido por Ag = 0, 90°, 180°, e 270°. Data em Tempo Universal
Coordenado (UTC). Para hora legal de Brasilia subtraia 3 horas (2 horas durante o horario de
Verao). O erro é inferior a 20 segundos. Tabela calculada usando a teoria planetaria VSOP87
(Bretagnon et al. 1987).

Outono Inverno Primavera Verdo

Ano margo junho setembro dezembro

1995 # 21 02:14:26 # 21 20:34:23 # 23 12:13:00 # 22 08:16:48
1996 # 20 08:03:05 # 21 02:23:44 # 22 18:00:06 # 21 14:05:53
1997 # 20 13:54:40 # 21 08:19:56 # 22 23:55:46 # 21 20:07:02
1998 # 20 19:54:32 # 21 14:02:35 # 23 05:37:12 # 22 01:56:28
1999 # 21 01:45:49 # 21 19:49:07 # 23 11:31:30 # 22 07:43:48
2000 # 20 07:35:15 # 21 01:47:42 # 22 17:27:35 # 21 13:37:26
2001 # 20 13:30:43 # 21 07:37:43 # 22 23:04:28 # 21 19:21:29
2002 # 20 19:16:08 # 21 13:24:24 # 23 04:55:23 # 22 01:14:22
2003 # 21 00:59:46 # 21 19:10:28 # 23 10:46:49 # 22 07:03:48
2004 # 20 06:48:38 # 21 00:56:52 # 22 16:29:50 # 21 12:41:36
2005 # 20 12:33:25 # 21 06:46:07 # 22 22:23:09 # 21 18:34:56
2006 # 20 18:25:34 # 21 12:25:51 # 23 04:03:22 # 22 00:22:05
2007 # 21 00:07:25 # 21 18:06:25 # 23 09:51:13 # 22 06:07:48
2008 # 20 05:48:17 # 20 23:59:21 # 22 15:44:28 # 21 12:03:44
2009 # 20 11:43:37 # 21 05:45:31 # 22 21:18:34 # 21 17:46:47
2010 # 20 17:32:11 # 21 11:28:24 # 23 03:09:00 # 21 23:38:26
2011 # 20 23:20:42 # 21 17:16:29 # 23 09:04:36 # 22 05:30:01
2012 # 20 05:14:24 # 20 23:08:47 # 22 14:48:57 # 21 11:11:35
2013 # 20 11:01:53 # 21 05:03:55 # 22 20:44:06 # 21 17:10:58
2014 # 20 16:57:04 # 21 10:51:12 # 23 02:29:02 # 21 23:02:59
2015 # 20 22:45:07 # 21 16:37:53 # 23 08:20:31 # 22 04:47:55
2016 # 20 04:30:09 # 20 22:34:09 # 22 14:21:05 # 21 10:44:08
2017 # 20 10:28:36 # 21 04:24:07 # 22 20:01:46 # 21 16:27:54
2018 # 20 16:15:25 # 21 10:07:15 # 23 01:54:03 # 21 22:22:41
2019 # 20 21:58:23 # 21 15:54:12 # 23 07:50:07 # 22 04:19:23
2020 # 20 03:49:34 # 20 21:43:37 # 22 13:30:35 # 21 10:02:16
2021 # 20 09:37:24 # 21 03:32:05 # 22 19:21:01 # 21 15:59:14
2022 # 20 15:33:20 # 21 09:13:46 # 23 01:03:37 # 21 21:48:08
2023 # 20 21:24:21 # 21 14:57:44 # 23 06:49:53 # 22 03:27:16
2024 # 20 03:06:18 # 20 20:50:54 # 22 12:43:33 # 21 09:20:28
2025 # 20 09:01:22 # 21 02:42:09 # 22 18:19:13 # 21 15:02:58
2026 # 20 14:45:50 # 21 08:24:23 # 23 00:05:05 # 21 20:50:06
2027 # 20 20:24:33 # 21 14:10:42 # 23 06:01:34 # 22 02:42:01
2028 # 20 02:17:00 # 20 20:01:51 # 22 11:45:09 # 21 08:19:31
2029 # 20 08:01:49 # 21 01:48:08 # 22 17:38:20 # 21 14:13:56
2030 # 20 13:51:56 # 21 07:31:08 # 22 23:26:43 # 21 20:09:27
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Datas das passagens da Terra pelo periélio e afélio (Tempo Universal Coordenado, UTC), com
as respectivas distancias em Unidades Astronomicas e a longitude ecliptica do Sol. O erro é
inferior a 45 segundos.

1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020
2021
2022
2023
2024
2025
2026
2027
2028
2029
2030

Periélio

data

04/01
04/01
01/01
04/01
03/01
03/01
04/01
02/01
04/01
04/01
02/01
04/01
03/01
02/01
04/01
03/01
03/01
05/01
02/01
04/01
04/01
02/01
04/01
03/01
03/01
05/01
02/01
04/01
04/01
03/01
04/01
03/01
03/01
05/01
02/01
03/01

11:
07:
23:
21:
13:
05:
08:
14:
05:
17:
00:
15:
19:
23:
15:
00:
18:
00:
04:
11:
06:
22:
14:
05:
05:
07:
13:
06:
16:
00:
13:
17:
02:
12:
18:
10:

05:
24:
16:
15:
00:
17:
52:
08:
142
148
35:
30:
43:
51:
29:
09:
32:
31:
37:
58:
36:
48:
144
34:
19:
149
50:
54:
17:
38:
27:
15:
32:
28:
13:
13:

01
41

17

47

21
43
09
03
23
55
18
55

18
01
04
04
36
39
20
53
21
33
21
27

56
50

31
19
35
13
50
32
08
02
37
04

dist [AU]
.9833023
.9832228
.9832674
.9832998
.9832809
.9833214
.9832860
.9832898
.9833204
.9832648
.9832968
.9833270
.9832602
.9832801
.9832730
.9832897
.9833413
.9832841
.9832905
.9833347
.9832774
.9833039
.9833094
.9832843
.9833012
.9832436
.9832571
.9833365
.9832956
.9833070
.9833274
.9833021
.9833335
.9833074
.9832917
.9833418

el el eolNolNeolNolNolNolNeolNolNolNolNeolNolNolNolNolNolNolNolNolNolNolNolNolNololNolNolNolNolNolNolNolNolNe)

long[graus]
.622538

.215705

.601269

284.
282.
282.
284.
.013644
.419495
283.
281.
284.
.053819
281.
284.
.496864
.030716
284.
.946951
284.
283.
.976161
284.
.791564
282.
284.
282.
.891066
284.
282.
284.
283.
.469730
284.
.646003
283.

283
283
281

282
283

283

282

283

281

281

282

283

282

282

325284
704005
132906
078294

709403
718147
144796

963061

418516

058478

050127
572108

428590
532164
428475
396766
041274
111546
450078
343193
685744

076666

H H HF HHFHHHEHHEFHHHEHHEHHHHHEHHFEHHEHHEHRHHEHHEHHE R

Afélio
data
04/07
05/07
04/07
03/07
06/07
03/07
04/07
06/07
04/07
05/07
05/07
03/07
06/07
04/07
04/07
06/07
04/07
05/07
05/07
04/07
06/07
04/07
03/07
06/07
04/07
04/07
05/07
04/07
06/07
05/07
03/07
06/07
05/07
03/07
06/07
04/07

02:
18:
19:
23:
22:
23:
13:
03:
05:
10:
04:
23:
23:
07:
01:
11:
14:
03:
14:
00:

19

16:
20:

16

16:
59:
19:
50:
147
49:
37:
47:
39:
52:
b7:
09:
52:
41:
39:
30:
53:
31:
44 :
13:
:40:
24:
10:
146
22:
11:
22:
07:
20:
05:
19:
17:
05:
22:
05:
12:

50

10

11

B57:

37
53
15
17

11
23
08
22
58
35
50
37
17
59
05
51
23
28
04
15
37
57
33

148
34:
27
10:
06:
06:
54:
30:
05:
17:
140

40
22
20
11
03
34
15
52
36

19

dist [AU]

I T = T = T e e T e T o S S e e e S S S S N e e e T e T e T = T T o S = S S S e S S SO G

.0167418
.0167173
.0167536
.0166963
.0167180
.0167411
.0166426
.0166882
.0167282
.0166937
.0167416
.0166973
.0167059
.0167535
.0166664
.0167020
.0167404
.0166751
.0167085
.0166816
.0166821
.0167509
.0166756
.0166961
.0167543
.0166943
.0167292
.0167154
.0166806
.0167255
.0166437
.0166440
.0167289
.0166798
.0167127
.0167226
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Data da Lua Cheia (Tempo Universal Coordenado, UTC) e distancia Terra-Lua

O erro ¢é inferior a 45 segundos.

d/ m/ ano
30/01/2010
28/02/2010
30/03/2010
28/04/2010
27/05/2010
26/06/2010
26/07/2010
24/08/2010
23/09/2010
23/10/2010
21/11/2010
21/12/2010
19/01/2011
18/02/2011
19/03/2011
18/04/2011
17/05/2011
15/06/2011
15/07/2011
13/08/2011
12/09/2011
12/10/2011
10/11/2011
10/12/2011

9/01/2012

7/02/2012

8/03/2012

6/04/2012

6/05/2012

4/06/2012

3/07/2012

2/08/2012
31/08/2012
30/09/2012
29/10/2012
28/11/2012
28/12/2012
27/01/2013
25/02/2013
27/03/2013
25/04/2013
25/05/2013
23/06/2013
22/07/2013
21/08/2013
18/10/2013
18/10/2013
17/11/2013
17/12/2013
16/01/2014

h: m:
18:
:38:
25:
19:
07:
:31:
:37:
05:
9:17:
:37:
28:
114
21:
:36:
18:
144
09:
14:
:40:
b8:
127
:06:
20:
14:

6:

16

2:
12:
23:

11
1

17:

17:

21:

11:
20:

18:

21:

19:
:35
12:
52:
:28:
13:
:19:
50:
140
21:
:39:
20:
127
19:
:256:
:32
16:
145
:38:
:38:
:16:
128
:52:

11:
18:

19:
14:
10:

11

18:

23
23

©

10

16

58

46

26

57

s
08
25
58
03
56
02
14
16
54
12
00
05
59
13

:35

31
12
10
14
09
20
26

149
37:
:30
54:
:40:
19:
:36

05

144

20
02
12

06
26
02

143

17
09

54
03

141

54

140

28

147

03
09
18
18
25

147

53

d

ist [km]
356607
358433
364689
374087
384884
395113
402798
406294
404703
398190
388057
376526
366157
359101
356577
358796
365166
374512
385226
395404
403045
406381
404372
397257
386721
375309
365502
359080
356955
359259
365490
374646
385281
395532
403228
406349
403873
396392
385862
374760
365316
359110
356991
359172
365343
385705
385705
396284
403902
406527

d/ m/ ano
14/02/2014
16/03/2014
15/04/2014
14/05/2014
13/06/2014
12/07/2014
10/08/2014

9/09/2014

8/10/2014

6/11/2014

6/12/2014

5/01/2015

3/02/2015

5/03/2015
4/04/2015
4/05/2015

2/06/2015

2/07/2015
31/07/2015
29/08/2015
28/09/2015
27/10/2015
25/11/2015
25/12/2015
24/01/2016
22/02/2016
23/03/2016
22/04/2016
21/05/2016
20/06/2016
19/07/2016
18/08/2016
16/09/2016
16/10/2016
14/11/2016
14/12/2016
12/01/2017
11/02/2017
12/03/2017
11/04/2017
10/05/2017

9/06/2017

9/07/2017

7/08/2017

6/09/2017

5/10/2017
4/11/2017

3/12/2017

2/01/2018
31/01/2018

h: m:
:53
:09
42:
:30
12:
126
:52

23
17

T:
19:

4:
125
:09
:38:
:51
:23
127
53:
:09
:06
:06:
144
:38
20:
143
:35
b1:
140

11
18

1
10
22
12

4:

23
18
12

3:
16:
2:

10
18

2:
:05
144
11:

12
22

1
18
12

5:
21:

11
22

9:
:05
23:
:562
06:
:34:
33:
54:
08:
143
10:
07:
11:
03:
140
23:
147
24:
127

19

4:

13

0:

11

0:
14:
6:

21

13:
4:
18:
T:

18

5:

15

2:

13

16

42
19

12

15

:02
:57:
27:
:39

S

142
:00

56

02

42

:09
126
124

56

:38
:06

16

09

127
143

02

49

:05
146
:20
:01
24:
:07
:568

23

:33
:33

19

11
09

38

:35

06
32
29
26
47
11
17
15
16
26

143

28

:31

37
17

>

dist [km]
403469
395641
385100
374224
365040
358975
356896
359181
365664
375445
386777
397241
404342
406323
402833
394984
384742
374184
365116
358991
356879
359329
366155
376268
387702
397951
404625
406249
402698
394999
384827
374105
364752
358473
356520
359448
366881
377421
388860
398717
404918
406272
402623
394793
384376
373411
364000
357982
356602
360199

d/ m/ ano
2/03/2018
31/03/2018
30/04/2018
29/05/2018
28/06/2018
27/07/2018
26/08/2018
25/09/2018
24/10/2018
23/11/2018
22/12/2018
21/01/2019
19/02/2019
21/03/2019
19/04/2019
18/05/2019
17/06/2019
16/07/2019
15/08/2019
14/09/2019
13/10/2019
12/11/2019
12/12/2019
10/01/2020
9/02/2020
9/03/2020
8/04/2020
7/05/2020
5/06/2020
5/07/2020
3/08/2020
2/09/2020
1/10/2020
31/10/2020
30/11/2020
30/12/2020
28/01/2021
27/02/2021
28/03/2021
27/04/2021
26/05/2021
24/06/2021
24/07/2021
22/08/2021
20/10/2021
20/10/2021
19/11/2021
19/12/2021
17/01/2022
16/02/2022

nesta data.

h: m: s
0:51:55 ;
12:37:28 ;
0:58:50 ;
14:20:14 ;
4:53:39 ;
20:21:03 ;
11:56:52 ;
2:53:05 ;
16:45:49 ;
5:39:47 ;
17:49:08 ;
5:16:37 ;
15:54:07 ;
1:43:25 ;
11:12:44 ;
21:11:57
8:31:17 ;
21:38:52 ;
12:29:57 ;
4:33:29 ;
21:08:34 ;
13:35:04 ;
5:12:53 ;
19:21:53 ;
7:33:50 ;
17:48:17 ;
2:35:37 ;
10:45:45
19:12:56 ;
4:44:59 ;
15:59:24 ;
5:22:45
21:05:58 ;
14:49:51 ;
9:30:22 ;
3:28:52 ;
19:16:51 ;
8:17:55 ;
18:48:43 ;
3:32:03 ;
11:14:23 ;
18:40:12 ;
2:37:27 ;
12:02:33 ;
14:57:22 ;
14:57:22 ;
8:58:09 ;
4:36:12 ;
23:49:07 ;
16:57:10 ;

d

ist [km]
368039
378491
389462
398835
404792
406099
402419
394465
383846
372719
363367
357714
356843
360769
368586
378795
389565
398909
404935
406247
402365
393971
382862
371541
362476
357399
357030
361183
369007
379151
389879
399204
405150
406166
401725
392771
381519
370593
362173
357616
357461
361562
369213
379234
399421
399421
405300
405934
401022
391886



Almanaque 129

Domingo de péascoa:

15 Abril 1990 ; 4 Abril 2010 ; 21 Abril 2030
31 Margo 1991 ; 24 Abril 2011 ; 13 Abril 2031
19 Abril 1992 ; 8 Abril 2012 ; 28 Margo 2032

11 Abril 1993 ; 31 Margo 2013 ; 17 Abril 2033
3 Abril 1994 ; 20 Abril 2014 ; 9 Abril 2034
16 Abril 1995 ; 5 Abril 2015 ; 25 Margo 2035
7 Abril 1996 ; 27 Margo 2016 ; 13 Abril 2036
30 Margo 1997 ; 16 Abril 2017 ; 5 Abril 2037
12 Abril 1998 ; 1 Abril 2018 ; 25 Abril 2038
4 Abril 1999 ; 21 Abril 2019 ; 10 Abril 2039
23 Abril 2000 ; 12 Abril 2020 ; 1 Abril 2040

15 Abril 2001 ; 4 Abril 2021 ; 21 Abril 2041
31 Margo 2002 ; 17 Abril 2022 ; 6 Abril 2042
20 Abril 2003 ; 9 Abril 2023 ; 29 Margo 2043

11 Abril 2004 ; 31 Margo 2024 ; 17 Abril 2044
27 Margo 2005 ; 20 Abril 2025 ; 9 Abril 2045
16 Abril 2006 ; 5 Abril 2026 ; 25 Margo 2046
8 Abril 2007 ; 28 Margo 2027 ; 14 Abril 2047
23 Margo 2008 ; 16 Abril 2028 ; 5 Abril 2048
12 Abril 2009 ; 1 Abril 2029 ; 18 Abril 2049
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Frequéncia (nimero de ocorréncias)
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Domingo de Pascoa (celendario Gregoriano)

Figura 4.41: Numero de vezes em que ocorre o domingo de Pascoa em um intervalo de 3 mil anos
para as datas entre 22 de margo e 25 de abril.



