INTEGRAIS DE LINHA

1. INTEGRAL DE LINHA DE CAMPOS ESCALARES
2. CAMPOS VETORIAIS EM R? E R?
3. INTEGRAL DE LINHA DE CAMPOS VETORIAIS

Considere uma particula que se move no espaco ao longo da curva lisa
v(t) = (z(t),y(t), z(t), t € [a,b], sob a acao de um campo de forgas
ﬁ(w, y,2) = P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + Rz, y, z)/g

O trabalho 7 realizado realizado pelo campo de forcas F ¢ dado pela
integral de linha da componente tangencial £ do campo, na direcao e
sentido do movimento,

r= [(F.ds
Y

sendo () = 2L

IREEGH
. /<ﬁ,7?> ds
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o versor do vetor tangente a curva. Temos entao
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_ / (F(Y(1), r(v(6)) ||1V(8)]| d t

Em geral, definimos a integral de linha de um campo vetorial como
segue
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2 INTEGRAIS DE LINHA

Definicao 3.1. Seja ﬁ(az, Y, z) um campo continuo em um dominio
contendo o traco d de uma curva lisa y(t), t € [a,b]. A integral de
linha de ' ao longo de v € definida por

L Fir- [ ) AT dn

(Se v é lisa por partes definimos a integral como a soma das integrais
nos subintervalos que particionam |[a, b] nos quais ela é lisa).

Exemplo 3.2. Calcular a integral de linha do campo ﬁ(x, Y, z) =
zi + yj + zk, ao longo da curva dada por

x(t) = cost
v y(t) = sent
z(t)=t, te]0,3].
3.1. Outra notacao para a integral de linha de campos.
Suponhamos que y(t) = (z(t),y(t),2(t), t € [a,b] e F(x,y,2) =

P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(x,y, z)/g . A integral de linha de F' ao
longo de v é dada por

b — —
[ Fdr= [ roio.T)
b
— [ 1POE) - 2'0)+ Q) v/ ) + REx(2) - (0] d

a

Essa expressao sugere escrever simbolicamente dr = dzi+ dyj + dzk
e, interpretando o produto F'- dr como produto escalar, usar a notacao

/ﬁ d?“:/Pd:chQderde.
v
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para a integral de linha de F' ao longo de v (que ajuda a lembrar a
expressao que aparece no ultimo integrando).

Exemplo 3.3. Usando esta notacao, o exemplo acima pode ser
escrito da sequinte forma. Calcular a integral de linha fvxd:c +

ydy + zdz, ao longo da curva dada por v(t) = (cost, sent,t),
te|0,3].

A integral de linha f7 F . dr é invariante por reparametrizacao da
curva vy desde que a orientacao, ou seja, o sentido de percurso seja
mantido. Se este sentido for invertido a integral troca de sinal. Mais
precisamente, temos

Proposicao 3.4. Se v, : [a,b] — R" e gammay : [c,d] — R”
diferem por reparametrizacao e F 6 um campo continuo sobre o
traco de de v, entao f% F-dr= :I:f72 F - dr. O sinal se mantém
se a orientacao definida pelas duas parametrizacoes é a mesma e
se inverte se elas sao opostas.

Em vista desse resultado, estda bem definida a integral de linha sobre
uma curva dados apenas seu traco e orientacao.

Exemplo 3.5. Calcule [, xdx+ (y+ x)dy + zdz, sendo C' a in-
tersecdo das superficies z = 2> +y? e z = 22 + 2y — 1, orientada
de modo que sua projecao no plano Oxy seja percorrida uma vez
no sentido horario.
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