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CONTROLADOR POR ALOCACAO DE POLOS

ATENCAO: Nesta secio sera admitido que todos os componenetes do ve-
tor de estado sdo acessiveis através de medicoes.

Inicialmente sera estudado o problema de regulagem. Considere um sis-
tema escalar com as seguintes equacoes de estado:

= Ar + Bu (1)
onde z € R¥*! A e RF** B eRk=l; B=b=1[b by . b
A lei de controle linear para uwm regulador é dada por:

u=—Gr (2)

Convém observar que nao esta sendo considerado perturbacgoes como a
referencia e entradas exogeneas porque elas nao sao controlaveis.

Inicalmente sera considerado o caso escalar.
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O projeto do controlador consiste em determinar o seguinte vetor:
G=g"=[g 9 - . . o] (3)

Desta forma,substituindo a Eq. 3 em 2 a lei de controle é dada por:

u=—Gr = —gT:r

Considerando esta lei de controle, a dinamica da equacao de estado em

malha fechada é:
i=(A—bgl e =A.x (4)

Os coeficientes do vetor g pode serm obtidos atraves dos antovalores da
matriz A, isto é:

IsI — Aol =|sI — A+bg" | =s"+a,s" ' +as" 2 + .. +ay (5)

Onde @; sao os coeficientes do polinomio da equacao caracteristica com os
termos desconhecidos do vetor g;.i = 1.2, ... k.



k—2

s — A, =|s] — A+bg"| =s" +a,5" ! +ays

+ ...+ ag (5)

Os elementos do vetor g podem ser obtidos igualando a Eq. 5 com a
equacao com os polos desejados. No entanto, este procedimento, depen-

dendo da ordem do sistema, pode-se incorrer em uma quantidade substan-
cial de calculos numeéricos.



Alternativamente, se a equacao de estado ¢ dada na sua forma canonica a
solucao € bem mais simples. Considere a matriz A dada por:

0

—p—1 0
0 0
0 0 (6)
1 0 |

g2 o Gk (7)



Desta forma tem-se:

A.=A—bg' =

—a1 — 1

— =

_EE_QZ

Desta forma, os termos do vetor g pode ser obtidos como:

i + i = 4

= i = 4 — 4

i=1,2.k

(8)

(9)

Os termos a; podem ser obtidos a partir dos polos desejados do sistema.

|sI — Ao| =85 +a18" P+ 4 ap = (s —s7)(s — 53)...(s — s})

onde s sao os polos desejados do sistema.



0 , .

A dindmica de um sistema é dada por: §+ 39+ 2y — u

Deseja-se projetar um controlador no espaco de estados com os polos de-
sejados s7 = —1.0 e 55 = —2.5.
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Mas, infelizmente, no caso geral, a dinamica do sistema nao ¢ dada na
forma de equacoes candnicas. No entanto, estas equacoes canonicas podem
ser obtidas se for efetnada nma mudanca de varideis.

T (11)

T

Com esta mudanca de variaveis, ja foi mostrado que a equacao de estado

¢ dada por:
(12)

=i
I
i |
]
.|_
=
==
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Para o sistema transformado o ganho ¢ obtido como:
j=a—a=a—a (a=a) (13)

A lei de controle no sistema original ¢ dada por:

u=—gler=—¢'T'z=—g'z (14)

Pela Eq. 14 tem-se

g =¢'T! = g¢g=T"(a-a) (15)

Obtencao da matriz T: ver o Cap. 6 do livro texto da disciplina.
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Sistemas com miltiplas entradas

Neste caso, a matriz B tem mais de nma coluna e a matriz G tem mais
de uma linha.Isto significa que havera mais inecognitas do que equacoes.
Como exemplo, considere nm sistema de 32 ordem com duas entradas, isto

e'ﬂ
i']_ 0 1 () r b]_’j_ bl.lﬂ ay
T = 0 0 1 T + bz,l 5212 [ g ]
T3 —a; —az —az | |73 b1 baz

A lei de controle ¢ dada por:

Iy
[ uy ] _ [ Jia thhz Gi1a

T2
Uz g21 (22 (2.3 -

Portanto, ao calcularmos a equacao que determina os autovalores teremos
6 incognitas e 3 equacoes. A solucao ¢ admitirmos valores para 3 deles e
obter a lei de controle. (Ver a secao 6.3 do livro texto)
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SISTEMAS COM VARTAVEIS EXOGENAS: MUDANCA DE REFERENCIA "¢
E PERTURBACOES

Considere uma sistema linear com perturbacao que pode ser incluida na
equacao de estado como:

&= Ax + Bu+ Fxq (17)
onde x4 € o vetor de perturbacao que pode ser medida ou nao.

Além disso, pode haver interesse que o vetor de estado siga uma determi-
nada referencia z,..

Neste caso o projeto do controlador é realizado considerando-se o erro do
sistema, 1sto é:

e=x— T, (18)
e admite-se que x, satisfaz a seguinte equacao:

i, = Az, (19)
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r = Ax 4+ Bu+ Fxyg (17)
e=1x— Ty (18)
. = Az, (19)

Derivando a Eq. 18 e considerando as Eqs 17 e 19 tem-se:

e=z—a,=Ae+ (A— Ay )z, + Fxg+ Bu= Ae + Bu+ Exo (20)

onde F = [A — A, F] e Xp= [:B,-]

O vetor xg representa os sinais exogenos do sistema.
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A lei de controle a ser considerada no espaco de estados voltada para sis-
temas lineares é dada por:

uw=—Ge — Gorg = —Ge — Gz, — Gary (21)

Observe que o vetor zg é tratado como entrada tal como o vetor wu.
Substituindo a lel1 de controle definida pela Eq. 21 na Eq. 20 obtem-se a
dinamica do erro em malha fechada:

e =Ae+ Fxy— B(Ge + Gyzo) (22)
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l.:,, (Disturbances)

Gu

Feedforward

—» G,

Process

x
¥ = Ax + Bu ? >

Figure 6.4 Schematic of feedback system for process with reference state and disturbance input.



Para projetar o controlador pode-se adotar os seguintes objetivos para o
desempenho do controlador:

— O sistema controlado em malha fechada deve ser assintoticamente
estavel;

— A combinacao linear da variavel de estado do erro deve ser zerada.

A condicao de regime permanente é caracterizado por um vetor de erro
constante, isto €,

M.
|
=

(23)
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Com esta consideracao, pode-se verificar através da equacao 22 que:

(A — BG)e = (BGy — E)g

Se o sistema em malha fechada for assintoticamente estavel, a matriz A —
BG = A, nao tem nenhma raiz da sua equacao caracteristica na origem.
Assim, o erro em regime permanente é dado por:

e =(A—BG) ' (BGy— E)xo (24)

Em vez de impor que o erro seja zero, pode-se desejar que:
y=Ce=0 (25)

Onde C' é uma matriz singular com dimensoes adequadas.



Mas o que sao dimensoes adequadas?

Se a Eq. 25 é valida, entao obtem-se através da Eq. 24 que:

C(A— BG)"YBGy — E)xg =0 (26)

Observe que a Eq. 26 deve valer para qualquer vetor xg. Isto s6 ocorre se:

C(A—-BG) Y (BGy—E)=0 (27)



A Eq. 27 pode ser reescrita como:

C(A— BG)"'BGy=C(A— BG)™'E (28)

Admita que o vetor de salda y tem dimensao j. No livro texto esta discu-
tido que se 7 > m a Eq. 28 é "sobre determinado”, 1sto é, ha excesso de
condicoes a ser satisteita pela matriz Gy e, em caso contrario, € ”"subde-

terminado” com mais variaveis do que equacoes.
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Explicagao: Considere as seguintes ordens das matrizes:
e ]tjtk.‘ [:‘4 _ HG}_l = Rkﬂ:, ne RI:::-mJ FE e “J::tﬂ-

onde £ ¢ a ordem das varidaveis de estado, m ¢ niimero das variaveis de
entrada, n ¢ a ordem do vetor dos termos exogenos.

Com isso tem-se que Gy € R™,

C(A—BG)'B Gy =C(A—-BG)'E
. e e

HEizm Gg™="

Portanto, HGy € B, Com isso tem que se § > m haverd mais equacoes
do que incognitas. Se, ao contrario, § < m haverd mais incognitas do que
COUAGDCS,

21
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O caso ideal é quando o nimero da variaveis de entrada (u) é igual do
ao vetor da saida (y), isto é, [ = m. Se, sob estas condicoes, a matriz

C(A — BG)~!'B for nao singular tem-se:

Go=[C(A—BG)"'B]"'C(A- BG)™'E (29)

L

il

B-II

Onu seja, o ganho Gy pode ser obtido como:

Gy = B'E (30)
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Mas, na matriz B* comparece a inversao da matriz C(A — BG)™ ' B.
Em que condicoes existe a inversa desta matriz?

Pode-se provar que existe a inversa da matriz se:

lim Hy(s) = lim [C(sI — A)_IB} # 0 (31)

s—0 s—0

Se a matriz A for nao singular a condicao acima se reduz a CA™'B # 0
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65 WHERE SHOULD THE
CLOSED-LOOFP POLES BE PLACED?

Having determined that the closed-loop poles of a controllable system can be
placed anywhere, it is natural to ask ‘where the poles should be placed. To assent
that they should be placed to meet the performance requirements 15 begging the
guestion, which is how to relate the performance requirements to the gain
matrix 7 that is used in the implementation of the feedback law. A systematic
method of selecting the gains by minimizing a guadratic performance integral is
given in Chap. 9. That method has many advantages but it is by no means the

only method available. Among the concerns that the designer mighit wls.h to
address are those to be discussed in this section.
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The control law for a

There are limits on the control input

in practical systems: The actuator which supplies the control W cannot be
Other reasons for

limiting the control may bhe to avoid the potential damaging cffects of stresses
on the process that large inputs might cause. If the control signal gencrated by

the linear feedback law uw = —=0x is
. The effect
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reasons of safety, the actuator will “saturate™ at a lower input level. The effect
of occasional control saturation is usually not serious: in fact a system which
never saturates is very likely overdesigned, having a larger and less efficient
actuator than is needed to accomplish even the most demanding tasks. On the
other hand, if the control signals produced by the linear control law are so large
that the actuator 15 almost always saturated, 1t 15 not hkely that the system
behavior will be satisfactory, unless the acluator saturation is explicitly
accounted for in an intentionally nonlinear (e.g., “bang-bang"™) control law
design. If such a design is not intended, the gain matrix should be selected to
avold excessively large control signals for the range of states that the control
systemn can encounter during operation.
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The effect of control system gain on pole locations can be appreciated by
considering the Bass-Gura formula (6.34) for a single-input system. [(Qualita-
tively, similar considerations apply to multiple-input systems.) Note first that
the gains are proportional to the amounis that the poles are to be moved, i.e | to
the distance that the coefficients of the characteristic polynomial must move

between the open-loop and the closed-loop system.
(0VE, e AR BT RMRARI b s, 1a:ce system gains are avoided by

limiting the changes in the coeflicients of the characteristic equation. It 15 also
nated that the contral system gains are inversely proportional to the controlla-
bility test matrix. The less controllable the system, the larger the gains that are

needed (o effect 2 change in the system poles. There 15 nothing surprising about
this.

b o PR RN . SN RN TN SR FU U, [ S . - w1 a =1 1
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The inference that may be reasonably drawn [rom this is that the designer

should not attempt to alter the dynamic behavior of the open-loop process more
than i8 reguired. One reason Tor trying to alter the behavior of a process is to

stabilize it, if it is unstable, or to inerease its stability by moving its poles into
the interior of the left hall of the 5 plane. Although stability 18 the most
important consideration it is not the only consideration. Speed of response [i.e.,
bandwidth) is alse important. Fast response—high bandwidth—of the closed-
loop system 15 often sought after, since the errors in following rapidly changing
inputs will be smaller. There may be instances, however, in which the band-
width of the closed-loop system 15 intentionally not made as high as it can be.
If the reference input contains a good deal of noise, it might be desirable to
reduce the bandwidth to prevent the system from becoming excessively agitated
by following the noise.
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Another reason for limiting the bandwidth of the closed-loop system is the
uncertainty of the high-frequency dynamics of the process. A mechanical sysiem,
for example, has resonance effects {modes) due to the elasticity of the structural
members. The dynamic model vsed lor design ignores many if not all of these
effects: theirmagnitudes are small ; the exact lrequencies are not casy to determine;
the cfiort required to include them in the model is not justified. Other types of
processes (thermal, chemical, etc.) also have uncertain behavior at high requen-
cies. If the uncertain high-frequency poles are included within the bandwidih of
the closed-loop process, these resonances may be excited and result in unexpected
high-Trequency oscillation, or even instability. A prudent design requires that the

loop transmission be well below unity at the frequencies where these resonances
may OCCur.
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S

The bandwidth of a system is governed primarily by its dominant poles, i.e.,
the poles with real parts closest to the origin. To sce this, visualize the
partial-fraction expansion of the transfer function of the system. Terms corre-
sponding to poles whose (negative) real parts are farthest from the origin have
relatively high decay rates (damping) and hence, after an imitial transient
period, they will contribute less to the total response than terms corresponding
to poles with real parts close to the ongin. (While this behavior is typical of
physical processes, there is no theoretical reason why the residues at poles with
high damping cannot be much greater than the residues at the poles with less
damping. If the highly damped poles have large residues, their eftects may
persist simply because they start out moch larger.)
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In order for the transient to decay as rapidly as is required by the poles that
arc far from the origin, it is necessary to change the cnergy im the system

rapidly; this would require the use of la control inputs, If there are
polcs that are far from the origin and the
maximum control amplitudes will be rned by the former
ﬂ This behavior suggests that the

feedback pains are such that the available control is not efficiently used.
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Largura de Banda

dB A

—————
passante

I
I
I
I
Banda I
I
I
I
I
I
I

Y

W

i em escala logaritmica

Quanto maior a largura de banda a resposta do sistema é mais rapida;

Quanto maior a largura de banda filtra menos os ruidos e perturbacoes do
sistema
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Controle de posicao no sentido longitudinal de nm navio

My + By = f,

Yi(s) 1 -
Fo(s) — M#FBs 2 polos

f,=Kpe+ K, [, edt

=¥y, — Y Y, € a posicao de referencia.

™

Fpo(s)  kyst+K;
E(s) s

= 1 zero e 1 pdlo

Em malha fechada tem-se:

Y{S} - HPS+H.5 .
Y.(s) = Ms*+Bs?+K,stK, = 1 zero e 3 pélos
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LOCALIZACAO DOS POLOS

Um dos procedimentos sugeridos para a alocacao dos podlos é distriuilos
mantendo a mesma distancia a partir da origem. Isto pode ser efetuado a
partir da seguinte equacao:

(—)* = (-1)k+! (32)

Lo

onde k é o nimero dos pélos.

Obtencao dos pdlos a partir da Eq. 32, admitindo que s = wpe®? e con-
siderando somente os polos localizados no semiplano esquerdo do plano s.
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E=1
e20i — 1 = l2r+(n-1)27li o 4 _—_ g4 (n—1)2m
Portanto, para k =1 tem-se a = 7

k=2
Portanto, para k = 2 tem-se: a; = 3pi/4 e a9 = E%

k=3
b =1 =elptn=12mli - o =B 4 (n-1)Z

Portanto, para k = 3 tem-se a1 =27/3, a2=7 e a3=77

k=4
ES{Ij — 1= E[:rr—l—{n—l]?fr]j — o = % 4+ (ﬂ, . 1)3
Portanto, para k = 4 tem-se a1 = 57/8, ay = & a3 = 22

11w

kg — ]
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i=]

Figumn 4.7 Berwraors ok cosbparaliong.
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