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Propriedades Estruturais

r = A(t)r + B(t)u
y=C(t)z+ D(t)u

O modelo no espaco de estado envolve duas equacoes, isto €, as equacoes de
estado e de saida. A primeira relaciona o vetor de entrada com o vetor de estado,
e a segunda o vetor de estado com o vetor de saida. O efeito do vetor de entrada
no vetor de estado pode ser avaliado atraves das propriedades de Alcancahilidade
(Reachability) e Controlabilidade {Controllability) e a capacidade de reproduzir
o vetor de estado atraves do vetor de saida é analisado atraves das propriedades

de Observabilidade e Construtibilidade.
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Propriedades Estruturais

Para mostrar a importancia das propriedades acima, considere num sistema
linear, invariante com o tempo definido no espaco de estado com as seguintes

matrizes:
2 3 2 1 1
-2 =3 0 0 -2

A=l D 0 o | B=| 5| =17 614 2]
-2 -2 -2 -5 —1

Calculando a sua funcao de transferéncia obtém-se:

1
s+1

H(s)=C(sI —A) 'B =
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Propriedades Estruturais

Como explicar isto? Um sistema de ordem 4 no espaco de
estado se reduz a ordem 1 ao calcular a sua funcao de
transferéncia

Para tentar entender isto, vamos considerar uma mudanca
de variaveis de modo que a dinamica do sistema seja
expressa através de uma matriz canbnica de Jordan. Seja

()
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Propriedades Estruturais w?

Com esta mudanca as equacoes de estado e de saida sao dadas por

z=Az+ Bu
y=C”z
-1 0 0 0 1
T 0 -2 0 0 5 0 -
— -1 _ — —
A=TAT '=| o o 53 B=| C=[110 0]
0o 0 0 -4 0

Portanto, as equacoes de estado e de saida sdao dadas por:

rn = —-Ii1+u
Ty = —27,

ig = —3"...7-'3 + U
i;; = —4d7Fy

Yy = I+
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Portanto,

7 4u e 71 ¢ afetada pelo sinal de entrada e é visivel na saida;
— 2%, e 7o nao ¢ afetada pela entrada e é visivel na saida;
—3Tz +u e T3 ¢ afetada pela entrada mas nao é visivel na saida;
_4f4 = i~ - - - i - Ty -
e 74 nao é afetada pela entrada e também nao é visivel na saida.
T+ T

Ou seja, a funcao de transferéncia sé relaciona variaveis que sao
possiveis de serem afetadas pelo sinal de entrada e que sejam visiveis na
saida.
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Exemplos de sistemas nao controlaveis

N3o é possivel controlar o centro
de gravidade do sistema

+ Se B¢ = H2C'5 nao sera possivel controlar

en C) v, R v, a voltagem 7 = v2 — 1y

Figure 5.5 Electrical bridge network.
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Exemplo de sistemas nao observaveis

NG S
v

Figure 5.9 Systems in tandem that are unobservable.
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Sistemas em configuracao
tandem onde é€ lido somente a
variavel do primeiro subsistema

Observando somente a
velocidade de um corpo
é impossivel determinar
a sua posicao
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Posto de uma matriz

Definicao. Seja M uma matrizem M, ,(R)ekcMtalque 0« k<mel < k<n.
Um menor de ordem k de M é o determinante de uma matnz quadrada de
ordem & obtida pela remocao de m - & limhas e n - & colunas da matriz M.
Definicao. Seja W em M., (R). O posto coluna (linha) de M é o niimero
maximo de colunas (linhas) linearmente independentes de M.

Lema. Seja M uma matre em My,.,(R), com m < n, tal que suas m [inhas sio

Iincarmente independentes (LI). Entao,

(a) Existern m colunas de M tais que o determinante da matriz m = m formado

por tals colunas & nao zero.

(b} Tais m colunas sao LI.

Professor Oswaldo Rio Branco de Oliveira
http://www.ime.usp.br/-oliveira (2015-2018) oliveira@®ime usp.br
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NOCOES DE ALCANCABILIDADE,
CONTROLABILIDADE, OBSERVABILIDADE E
CONSTRUTIBILIDADE

Considere as seguintes equacoes do espaco de estados

r=A(t)xr + B(t)u
C(t)x + D(t)u

Propriedades Estruturais

Relaciao entrada-estado = Alcancabilidade e Controlabilidade

Relacao saida-estado = Construtibilidade e Observabilidade

Astolfi, A., System and Control
Theory — An Introduction
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ALCANCABILIDADE e CONTROLABILIDADE

Considere um sistema linear variante com o tempo definida por:
&= A(t)r + B(t)u
y=C(t)z+ D(t)u

. Atencao: mudanca de
xeR* ueckrk yeR™ G G
/ nomenclatura

Para este sistema, uma entrada u(.) transfere o estado x(t,) para
o estado x(¢t,) através de

tq
r1 = ®(t1,t0)x0 —|—/ ®(ty,7)B(7)u(r)dr

Hespanha, J. P, (2009), Linear Systems
Theory, Princeton University Press, New Jersey
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Definition 11.1 (Reachable subspace). Given two times r; > 19 > 0, the reachable
or controllable-from-the-origin on [y, t; ] subspace R]|z, t1] consists of all states x; for
which there exists an input u : [7, 1] — R* that transfers the state from x(f9) = 0
to x(f1) = x5 Le.,

Rlt. 1] = le cR" - Ju(), x; = f | (D'(fl,T)B(T)H(T)dTl. O

In

Definition 11.2 (Controllable subspace). Given two times 11 = fp > 0, the con-
trollable or controllable-to-the-origin on [fo, t1] subspace C[1, 1] consists of all states
xo for which there exists an input u : [fp, ;] — RX that transfers the state from
x(tg) = xp tox(r;) = 0; 1.e,

|

Clto, t1] := {xg e R" : Ju(.), 0= ®(11, to)xo —I—f

In

O (1. r)B(‘r)u(r)drl. [

The matrices C(-) and D(-) play no role in these definitions; therefore, one often
simply talks about the reachable or controllable subspaces of the system

¥=A()x + B(u, xcR" ucRk (AB-CLTV)

or of the pair (A(*), B(-)).
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Definition 12.1 (Reachable system). Given two times f; > fyp > 0, the system
(AB-LTV), or simply the pair (A(-), B(-)), is (completely state-) reachable on [tg, t1] if
Rltg, ;] = R", i.e., it the origin can be transferred to every state. ]

Definition 12.2 (Controllable system). Given two times 11 > 79 > 0, the system
(AB-LTV), or simply the pair (A(-), B(-)), is (completely state-) controllable on [ty 1]
if Cl7p, 11] = R", i.e., if every state can be transferred to the origin. []



Para determinar se um sistema é ou nao alcancdvel (controlavel) vale-se dos

(Gramianos.

Gramianos de alcancabilidade e controlabilidade

e Gramiano de alcancabilidade

Dados dois tempos t; > t5 = 0, o gramiano de alcancabilidade é definido
COMO:

t1
Whrlto.t1) = f &(t,,7)B(r)B(r)T ®(t,,7) dr (64)
to
Um sistema € alcancavel se o posto do Gramiano de alcancabilidde for
igual ao posto da matriz do sistema (A)

Gramiano de controlabilidade
Dados dois tempos £, > t; = 0, 0 gramiano de controlabilidade é defimida

por:

Wolto:ty) = [ " B(te,7)B(r)B(r)T d(ty, )T dr (65)

to

Um sistema ¢ controlavel se o posto do Gramiano de controlahilidade for
igual ao posto da matriz do sistema (A).
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Observabillidade e Construtibilidade

Considere o seguinte conjunto de equacoes espaco de estados:
&= Axr + Bu
y=Cux
No espaco de estados uma lei de controle utilizada é :
u=—Kzr
Ou seja: Ha que conhecer o vetor x

Mas somente o vetor y que nao contém todos os termos de x é conhecido;
e E possivel reconstruir o vetor r a partir da saida y?
e Se sim, em que condicoes?

Para elucidar estas e outras questoes sao definidos os conceitos de Ohservabili-
dade e Construtibilidade
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(Constructibility)

— 1) Observabilidade se refere a determinacao de x(tp) a partir das
entradas u(t) e saidas y(t), t € [ty, ;]

— 2) Construtibilidade se refere a determinacao de z(t,) a partir de
entradas u(t) e saidas t(t) passadas, t € [tg, t1].
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Observabilidade

We have seen in Lecture 5 that the system’s state xp := x(fp) at time £y is related to its
input and output on the interval 1y, #; ] by the variation of constants formula:

y(t) = C(t)D(z, to)xo +f C(t)®(t, T)B(t)u(r)dt + D()u(r), Yt € [to, t1],

(15.2)

where ®(-) denotes the system’s state transition matrix. To study the system’s observ-
ability, we need to determine under which conditions we can solve

y(t) = C(1)P(t, fo)xo, Vt € [to, 1] (15.3)

for the unknown xg € R", where

v(t) = v(t) — f CH)®(r, t)B(t)u(t)dt — D(t)u(r), Vit € [to, 11].

o
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OBSERVABILIDADE

Definition 15.1 (Unobservable subspace). Given two times#; > 79 > 0, the unob-
servable subspace on [to, t1] UWO[tg, 11] consists of all states xo € R" for which

C(t)D(t,19)x9 = 0, Yt €[t 11]. ]

L is or

Definition 15.2 (Observable system). Given two times f; = fnp > 0, the system
(CLTV) is observable if its unobservable subspace contains only the zero vector; i.e.,
UO[tg, 1] = 0. ]

2023
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CONSTRUCTIBILIDADE

Definition 15.3 (Unconstructible subspace). Given two times t; = f5 > 0, the un-
constructible subspace on [to, t1] UC[ 1o, f1] consists of all states x; for which

C(t)®(r,11)x; =0, Vi e[, t1]. L]

Definition 15.4 (Constructible system). Given two times #; = fy > 0, the system
(CLTV) is constructible if its unconstructible subspace contains only the zero vector,
ie., UC[rp, 1] = 0. ]

2023
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Gramianos de Observabilidade e de Construtibilidade

— Gramiano de Observabilidade
Dados dois tempos t; > t5 > 0, o gramiano de observabilidade e
definido como

Wo(to,ty) = f : (1, t) C(r) C(T)®(7,t0)dr (73)

Umn sistema é observavel se e somente se o posto da matriz Wo(fo. 1)
for ignal ao posto da matriz do sistema (A).

— Gramiano de construtibilidade
Dados dois tempos t; > tg > 0, o gramiano de construtibilidade é
definido como:

Wen(to,t1) = / i o(r,t)TC(T)TC(T)®(r.t)dr  (74)

Umn sistema € observavel se, e somente se, o posto da matriz We, (o, t1)
for ignal ao posto da matriz do sistema (A4).
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SISTEMAS LINEARES INVARIANTES COM O TEMPO
Considere o seguinte conjunto de equacoes:
= Ar+ Bu

y=Cr
Ae Rﬁ:rﬁ:? B < HT‘xl? o= RI.I!.EE

Para sistemas linares invariantes com o tempo pode-se provar que os con-
ceitos de controlabilidade e de alcancabilidade se equivalem, e os conceitos
de observabilidade e construtibilidade também se equivalem.

Também pode-se provar que, em vez de gramianos, pode-se utilizar a ma-
triz de controlabilidade e de observabilidade para verificar se um sistema
linear invariante com o tempo ¢ controlavel e observavel.
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SISTEMAS LINEARES INVARIANTES COM O TEMPO

Matriz de Controlabilidade

¢=[B AB A’B .. AF1]

Um sistema ¢ controlavel se e somente se o posto da matriz de contro-

labilidade C' for igual a k.

Matriz de observabilidade

— —

C
C.
C'A*

C_!-‘L.k_ 1

Um sistema linear invariante com o tempo € observavel se e somente se o
posto de O7 for igual a k.

Matlab: ver as fungoes ctrb e obsv
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PNV
Dualidade
Considere os seguintes sistemas lineares invariantes no tempo:
Sistema 1
= Ar + Bu (75)
y=Cr (76)
Sistema 2
T=Alz+CTu (77)
7=DB'7% (78)

Admitindo que sejam dados dois tempos t; > ty = 0 pode-se provar que:
— O sistema 1 ¢ controlavel se e somente se o sistema 2 for observavel
em [iu,tl]

— O sistema 1 € observavel em [fg, 1] se e somente se o sistema 2 for
controlavel.




No caso de sistemas continuos lineares e invariantes no tempo tem-se qu
as nocoes de observahilidade e construtibilidade se confundem e, dest:
forma, somente a observabilidade ¢ analisada.

Como os sistema 1 e 2 sao duais, pode-se construir a matriz de controla
hilidade para o par (AT, ¢!) que resulta em:

¢ = [ T AT T (AT}EC:T' _ _[ATJk—l]CT ] —Vi

onde OT é a matriz de observabilidade que é definida como:

'
C'A

CAk-
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Dualidade

No caso mais geral tem-se
« controlabilidade é dual de construtibilidade

- alcancabilidade € dual de observabilidade
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Sistemas estabilizavels e detectavels

Estados nao controlaveis estaveis — sistema
estabilizavel

Estados ndao observaveis estaveis — sistema
detectavel

Se o sistema for estabilizavel e/ou detectavel, as
variaveis que nao sao controlaveis e/ou
observaveis podem ser ignoradas no projeto
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Determinacao dos modos observaveis e nao

observaveis
Para determinar os modos controlaveis e observaveis pode-se utilizar
a matriz de sensibilidade que é definida para cada um dos casos
como:

S(A)=[A—XNI B] e S(\)=[AT —X\I CT] onde )\; é o auto-
valor do sistema.

1. DUTTON, K.; THOMPSON, S. e BARRACLOUGH, B. The art of Control
Engineering, Addison-Wesley,Harlow, 1998

Projeto de controle no espaco de estado quando ha modos nao

controlaveis e/ou nao observaveis:
Calcular a funcao de transferéncia a partir das matrizes A, B, Ce D e
voltar novamente para o espaco de estado. Assim s6 tera modos

controlaveis e observaveis.
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