MATO0121 - Célculo Diferencial e Integral II - 2023
Lista 5

1. Funcbes de Duas Variaveis: Regra da Cadeia

0 0
. Calcule 0_]: e O_f usando a Regra da Cadeia e confira os resultados por meio de substituicdo se-

u
guida da aplicacao das regras de derivacao parcial.

a) f(x,y):x2+y2,x=t2+u2,y=2tu b) f(x,y)=#y2,x=tcosu,y= tsinu

. Sejam f : R? — R uma funcio diferenciavel tal que V f(-2,—2) = (a, —4), onde a é uma constante,
eg:R—Rdadaporg(t)=f(2 t3—4t, t*-31). Determine a de modo que areta tangente ao gréfico
de gem (1,g(1)) seja paralelaareta y=2x+3.

0
. Seja f : R?> — R uma funcao diferenciavel tal que —f(1,2) =4e f(13,263) = 1+e*'? paratodo t € R.
Determine o plano tangente ao grafico de f em (1,2, f(1,2)).

. Seja f : R> — R uma funcio de classe €' e suponha que o plano tangente ao grafico de f em
(0,2, (0,2)) tenha equagdo 2x+y+z = 7. Seja g : R> — R dada por g(u, v) = uf (sin(u? — v®),2u?v).
Determine a € R para que o plano tangente ao grafico de g em (1,1, g(1, 1)) seja paralelo ao vetor
4,2,a).

. Neste exercicio, vamos explicitar as solucdes da equacao da onda unidimensional, ou seja, deter-
. _ ’u ’u
minar funcgoes u: A < R?> — R, de classe €2, tais que Frole 020—2, onde ¢ é uma constante nao
X
nula. Este método foi descrito por Jean le Rond d’Alembert em torno de 1750.

a) Mostre que a mudanca de coordenadas a = x — ct e f = x + ct permite reescrever a equacao
2
u

d d fi =0.
a onda na forma 3o

2

0Boa
da forma u(x, t) = f(x—ct) + g(x+ct), onde f,g:R— R sdo de classe €>.

b) Determine todas as solucoes de =0 e conclua que as solugdes da equagdo original sao

Observagdo: aforma da solucao nos diz que ela é a composicao de duas ondas arbitréarias viajando
em sentidos opostos com velocidade c. Veja uma animacao clicando aqui.

. Sejam f, g : R — R duas funcdes derivaveis até 22 ordem. Mostre que a funcio u : R> — R dada por
02 02 0?
ulx,y)=xf(x+y +yglx+y) ésolucdo da equagdo a_xbzl —Zﬁ + ﬁ =0.

. Sejau: R? — R uma funcao de classe €2 e defina v(r,0) = u(rcos6, rsinf). Verifique que

0%v
or2

10 1 6%
(r,0)+ ;a—lr}(r,e) + ﬁaT;;(r,H) = Au(rcos@,rsin8),

onde Au(x,y) = 0°u (x,y) + 0'u (x, ¥) (chamado de Laplaciano de u)
’ y - axz ) y ayz ) y p .

. Seja f :R? — R uma funcéo de classe €2 e defina u(s, t) = f(ecost,e’sint). Verifique que

0 0 0 2 (0 2
—f(es cost,e’sint) —f(es cost,e’sint) (—u(s, t)) + (—u(s, t))
¥ 0s ot

2 2

-2s
+ =e
0x



https://en.wikipedia.org/wiki/Wave_equation#/media/File:1d_wave_equation_animation.gif

10.

11.

12.

13.

14.

e que
02 02 02 02
é (ecost,e’sint) + 6_y2 (e’cost,e’sint) = e % d_sl; (s, )+ a_tl; (s, 0

para todo (s, ) € R?.

. Seja f :R? — R uma funcéo de classe €2 e seja g : R> — R dada por g(u, v) = uf(u? — v,u+2v).

Sabendo que o plano tangente ao grafico de f em (1,4, f(1,4)) tem equacdo 3x+5y = z+26 e que

02f 02f (32f 02g
1,4)=—=(1,4)=1e —=(1,4) = -1, calcul
axdy( ) 6x2( ) e ayz( ) calcule Uiy

(=2,3).

2
F
Seja G : R? — R uma funcio de classe 6?2 e defina F(r,s) = G(e"*, r3 coss). Determine ﬁ(l,O)

0G
sabendo que a(t2 +1,t+1)=t*—2t+3 paratodo teR.

Sejam A um subconjunto aberto e nio vazio de R? e f : A — R uma funcido harmoénica em A, isto
’f 0%
é, uma funcio de classe €? satisfazendo 392 + 6_]; =0. Sejam também B um subconjunto aberto
u v
e ndo vazio de R% e g,h: B — R duas fungoes de classe €2 tais que (g(x,y), h(x,y)) € Apara todo
0g O0h 0h  0g

,V)EB tisf do—=>=—,—=—-—=.
(x,y) e satisfazendo x 9y’ ox dy
a) Mostre que g e h sdo harmonicas.

b) Mostre que a funcao F(x, y) = f(g(x,y), h(x,y)) também é harmonica.

VP oy 0,0
0, se (x,y) =(0,0).

a) Calcule as derivadas parciais de f em todos os pontos de R?> e mostre que V £(0,0) = (0,-1).

of . of _ . . .
b) Mostre que 3x € continua em (0,0), mas @ ndo é continua em (0,0). Conclua que f é
diferenciavel em (0, 0).

¢) Determine a curva de nivel ¢ = 0 de f e mostre que esta curva ndo é, em nenhuma vizinhanca
de (0,0), o gréfico de uma funcdo y = g(x) ou x = h(y). Por que isto ndo viola o Teorema da
Funcdo Implicita?

B3ain(Y
Sejaf(x,y):{x sm(x), se x #0,

0, se x =0.

a) Mostre que f é de classe €' em R?.

b) Determine a curva de nivel ¢ = 0 de f e mostre que esta curva é a reunido de infinitas retas
distintas que passam pela origem. Por que isto ndo viola o Teorema da Funcao Implicita?

(Desigualdade do Valor Médio) Sejam A um subconjunto aberto, convexo e ndo vazio de R? e

f: A— Ruma funcao diferencidvel em A. Suponha que exista M > 0 tal que ||V f(x, y)|| < M para
todo (x, y) € A. Mostre que

If(@) - f(p)l=Mlqg-pl,Vp,qeA.

(Sugestdo: use o Teorema do Valor Médio e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.)
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2. Vetor Gradiente e Derivada Direcional

. Seja f(x,y) = x*+4y?. Determine o vetor gradiente de f em (2,1) e use-o para encontrar a equagio
dareta tangente a curva de nivel c =8 de f em (2, 1). Esboce esta curva de nivel, a reta tangente e
o vetor gradiente.

. Sejar aretatangente a curva x>+3xy+y3+3x = 18 em (1,2). Determine as retas que sio tangentes
acurva x?+xy+ y? =7 e paralelas areta r.

. Seja f : R? — R uma funcdo diferencidvel. Sabe-se que o plano tangente ao gréafico de f em um
certo ponto (X, Yo, f (X0, ¥o)) tem equagdo —2x+ 2y — z+ 3 = 0. Determine, entre as curvas abaixo,
uma que ndo pode ser a curva de nivel de f que contém o ponto (xy, yo).

a) y:(0,+00) — RZ, y() = (—1,1)

b) y:R—R% y(1) = (§,-4 +31

0 v:R—R% y()= (% +1)

. Seja f : R? — R uma funcio diferencidvel tal que Vf(1,1) = (1,—1). Sabendo que exatamente uma

das curvas abaixo tem imagem contida na curva de nivel de f que contém o ponto (1,1), assinale
a alternativa que contém tal curva.

a) y:R—RZ y(0)=(31)

b) y:(0,+00) — R, y(1) = (1, 1)

o) y:(-%3%)— R y(t) = (sect,tanr+1)
d) y:(0,+00) — R?, y(t) = (t,Int+1)

e) y:IR—»IRZ,y(t)=(cost+1,sint)

. Seja f:R? — R uma funcio de classe € satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) Aimagem da curva y(f) = (cott,sec? 1), t € (0, %), estd contida numa curva de nivel de f.
(ii) Aimagem da curvao(u) = (Q/ﬁ, u?+1, ”73 - 3‘/75 + 1), u > 0, estd contida no gréfico de f.
Faca o que se pede em cada item abaixo.

a) Determine Vf(1,2).

of =_(1 V3
b) Calcule ﬁ(l,Z), onde U = (E'T)'

¢) Determine uma equacao do plano tangente ao gréafico de f em (1,2, f(1,2)).

. Sejam f : R> — R uma fungéo diferenciavel e y : R — R dada por y(¢) = (£,2£2,1%). Seja r a reta
tangente a curva de nivel c =4 de f em (2,8). Sabendo que a imagem de y esta contida no gréfico
de f e que areta r contém o ponto (1, —4), determine:

a) O vetor gradiente de f em (2,8).
b) Uma equagao do plano tangente ao grafico de f em (2,8, f(2,8)).

. Sejam f : R?> — Ruma funcao diferenciavel, 7 o plano tangente ao grafico de f em (xo, yo, f (X0, }o))
ey(®=(1+ %, t), t # 0, uma parametrizagdo da curva de nivel ¢ = 1 de f. Suponha que y(f) =
(x0, ¥o) para algum fy # 0. Sabendo que 7 contém os pontos (1,1, %) e (4,1,2), determine uma
equacdo de 7.
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8. Mostre que a fungao f(x, y) = v/x?y é continua em (0,0) e admite derivadas direcionais em todas
as dire¢oes em (0,0). Determine também se f € diferencidvel em (0, 0).

9. Determine a derivada direcional méxima de f no ponto (xy, yo) e a direcao e o sentido em que ela
é atingida, onde:

a) f(x,y)=xe Y +3y, (xo,0) = (1,0) b) f(x,¥) =Inx?+y?), (x0, yo) = (1,2)

10. Determine todos os pontos de R? nos quais a dire¢do de maior variacdo de f(x, y) = x*+y*—2x—4y
é adovetor (1,1).

11. Seja f:R? — R uma fungéo diferencidvel e suponha que a imagem da curva y(t) = (¢ + 1, —t?) seja

of

uma curva de nivel de f. Sabendo que 6_(_1’ —4) = 2, determine a derivada direcional de f no
X

3 4).

ponto (—1,-4) e na direcdo e sentido do vetor #i = (5, =

12. Seja f : R* — Ruma funcdo diferenciavel cujo gréfico contém as imagens das curvas y(¢) = (-4, £, %),

of (1 1
- 1 ine 22 [= _= n= (Y2 V2
teReo(u)=(u+1,u,u+2++), u#0. Determine 33 (2, 2),ondeu (2, 5 )

1, sey=x>ex#0,

13. Seja f(x,y) = o
0, caso contrario.

0
a) Dado # € R? um vetor unitério, mostre que a—{(O, 0)=0.
u
b) f é continua em (0,0)?

3

x
2, o » 0,0 y
14. Seja f(x,y) =< x%+ y? se (x,y) # (0,0)
0, se (x,y) = (0,0).

a) Calcule Vf£(0,0).
Lo e of
b) Dado # € R® um vetor unitario, calcule 35 (0,0).
7]

¢) Dadas y(t) = (¢,1) e g(t) = f(y(t)), mostre que g'(0) # (V£ (0,0),7'(0)). Por que isto ndo viola
a Regra da Cadeia?

Y e o)) #0,0)
15. Seja f(x,y) =4 x*+y%’ Y o
0, se (x,y) =(0,0).
0
a) Mostre que £ (0,0) = (Vf(0,0), ii) para todo vetor unitdrio i € R?.

b) f é diferencidvel em (0,0)?

16. Sejam A um subconjunto aberto e ndo vazio de R? e f : A — R uma funcéo. Mostre que as seguin-
tes afirmacdes sdo equivalentes:

a) f édeclasse ¢! em A.

0 R
b) a—{ existe e é continua em todos os pontos de A, para todo vetor unitdrio i € R2.
u
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