MAT2352 - Calculo para fungoes de varias variaveis 11
4a. Lista de Exercicios - 20. semestre de 2023

1. Calcule as seguintes integrais de linha ao longo da curva indicada:

(a) / vds, y(t) = (£,1), 0 <t < 1. Resp. (10y/T0 — 1)/54.
v

(b) /xy4 ds, v é a semi-circunferéncia x? + y? = 16, x > 0. Resp. 1638, 4.
o

(c) /(x —2y*)ds, v é o arco da pardbola y = 22 de (—2,4) a (1,1). Resp. 48.
gl

(d) /(x2 + xy) ds, 7y consiste dos segmentos de reta de (0,0) a (2,0) e de (2,0) a (3,2). Resp. &
v

(e) /:L’yzds, v:ix =2t y=3sent, z=3cost, 0 <t <7/2. Resp. 9v/137/4.
v

(f) /J:y2z ds, v é o segmento de reta de (1,0,1) a (0, 3,6). Resp. 3v/35.
ol

2. Calcule o comprimento das curvas

(a) v(t) = (a(t —sent),a(l — cost)), onde 0 <t <27 e a > 0. Resp. 8a.

(b) y(t) = (tcost,tsent,t), onde 0 <t < /2. Resp. v2 +In(1 4+ v/2).

(0) 7(t) = (¢, 3;2, 3;2) onde 0 <t < 2. Resp. v/73 + RO/I56v2)

3. (a) Determine a massa de um arame cujo formato é o da curva y(t) = (2¢,t%,¢*), onde 0 <t < 1, e
a densidade de massa em cada ponto é §(z,y, z) = x. Resp. 2v/3 — %

(b) Um cabo delgado é dobrado na forma de um semi-circulo x? + y*> = 4, z > 0. Se a densidade é
d(x,y) = 2, determine a massa e o centro de massa do cabo. Resp. 4, (32,0).

4. Calcule /ﬁ -d7, onde F(x,y,2) = (a2 +y)i — Tyzj + 222%k e v é a curva ligando o ponto (0,0,0) a
gl

(1,1,1) nos seguintes casos:

(a) y(t) = (¢, 1%, 13). Resp. — 1t

(

b) v é composta dos segmentos de reta de (0,0,0) a (1,0,0), depois a (1, 1,0) e depois a (1, 1, 1).Resp.
1.

)

)

5. Calcule /ﬁd’? para
v

(a) F(z,y) = yi + (z2 +42)], onde v é 0 arco de circunferéncia v(z) = (x, v4 — 22), ligando (—2,0) a
(2,0).

Resp. 2.

(b) F(x,y) = 2(x 4 y)i + (x — y)J, onde v ¢ a elipse de equacdo z—i + Z—z = 1, percorrida uma vez em

sentido anti-horario. Resp. —mab.



(c)

23y?zdz, vy édadapor x =2t y =12 2 =12, 0<t < 1. Resp. %,

2% dx — zdy + 2y dz, v consiste dos segmentos de reta de (0,0,0) a (0,1,1), de (0,1,1) a (1,2,3)

/

@ [

e de 81,2,3) a (1,2,4). Resp. .

6. Calcule

(a) /xd:c + (y + x) dy + zdz, sendo v a intersecgao das superficies z = 2% + y? e 2 = 2z + 2y — 1,
vy

orientada de modo que sua projecao no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido hordrio. Resp.
—Tr.

b 2y + 1) dx + zdy + x dz, sendo 7 a interseccao das superficies 22 + 4y> =1 e 22 + 22 = 1, com
( Y Y gl C y
¢
y >0, z > 0, percorrida uma vez do ponto (1,0,0) ao ponto (—1,0,0). Resp. —2.
(c) /yd:p + 2dy + xdz, sendo v a interseccao das superficies * +y = 2 e 22 + y? + 2% = 2(x + y),
v

orientada de modo que sua projecao no plano Oxz seja percorrida uma vez no sentido horario. Resp.

—2mV/2.
(d) /x dr + (y + ) dy + z dz, sendo v a interseccao das superficies z = zy e 2* + y* = 1, orientada de
g

modo que sua projecao no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido horario. Resp. 0.

(e) / z?dx + x dy + 2z dz, sendo 7 a interseccao das superficies z = % ez=1-— %, orientada de modo
Yy

que sua proje¢ao no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido anti horario. Resp. 67

(f) / y* dx + 3z dy, sendo v a interseccido das superficies z = 22 +y? e z = 2x + 4y, orientada de modo
v

que sua projecao no plano Oxy seja percorrida uma vez no sentido anti horario. Resp. 10m.
7. Calcule
2

(a) /Zx dr + (22 — %) dz, onde v é o arco circular dado por z = 0, y*> + 22 = 4, de (0,2,0) a (0,0, 2),
v

no sentido anti-horario. Resp. 0.

dr — (r —y)d

(b) / (z+y) gg+ (f y) y7 onde 7 é a circunferéncia x? + y? = a?, percorrida uma vez no sentido
v Ty

horario.

Resp. 2ma?.

(c) / Vydx ++/x dy, sendo 7 a fronteira da regiao limitada por z = 0, y = 1 e y = 2%, percorrida uma
v
. (. 3
vez no sentido horario. Resp. —15-
8. (a) Mostre que um campo de forga constante F= ki + kzj realiza trabalho nulo sobre uma particula

que d4 uma tnica volta completa na circunferéncia z2 + y? = 1.
(b) Isso também é verdadeiro para um campo de forga F(x,y) = k(z,y), onde k é uma constante?

9. Mostre que se f1, f2, f3 : R — R sao funcoes de classe C! e ﬁ(:c,y, z) = (fi(z), f2(y), f3(2)), entdo F
é conservativo.



10. Em cada item, prove que o campo vetorial é conservativo encontrando a fungao potencial e calcule
as integrais.

(2,2)

(a)/( | ydx + x dy. Resp. 3.
1,1
L),

Y

b —d dy. Resp. 0.
(3,5,0)

(c)/( | yzdr + xzdy + xy dz. Resp. —2.
1,1,2

11. Em cada item abaixo, determine se F' é ou nao um campo gradiente, ou seja conservativo, no
dominio indicado D. Em caso afirmativo, determine um potencial de F'.

a) F(x,y) = xi+xj, D =R

(
(b) ﬁ(:zc, y) = (2ze¥ + )i + (z%e¥ +x — 2y)j, D = R?,
(¢) Fx,y,2) = (202 4 8zy2)i + (3a3y — 3ay)] — (42%% + 2232)k, D = R?;
(d) F(w,y,2) = (@+2)i = (y + 2)] + (& — y)k, D = R¥;
(e) F(z,y,2) = (y*cosx + 23)i + (2ysenz — 4)] + (3z2% + 2)k, D = R3;
= —y?+ a:j 9
)\ F =——= D=R*—{(0,0)};
(1) Flo) = 5520, (0.0}
. —yi +aj ' .
(g) F(z,y) = g D =R*—{(z,0) : 2 < 0};
_ :v;%— yj 9
h) F =—>= D=R*—{(0,0)};
) Floy) = 52, ((0.0)):

12. Mostre que cada campo abaixo é conservativo e calcule as integrais.

(a) /7m6y dx + x7 dy sendo y(t) = (t,e”"~1), onde t € [0, 1]. Resp. 1.
0!

(b) /[ln(x +9?) — y]dx + [2yIn(x + y*) — x| dy sendo v a curva (x —2)%2 4+ 52 = 1 com y > 0 orientada

no sentido horario. Resp. 3In3 — 2.
dr —xd
(c) /% sendo 7 a curva dada por z(t) = cos®t e y(t) = sen®t com y > 0 ligando os pontos
y 1Y
(1,0) e (0,1), nessa ordem. Resp. —7.
(d) @95 e ona dad () = (¢!, sent) para 0 < t < R
Py 7 sendo v a curva dada por v(t) = (e, sent) para 0 <t < 7. esp. .
13. Mostre que as integrais de linha nao dependem do caminho e calcule as integrais:
(a,b)
(a) / 2y dz + (2% — ) dy. Resp. a?b— % — 2.
(1,1)
(a,b)
(b) / seny dx + xcosydy . Resp. asenb.
(0,0)

(3,5,0)
(c) / yzdr + xzdy + xydz. Resp. —2.
(1,1,2)



(d) /21; seny dr + (2* cosy — 3y®) dy, onde v é uma curva ligando (—1,0) a (5,1). Resp. 25sen1 — 1.
v

(e) /Sen(yz) dx + xz cos(yz) dy + xy cos(yz) dz, sendo v a hélice x(t) = cost, y(t) = sent, z(t) =t
para; € [0, 7). Resp. ‘/75 sen (%)
14. Usando o Teorema de Green, calcule as seguintes integrais de linha:

(a) 7{$2y dx + zy® dy, onde v é o quadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0, 1), orientado no sentido
anti—ﬁorério. Resp. —1/12.
(b) ]{(m + 2y) dz + (z — 2y) dy, onde v consiste do arco da pardbola y = 2% de (0,0) a (1,1) e do
segmgnto de reta de (1,1) a (0,0), orientada no sentido anti-horario. Resp. —1/6.

(c) f(y + eV®) dx 4 (22 + cosy?) dy, onde v é a fronteira da regido limitada pelas pardbolas y = 22 e
v

x = y? percorrida no sentido anti-horério. Resp. 1/3.

(d) ]{ v*dx +y* dy, v é a curva 2% + 3% = 1, orientada no sentido anti-horario. Resp. 0.
Y

(e) j{ xy dx + 22 dy, ~ consiste do segmento de reta unindo (—2,0) a (2,0) e da semi-circunferéncia

%+ ;2 =4, y > 0, orientada no sentido horario. Resp. 0.

(f) j{ 2zy dx + 2° dy, v é a cardiéide p = 1 + cos 6 orientada no sentido anti-horario. Resp. 0.
v

(g) j{(:cy + ) dz + (22 — In(1 + y)) dy, v consiste do segmento de reta de (0,0) a (7,0) e do arco da

vy
curva y = sen x, orientada horario. Resp. —.

(h) 7{}3 - dF, onde F(z,y) = (y2 — 22y)i + 2] e 7 consiste do arco de circunferéncia 2 + y? = 4 de

2l

(2,0) a (v/2,v/2), e dos segmentos de reta de (v/2,v/2) a (0,0) e de (0,0) a (2,0). Resp.
16 (1

™+ 3 <7§ - 1>.

15. Calcule

a —2xy+2*)dr++/8 — y7 dy, onde 7 é o grafico de y = cosx , no intervalo —% < z < T percorrido
(a) [(—2zy YT dy véog y ; ;
Y

no sentido de x crescente. Resp. Tlr—;
2 2
(b) / ( ij{ 1) dx 4 (2y In(z* + 1))dy, onde v é o arco da elipse 422 4+ 3> = 1 do ponto (0, 1) ao ponto
T
”
(3,0) percorrido no sentido anti-horario. Resp. 0.

(c) / (leyy2> dx + (ﬁzﬂ + xy> dy onde v é a fronteira da regiao no plano determinada pelas
v

desigualdades y > x — 1 e y* < x + 1, orientada no sentido anti-horério. Resp. 27 + %.
(d) /(2azy + sen(y))dx + x cos(y)dy + z°dz onde 7 é a interseccio das superficies 322 + 92 + 22 =1 e
8!

y = x, no 1° octante e orientada de forma que a sua projecao no plano yz seja percorrida no sentido
horario.



Resp. 1—12 (6 sen (%) — 1).

(e) /7 = _{__y2y2 dx + p f2y2 dy onde 7 é a circunferéncia de centro (0, 1) e raio 3, percorrida no sentido

horario. Resp. —27.

16. Area usando Teorema de Green
(a) Seja D uma regiao limitada de R? com D e 9D satisfazendo as hipéteses do Teorema de Green.

Mostre que a area de D é
Area(D) = jI{ rdy = 7{ —ydu.
oD oD

(b) Usando (a) calcule a drea de D = {(z,y) € R? : 22/3 4 ¢?/3 < a?/3}. 2aS.
(c) Determine a drea da regiao limitada pela hipocicléide dada por 7(t) = cos® ¢ i+sendt], 0<t<2n.
3

Resp. .

17. Area de um poligono irregular.

(a) Se v é o segmento de reta ligando o ponto (z1,y;) ao ponto (x2,ys), mostre que

/Idy —ydx = 11Yy2 — 2241
Y
(b) No sentido anti-horério, os vértices de um poligono sao (z1,y1), (22,92), ..., (xn,yn). Mostre que
sua area ¢ dada por
1
A= 5[(%3/2 — Y1) + (T2ys — T3y2) + - + (Tn-yYn — TNYN-1) + (TNY1 — T1YN)]-
(c) Determine a drea do pentdgono de vértices (0,0), (2,1), (1,3), (0,2) e (—1,1). Resp. 3.

18. Calcule
(a) /x2(5ydx + Txdy) + e¥dy, sendo 7y a elipse 1622 + 25y* = 100, percorrida de (0,—2) a (0,2) com
x > 0.

Resp. €? — & + 127,

3
de (0,0) a (2,0) com y > 0. Resp. 4 — 2.

3
(b) / (2ze¥ — 2%y — y—) dx + (%Y + seny) dy, sendo 7 a circunferéncia 22 + 3> — 2x = 0, percorrida
Y

(c) /ﬁ.dﬁ sendo v a fronteira do retangulo [1,2] x [~1,1] e ¥/(x,y) = 2arctg(¥) i+ (In(z® + y?) + 22) J,
Y

percorrida no sentido anti-horario. Resp. 4.
19. Calcule
—ydr +xd
(a) /%y?y, onde v é a fronteira da regiao limitada pelas curvas y*> = 2(z + 2) e z = a, com
y
a > 0, orientada no sentido horario. Resp. —27.

rdr +ydy

I onde v éacurvay =22 +1, —1 <z < 2, percorrida do ponto (—1,2) a (2,5). Resp.
x Yy

=
S~

N
f—
=

|3



dr — (x —1)d
(c) / Y (x SQ n )2 y7 onde 7 é a circunferéncia x? + y? = 4, orientada no sentido hordrio. Resp. 2.
vy T Y

(22 + 22
sentido horario. Resp. .

2 d - 3d
(d) /x YU 72 W onde 7 é a fronteira da regidao R = {(z,y) € R? : |z| < 1, |y| < 1}, orientada no
.

20. Determine todos os valores possiveis da integral

/(2’2) —ydr + xdy
(1,0) x? + y?

sobre uma curva simples lisa por partes que nao passe pela origem.

21. Calcule /ﬁ dr onde F = ( —Y s+, 5 —1—3:1:) se
o r? + & v+ &
(a) v é a curva (z — 1)? + (y — 2)? = 4, percorrida uma vez no sentido hordrio. Resp. —8.

(b) v é a curva (z — 1) + y* = 4, percorrida uma vez no sentido horario. Resp. —14m.



