MAT - 3210 - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL II - IGC
Segunda lista de exercicios - 2023

Maximos e Minimos

(1) Ache a derivada direcional méxima de f no ponto dado e dé a diregdo em que ela ocorre.
a) f(e.y,2) = 2e* +sen(y), (2.0,0)  b) f(w,y,2) =~ + 2In(a), (1,2,-1)

(2) Suponha que sobre uma certa regiao do espaco o potencial elétrico V' é dado por V(x,y,2) = 52% —
3Ty + xyz.

a) Ache a taxa de variagao do potencial em P(3,4,5) na diregao do vetor
T=i+j—k

b) Em que diregdo V' muda mais rapidamente em P?

c) Qual é a maijor taxa de variagdo em P?

(3) Encontre, caso existam, os valores maximo e minimo de f em C, bem como os pontos onde estes valores
sao assumidos:
a) C ={(z,y) eR?: 2+ 2y° = 1} e f(x,y) = 23y.
b) C={(z,y,2) eR3: 2’ +9° =2 ¢ z2=2} e f(z,y,2) =z — 2.
¢) C={(z,y,2) e R¥:2?+1?+2%=1¢e (z — 1)°+?+(z —1)2 =1}
e f(x,y,2) = zz+y.
d) C={(z,y,2) ER3:x+y+z=1ex—y+32=3}e f(z,y,2) = 22 +y*+22

(4) Ache o méximo e o minimo absolutos da fungao na regiao D. (Esboce D.)

a) f(x,y) =5—3x+4y; D éo triAngulo (com interior e bordas) cujos vértices sao (0,0), (4,0) e (4,5)
b) f(z,y) =aye ™ ¥ D={(z,y) €R?: 2® +y? <2, 2 <0, y>0}

o) flay) =205+ 4 D= {(v,y) €R? : a® 42 < 1)

d) flx,y) =222 —azy+y*>+7r; D={(z,y) eR?/ -3<2<3, -3<y<3}L

e) f(z,y) = (4o —2®)cosy; D={(z,y) eR?: 1 <2 <3, —T<y<T}

(5) Seja T'(x,y) = o uma funcao que da a temperatura do ponto (x,y) do plano. Em que ponto da
€z Yy

regido A = {(z,y) € R? : y > —x + 1} a temperatura méxima ¢ atingida? E a minima? Justifique.
(6) Encontre o maximo e o minimo absolutos de f(z,y) em D sendo:
a) f(x,y)==zy; D= {(x,y) ER? : 22 —y2=1, z¢€ [1,2]}
b) f(z,y) =22+ 9% D={(z,y) eR? : 22 +y>=1, z€[0,1], y>0}
Vocé pode usar multiplicadores de Lagrange (apenas) para resolver esse exercicio?

(7) A temperatura num ponto (z,y, z) do espago é dada por T'(x,y, z) = xy + yz. Determine os pontos da
esfera 22 4+ y? + 22 = 1 onde a temperatura ¢ mais alta e onde é mais baixa. Justifique.

(8) Determine o valor méximo e o valor minimo da fungao f sujeita as restrigoes explicitadas:

a) f(z,y) =xy; 5%+ 5y +6xy —64 =0

b) f(z,y,2) = xyz; 22 +2y* +322=6

c) f(z,y,2) =a*y?2* 2?+y*+22 =1

d) f(z,y,2) =a® +y* +2% at+yt+t=1
(9) Determine o valor méximo e o valor minimo de f em R sendo

a) f(z,y,2) =22 —20+1y?—4dy+22—62 ¢ R={(z,y,2) € R®: 2?4+ y?+2% <56}

b) f(z,y,2) = 2® +y? +222 —day — 42+ 3z e

R={(z,y,2) €ER3:2>0,y>0,2>0,z+y+ 2 <4}

(10) Encontre os pontos de méximo e de minimo de f em C:

a) f@y2) =z +y+zeC={(z,y,2) R a2+ =1 e do+4y = 22);
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b) flx,y,2) =23 +y2+23 e C = {(2,9,2) ER3: 22492 +22 =1 e z+y+z=1};
c) f e C como no exercicio 8 (a);
d) f e C como no exercicio 8 (b).

(11) Encontre o maximo e o minimo de f(x,y,2) = 2z +y — 22

no compacto C.
a) C={(r,y,2) ER3:da? +y?> — 22+ 1=0,2>0e 22 =2z +y +4}.
b) C={(z,y,2) ER®:4a? + 2 — 22+ 1=0,2>0 e 22 <2z +y+4}.

(12) Seja f(z,y, z) = 2% + y?® + 222 — 4ay — 42. Achar o maximo e o minimo de f em:

) {(z,y,2) € R3: 22 + 9% + 22 = 4};
) {(r.y2) €RP: 22 4y + 22 < 4}
) {(r,y.2) ERY 102 +yP 422 —d oz > L)
) {( JER a2 4y +22<dez> 1}
) {( YERS: 22+ 2+ 22 =dez>a+y)

(13) Seja f(z,y) = k(2® + y?) — 2xy, onde k é uma constante.
a) Verifique que, para todo k € R, o par (0,0) é um ponto critico de f.
b) Para cada valor de k, classifique o ponto critico (0,0) com rela¢do a méaximos e minimos locais e
sela. Existem valores de k para os quais podemos afirmar que (0,0) é extremo global (absoluto) de
f?

(14) Determine os pontos criticos das fungoes abaixo e classifique-os:

a) z = 222 + xy + 3y% + 10z — 9y + 11

b) z = x2y?

c) z = 2%y’ d) z = (20— 2%)(2y — ¢?)

e) z=yyr —y> —x+ 6y f) 2 =ycosx

g) z = aye = Y’ h) 2 = In(32% + 4y? — 22+ 7)
)z=(r—172+(y—2)3 -3z -3y

(15) Determine os valores de a para os quais a funcio f(z,y) = 2ax? + y* — az? — 2.

a) tenha exatamente um ponto de sela e dois pontos de minimo local;
b) tenha exatamente dois pontos de sela e um minimo local.

c) Existe a € R para o qual a fun¢do tenha ao menos um méaximo local?
d) Existe a € R para o qual a fun¢ao tenha mais de 3 pontos criticos?

(16) E impossivel para uma fungao continua de R em R ter 2 méximos locais e nenhum minimo local. Por qué?
O mesmo nao ocorre com uma funcao f : R? — R. Verifique que f(z,y) = —(2? —1)? — (2%y — 2 — 1)?
tem exatamente dois pontos criticos, ambos méaximos locais. Faca um esbogo de uma superficie com tais
caracteristicas e tente compreender como isso ocorre.

(17) Mostre que a funcao f(z,y) = 2 + 5y2(1 + x)3 possui um tunico ponto critico, que este ponto critico é
um minimo local, e que f nao possui ponto de minimo global.

(18) Determine a equagao do plano que passa por (2,2,1) e que delimita no primeiro octante o tetraedro de
menor volume.

(19) Dentre todos os planos que sdo tangentes a superficie 24222 = 1 encontre aqueles mais distantes da
origem.

(20) Dé as dimensoes da caixa retangular sem tampa de maior volume que pode ser construida com 27cm?
de papelao.




(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

Um quarto de armazenamento aquecido tem a forma de uma caixa retangular e tem o volume de 1000
pés cubicos. Como o ar quente sobe, a perda de calor por unidade de area pelo teto é cinco vezes maior
que a perda de calor pelo chao. A perda de calor pelas quatro paredes é trés vezes maior que a perda de
calor pelo chao. Determine as dimensoes do quarto que minimiza a perda de calor e, portanto, minimiza
o custo do aquecimento.

Ache os maximos e minimos locais (globais) de f(x,y) na regiao D.

a) f(z,y) = —2z4+2y+3 ¢ D={(z,9) eR?:0<y < —2° + 4z};

b) f(z,y) = -5z +2y+3 ¢ D={(z,y) eER?:z/2<y<2zxel <z <4}

c) flz,y) = —a:+2y 3e D={(z,y) eR*: 2 +1 <y <a+3);

d) f(z,y) =2 +y> 122 -3y e D={(r,y) eR2:0<z<3 e 0<y<z}.

(Método dos Minimos Quadrados) Sejam P; = (z;,9;) € R?, 1 < i < n (dado n € N, n > 2),
com x; # x;, se © # j. Estes pontos representam os resultados de algum experimento, e gostariamos
de encontrar uma fungao linear afim f : R — R, f(x) = ax + b para a,b € R a serem determinados,
tal que o gréfico de f contenha P; para 1 < i < n. Nem sempre existe uma tal funcdo; com efeito, o
sistema linear nas variaveis a e b dado por ax; +b =y;, 1 <i < n, é, em geral, impossivel se n > 3. O
objetivo deste exercicio é verificar que é possivel encontrar uma solucao aproximada deste sistema, i.e.
que minimiza a soma dos quadrados dos erros E(a,b) = > 1 | [y; — (ax; + b)]*. Mostre que E : R — R
assim definida tem um tnico ponto de minimo global e encontre tal ponto.

Seja f(x,y) = 22 + 9% — 2% + 3.

a) Mostre que f tem exatamente dois pontos de minimo e infinitos pontos de maximo locais na esfera
S? = {(x,y,2) eR3: 2 + 92 + 2% = 1};

b) Determine os pontos de méximo e de minimo de f em

D={(z,y,2) eR*: 2+ +22=1 e z4+y+2z=1}.

Seja f(x,y,z) =z — 2y — +22. Ache, caso existam, os pontos de maximos e minimos em
D={(z,y,2) eR*: 222 + 9>+ 22 =9 exr—2y+22=0}

Sejam k um ndmero real nao-nulo e f(z,y) = ka® + 2% + 2y% — 22 — 2y, definida em R2.
a) Ache k de modo que f tenha exatamente 2 pontos criticos;
b) Classifique os dois pontos criticos de f obtidos em (a).

Ache os extremos relativos de f com as restri¢oes dadas, nos seguintes casos:
a) f(z,y,2) = 2z + yz, com as restricdes x° + 22 =2 e yz = 2.

b) f(z,y,2) = ryz, com a restricio 22 + 2y? + 422 = 4.
c) f(z,y,2) = 9> + 222, com a restrigio 22 + 3 + 22 = 1.
d) f(z,y,z) = zyz com a restri¢ao 2zy + 3xz + yz = 72.

Algumas Respostas

1.

3.

a) \[ b) (38,6,12)  c) 21/406.
a) ptos de max: (i Lye (_5/3, ﬁ) ptos de min: 55
) : +

o (5. 55) e (D 55):
b) pto max: (—5,1 7 —7) pto min: (\[ 1—1—\/5,2 \/5);

f

¢) pto max: (%,% %) pto min: (2,:/%,5),
d) pto min: (%, < 2); ndo tem pto de méximo.
. a) valor méax: f(4,5) = 13, valor min: f(4,0) = —T7;
valor max: f(0,0) = 0, valor min: f(—%, %) = —4. c) valor max: f(1,0) = 2, valor min:

méximo: f(3,—-3) = 57, minimo: f(-2,—1) = —=7; e) maximo: f(2,0) = 4, minimo: f(3,-7F) =

b)
f(=1,0) = -2,
d)

(3,T) = f(1,55) = f(1,T) = 32,

f




10.

11.

12.

13.

14.

18.
19.

20.
21.

(3
b

. Mais quentes: [1/2,1/2] e o mais frio nao existe.

a) valor max: f(2,2) = f(—2,—2) = 4; valor min: f(4,—4) = f(—4,4) = —16;

b) valor max: T min: VAL ¢) valor max: 2—17, valor min: 0;
d) valor max: \f min 1.
1 fq frine - (1L =V2 1 -1 V2 -1
5% 8) (5 =2 ) Mais frios : (3,=32,3), (7% 7))
) valor min: f(l = —14, valor max: f(—2,—4,—6) = 112;
) valor min: f(%, %) —» valor max: f(4,0,0) = 28.
- 1 1 4/5Y.
a) ptos de min.: (0, 2) e (2 —2), pto de max: (ﬁ’ 75 2v/2);
) 3

) (

1, —

2 _

13
a) valor min: f(1 +£ 2+ V7,44 V7) = -19 - 617,
valor méax: f(1 — %, 2 —\7,4—7)=-19+6VT;

b)valormln fl i +\f4+\f) —19 — 67,

§
valor max: 4, 2, 5)

a) pto de max: (0,0, 2) ptos de min: (3,%,2) e (—3,—3%, 2);
b) os mesmos que em (a);

c) pto de méax: (Lf g,%) e (—Y15 V5

d) os mesmos que em (c);

) ptos de max: (—% + L, -3 F £ ,—2), pto de min: (—%, —%, 2).

) k> 1: minimo local —1 < k < 1 sela; k < —1: maximo local; £ > 1: (0,0) é ponto minimo global;
k < —1: (0,0) é ponto méaximo global.

(chequem possiveis trocas de item) a) pto de min: (—3,2);

b) ptos de min: (0, ) e (A,0) com AeR;

c) ptos de sela: (0,A) e (A,0) com AeR;

d) pto de méx:(1,1), ptos de sela: (0,0),(2,0), (0,2), (2,2);

e) pto de sela: (0,0), ptos de max: + (%, %), ptos de min: =+ (—%, %),

f) pto de min: (z,0).

r+y+22—6=0

22/5$ + 29/10y + 29/102, = 5; 22/537 _ 29/10y + 29/102’ = 5;
22/5$ + 29/10y _ 29/102 =5: 22/5IE _ 29/10y _ 29/102 —5.

base 3 x 3cm, altura 1,5cm.

largura, profundidade e altura iguais a 10 pés.

% %), e (—1,2,2), ptos de max: (0,0,1), (0,1,0) e (1,0,0);

oo\w
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b) ptos de min: (%, 31513
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