Simulado 4 - SMA0304 - Gabarito
Questio 1. SejaT: R? — R* a transformacio linear definida por
T((1,0,0)) = (1,0,0,2), T((0,1,0)) = (0,1, —-1,0) e T((0,0,1)) = (1, -1,1,2).
Pode-se afirmar que:
a() Im(T) = [{(2,0,0,4),(1,1,-1,2)}] e Ker(T) = [{(1,1,—1)}].
b(x) Im(T) = [{(2,0,0,4), (1,1, -1,2)}] e Ker(T) = [{(~1,1,1)}].
c() Im(T) = [{(1,0,0,2),(0,1,-1,0)}] e Ker(T) = [{(1, -1, 1)}].
d() Im(T) = [{(1,0,0,2),(0,1,1,0}] e Ker(T) = [{(1, -1, —1)}].
e () Nenhuma das alternativas apresentadas.

Solucio: Notemos que

T((z,yz)) = T(x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1)) = 2T((1,0,0)) + yT((0,1,0)) + 27((0,0,1))
=2(1,0,0,2) + y(0,1,-1,0) + 2(1,—-1,1,2) = (x + 2,y — 2, —y + 2, 22 + 2z).

Portanto

r+z2=0

-y+z=0
20 4+22=0

—2=0 = _
(x,y,2) € Ker(T) — y-= <:>{x ®

eKer(T) = {(—2,2,2) | ze R} = [(-1,1,1)]. E
Im(T) = [T((1,0,0)),7((0,1,0)),7((0,0,1))] = [(1,0,0,2),(0,1,—1,0),(1,—-1,1,2)].
E facil ver que (1, —1,1,2) = (1,0,0,2) — (0,1, —1, 0). Portanto,
Im(7) =((1,0,0,2),(0,1,-1,0)].
Como (2,0,0,4) = 2(1,0,0,2)e(1,1,—1,2) = (1,0,0,2) + (0,1, —1,0) segue que

Im(T) = [(1,0,0,2),(0,1,—1,0)] = [(2,0,0,4), (1,1, —1,2)].

Questdo 2. SejaT: P1(R) — R? uma transformacao linear tal que

1 1
Tpc=1] —2 11,
1 -3

em que B é a base canonica do P1(R) e C' é a base do R? dada por C = ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)). Entdo
T(—1+ 2t) éiguala



a() (1,4,-7).
b() (-1,3,7).
c(x) (1,5,-2).
d() (~1,-3,11).
e() (=1,0,7).

Solucio: Defina p(t) = —1 + 2t. Como B ¢é a base canonica do P (R), segue que a matriz coordenada (p) g

-1
é ( ) > . Logo, a matriz coordenada (T'(p) )¢ pode ser obtida pela relagdo

1 ) 142 1
(T(p)ec=TscPe=| -2 1 <_ >= 2+2 | = 4
-3 ~1-6 —7

Portanto,
T(p)=1-(1,1,1)+4-(0,1,1) = 7-(0,0,1) = (1,5, -2).

Questao 3. Considere a transformacao linear 7': P4(R) — P4(R) dada por

2 X T
T@@»:x”£;)+x%2)+mm.

Responda as perguntas seguintes na ordem e escolha a alternativa correspondente.
(I) T éinjetiva?
(I) T é sobrejetiva?
(II) T' é um isomorfismo?
Assinale uma alternativa correta:
a(x) sim, sim, sim.
b () nio, sim, nao.
¢ () sim, ndo, nio.
d () nao, ndo, nio.
e ( ) nada se pode afirmar.
Solucio:

(I) Seja
p(x) = az? + ba® + cx? + dx + e € Py(R).

Entao
T(p(z)) = --- = 17az* + 10b2® 4 5ca® + 2dx +e =0

somente quando p(x) = 0, ouseja, N(T") = {0}. Logo, T" é injetora.



(I) Pela parte anterior, dim N (7") = 0. Dai, pelo Teorema do Nucleo e da Imagem,
dim Im(7") = dim P4 (R).

Como Im(T") C P4(R), segue que Im(T") = P4(R). Logo T é sobrejetiva.

(ITT) Por (I) e (II), T" é bijetiva e, como o dominio o e contradominio de 7" tém mesma dimensao, segue que 7' é um

isomorfismo.

Questio 4. Seja T uma transformacio linear de V em W, em que dim V' = 6 e dim W = 3. Sejam, também, B

uma base de V' e C' uma base de WW. Suponha que a matriz da transformacdo 7' com respeito a estas bases seja

1 21 70 8
MTpe=| -1 =2 0 -5 2 -3
1 21 80 9

E correto afirmar que dim N (7") vale

a( ) Somente com as informacdes dadas nido dé para saber.
b(x) 3
c()O0
d() 2

e() 4
Solucio 1: Escalonando a matriz [T'] g ¢, obtemos

1 21 70 8 1 21
Tpe=| -1 =20 -5 2 =3 |~l001 22 5
1 21 80 9 000 -1 0 —1

em que fizemos L1 + L2 — L2e L1 — L3 — L3. Como T'(u)c = [T]p,cup, entdo, se u = (x,y, z,w, s,t) €
N(T), devemos ter

x
121 708 Y 0
z
0 01 2 25 = 0
w
000 -1 0 5 0
s
t
Assim, obtemos o sistema
r+2y+z+7w+0s+8 = 0
z4+2w+2s+5t = 0
—w+0s—t = 0.



Da 3% equacdo, w = —t a qual, substituindo na 2% equacéo, nos da z = —2s — 3t. Substituindo estas na 1* equacéo

do sistema obtemos x = —2y + 2s — 12¢. Logo,

(z,y, z,w,s,t) = (—2y + 2s — 12t,y, —2s — 3t, —t, s, 1)
=y(-2,1,0,0,0,0) + s(2,0,—2,0,1,0) + t(—12,0,—-3,—1,0, 1),

ouseja N(T') =[(-2,1,0,0,0,0),(2,0,-2,0,1,0),(—12,0,—-3,—1,0, 1)]. Como
D ={(-2,1,0,0,0,0),(2,0,-2,0,1,0),(—12,0,—-3,—1,0,1)}

é um conjunto L.I (verifique!), entio D é base de N (T') e, portanto, dim N (7") = 3.

Solucdo 2: Note que dim Im(7") = 3, pois a matriz escalonada equivalente a [T'] g ¢ é

121 7 0 8
001 22 5
000 -1 0 -1

O Teorema do Nucleo e da Imagem implica que dim N(7T") = dim V' — dimIm(7") =6 — 3 = 3.
Questdo 5. Considere a transformacio linear 7: R? — R? dado por
T(JZ, Y, Z) = (l’ - Y, 2yay + Z)

Determine a transformacao inversa 7! usando a matriz [Tc.c, em que C é a base candnica do R3, e assinale a

alternativa correta:

a() T~ Ya,y,2) = (v + 3y, —dy, 2 + 1y).
b() T Nz, y,2) = (z — Ly, -1y, 2 — 3y).
c() T™Nz,y,2) = (¢ — 39, 39,2 — 39)-
d® T Yz,y,2) = (z + Ly, 3y, 2 — 3y).
e() TMw,y,2) = (v + 39, 30, 2 + 39).

Solucio: Primeiramente, vamos mostrar que I’ é bijetora e, portanto invertivel. Para isso, basta mostrar que 7" é
injetora, ja que as dimensdes do dominio e do contradominio coincidem. Assim, para mostrarmos que 7" é injetora,

basta mostrarmos que N (T') = {0}. Seja (z, y, z) € R3. Entao,

(z,y,2) € N(T) < T(z,y,2) =(0,0,0) < (z —y,2y,y+2) =(0,0,0)

z—y=0
— <2y =0 S r=y=w=0 <= (z,y,2) =(0,0,0).
y+2=0

Logo N(T') = {0} e, portanto, T" é invertivel.



Agora, vamos determinar 7~ ! usando a matriz [T]¢ . Aplicando T’ em cada elemento da base C, obtemos

T(1,0,0) = (1,0,0) = 1(1,0,0) + 0(0, 1,0) 4 0(0,0,1)
7(0,1,0) = (—1,2,1) = —1(1,0,0) + 2(0,1,0) + 1(0,0, 1)
T(0,0,1) = (0,0,1) = 0(1,0,0) + 0(0,1,0) 4 1(0,0,1)

e, portanto,

D= N[
_ o O

N[ —

Logo,
T7%(1,0,0) = (1,0,0)

11 1
T_l(ou 170) — (25 55 _2>

7-0,0,1) = (0,0,1)
Assim, podemos concluir que

T(x,y,2) = T(x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1))
=2T7(1,0,0) + y7(0,1,0) 4+ 27°(0,0,1)

11 1
— .’E(l,0,0) —+ Yy <2, 5, —2> + Z(0,0, 1)

4 1 1 1
=|x+ =y, -y, z— =y |.
2.% 2.% 23;/
Questao 6. Consideremos as transformacdes lineares

1. T : R? — R? dada por
T(x,y) = (z,2 +y,0);

2. S:R3 — R?tal que

1 0 0
[S]B,C:[_l . 0],

em que B e C sdo as bases canonicas de R? e R?, respectivamente. Sobre a transformagao linear S o T podemos

afirmar que:

a(x) SoT éumoperador em R2 invertivel.

b() SoT éumoperador em R2 nao-invertivel.



c() S oT éum operador em R3 invertivel.
d() S oT éum operador em R3 nao-invertivel.

e () Nenhuma das respostas anteriores.

Solucao: Vejamos que

e que

1
1 00
[SeTloc =[5lpclTlen = [ ] 1
0
o que mostra que S o T' = Id e, portanto, é invertivel.

Questio 7. SejaT : R? — R3 a transformagao linear cuja matriz com respeito a base canonica C' de R3 é

[T]c =

W N =
S Ot
© 00

Podemos afirmar que:

a() T éinvertivel.
b(x) T ndo éinvertivel e N (T") = [(1,—2,1)].
c () T nao éinvertivel e N (T) = [(—1,—2,1)].
d () T nao éinvertivele N (T') = [(1,-2,1),(—1,—2,1)].
e () Nenhuma das alternativas anteriores é correta.
Solucdo: Vejamos que det([T]¢) = 0, de modo que [T]¢ ndo é uma matriz invertivel e desse modo 7" ndo é um

operador linear invertivel. Agora, como C é a base canonica, para descrevermos o nuicleo de 7" basta encontrarmos

as solucdes da equagdo matricial

W N =

(=22 BTN

© 00
Il

z

a qual nos fornece que N (T) = {(z,y,2) €R® | 2 = zey = -2z} = [(1,-2,1)].
Questao 8. Considere as seguintes afirmacdes:

(D T:P(R) = Max2(R),dadaporT'(p) = ( ),para todop € P(R), em que p’ denota
a derivada de p, é uma transformacao linear.

(I) Todo operador linear 7": P2(R) — P2(R) é um isomorfismo.



(III) Existe uma transformacao linear 7': Py(R) — Max2(R) injetora.

Assinale a alternativa correta.

a( ) (D) é verdadeira e (II) e (III) sdo falsas.
b () (II) é verdadeira e (I) e (II) sdo falsas.
c () (III) é verdadeira e (I) e (II) sao falsas.
d () (D) e (II) sdo verdadeiras e (III) é falsa.
e () (I)e (ITI) sao verdadeiras e (II) é falsa.
f( ) (ID) e (IIT) sao verdadeiras e (I) é falsa.
g () (D), dI) e (III) sao verdadeiras.

h (x) (I), (ID) e (III) sao falsas.

Solucao: (I) Seja O(t) = 0, para todo t € R. Temos

(o) = o)  ©©0-1\_ (0 -1 400
\ 20(-1) ©(2) Lo o0 00/

Logo, T' ndo é uma transformacdo linear. Portanto, a afirmacéo (I) é falsa.

(Il) Defina T': Po(R) — Po(R) por T'(p) =0, p € P2(R).

T é um operador linear N(T') = P2(R) e, portanto, 7' ndo é um isomorfismo. Logo, a afirmacao (II) é falsa.

(I1) Seja T': Py(R) — May2(R) uma transformacio linear e suponha que seja injetora. O Teorema do Nucleo

e da Imagem implica que
5 = dim Py(R) = dim N(T') + dim Im(7") = dim Im(7).
Notemos que Im(7") é um subespaco vetorial de Ma,2(R). Logo,
5 =dimIm(7) < dim Msyx2(R) =4

0 que é uma contradicdo. Portanto, ndo existe uma transformacao linear T': P4(R) — Msx2(R) injetora e a

afirmacao (III) é falsa.

Questao 9. Considere as seguintes afirmacdes:

(I) Seja V um espaco vetorial de dimensdo 8. Existe uma transformacao linear 7: V. — V tal que V' =
Ker(T) @ Im(7T) e dim(Ker(7")) = dim(Im(7)).

(I) Seja V' um espaco vetorial de dimensdo 4. Entdo existe uma transformacio linear 7: V. — V tal que

Ker(T') = Im(T).

(IIT) Sejam U e V espacos vetoriais de dimensio finitae T': U — V uma transformacio linear. Se dimU =

dim V' — dim Im(7"), entdo 1" é injetora.



Assinale a alternativa correta.

a( ) (I) é verdadeira e (II) e (III) sdo falsas.
b () (II) é verdadeira e (I) e (II) sdo falsas.
c () (III) é verdadeira e (I) e (II) sdo falsas.
d x) (I) e (II) sao verdadeiras e (III) é falsa.
e () (I) e (IT) sao verdadeiras e (II) é falsa.
f() (II) e (II1) sdao verdadeiras e (I) é falsa.
g () (), dI) e (III) sao verdadeiras.

h () (D), D) e (III) sdo falsas.

Solucao: (I) Seja V' = R8. Logo dim V' = 8 e considere T": R® — R® dada por
T(x1,x2, x3, 24, T5, Te, x7,28) = (0,0,0,0, x5, x6, T7, T3).
E claro que 7' é uma transformacio linear e que
Ker(T) =(1,0,0,0,0,0,0,0),(0,1,0,0,0,0,0,0),(0,0,1,0,0,0,0,0), (0,0,0,1,0,0,0,0)].

Como BKer(T) = ((]-a 0,0,0,0,0,0, O)a (07 1,0,0,0,0,0, O)a (O’ 0,1,0,0,0,0, 0)7 (Oa 0,0,1,0,0,0, 0)) ¢ uma
sequéncia LI, segue que B (7) € uma base do nticleo de T" e Ker(T) = 2.

Notemos que
Im(T) = [(0,0,0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,0,1,0,0),(0,0,0,0,0,0,1,0), (0,0,0,1,0,0,0,0,1)].

Como Byy,(ry = ((0,0,0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,0,1,0,0), (0,0,0,0,0,0,1,0), (0,0,0,1,0,0,0,0,1)) é uma
sequéncia LI, segue que Bry, () é uma base do niicleo de T"e Im(7") = 2. Portanto, dim(Ker(7")) = dim(Im(7")).

Além disso,

Ker(T) 4+ Im(T) = [(1,0,0,0,0,0,0,0), (0,1,0,0,0,0,0,0), (0,0,1,0,0,0,0,0), (0,0,0,1,0, 0,0, 0),
(0,0,0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,0,1,0,0), (0,0,0,0,0,0,1,0), (0,0,0,1,0,0,0,0,1)]
= RS,

E claro que Ker(T) N Im(T") = {(0,0,0,0,0,0,0,0)}. Logo, V = Ker(T) & Im(T'). Ou seja, a afirmacio (1) é
verdadeira.
(II) Defina T': R* — R* por T'(z1, 22, 73, 24) = (23,24,0,0).

E claro que 7" é uma transformacao linear. Temos

(z1,22,23,24) € Ker(T) <= (x3,74,0,0) = (0,0,0,0) <= 23 =0ex4 = 0.



Logo, Ker(7") = [(1,0,0,0), (0,1,0,0)]. Mais ainda
Im(T") =[T((1,0,0,0)),7((0,1,0,0)),7((0,0,1,0)),7((0,0,0,1))] = [(1,0,0,0), (0,1,0,0)].

Portanto, Ker(7") = Im(7"). Ou seja, a afirmacio (II) é verdadeira.

(1)) Defina T': R? — R3 por T'(z1, x2) = (22,0,0).

E claro que 7" é uma transformacio linear. Temos

Im(T") = [T((1,0)),7((0,1))] = [(1,0,0)].
Logo, dimIm(7) = 1e
dimU = dimR?* =2 =3 — 1 = dimR? — dimIm(7) = dim V — dim Im(7T).
Por outro lado,
(x1,72) € Ker(T) <= x2 = 0.

Logo, Ker(7T') = [(1,0)] # {(0,0)} e T ndo é injetora. Ou seja, a afirmacao (III) é falsa.
Questio 10. Sejam U, V espagos vetoriais de dimensdo finita sobre Re 7" : U — V uma transformacio linear.

1. Sedim(U) > dim(V), entdo T ndo é injetora.

2. Sedim(U) = dim(V') + 1 e dim(N (7)) = 1, entao T é sobrejetora.

3. Sedim(U) < dim(V'), entao T nio pode ser sobrejetora.
Podemos afirmar que

a(x) As trés afirmativas estdo corretas.
b () Apenas duas das trés afirmativas sdo corretas.
c () Apenas uma das trés afirmativas é correta.

d () Nenhuma das afirmativas é correta.

Solucio: Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, temos que
dim(U) = dim(N (7)) + dim(Im(T")).
Dessa forma:

1. Se dim(U) > dim(V') e T ¢ injetora, entdo dim(N (7)) = 0 e dim(V) < dim(U) = dim(Im(7)) <
dim(V'), o que é uma contradicdo. Portanto, 7" ndo é injetora.

2. Sedim(U) = dim(V') + 1 e dim(N (7)) = 1, entao 1 4+ dim(Im(7")) = dim(U) = dim(V') + 1, de modo
que dim(Im(7")) = dim(V') e T' é sobrejetora.

3. Se dim(U) < dim(V), entao dim(V) > dim(U) = dim(N (7)) + dim(Im(7")) > dim(Im(7T")) e T’ nao

pode ser sobrejetora.



